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Relations  directes  entre  Paris  et  l'Italie. 


Les  billets  d'aller  et  retour  de  Paris  en  Italie,  via  Mont-Ceiiis  et  via 
Simplon,  indiqués  ci-après,  soni  délivrés  toute  l'année,  à  la  «fare  de 
Paris,  dans  les  bureaux  succursales  et  dans  les  Agences  de  voya^^es. 

1.  Via  Mont-Cenis: 
BILLKTS  D'ALLER  CT  RKTOUR  : 


De  l^aris  à 
ou  vice  versa 


J'«  (fr.) 

2«  (fr.) 

3<^  (fr.) 

Turin  .... 

147.  — 

106.  15 

69.  25 

Milan  .... 

164.  80 

116.  75 

)) 

Gènes  .... 

109.  80 

121.  40 

)) 

Venise.   .   .   . 

216.  35 

153.  75 

)) 

Florence    .   . 

217.  40 

154.  80 

» 

Rome  .... 

266.  90 

189.  50 

)) 

Naples.   .  .  . 

815.  50 

223.  50 

» 

Validité:  30 jours 


do.        45  jours 


La  durée  de  validité  des  billets  valables  HO  jours  peut  être  prolongée  de  15  jours, 
et  celle  des  billets  valables  ^5  jours  peut  être  prolongée  de  22  jours,  moyennant  ie 
paiement  d'un  supplément  (cette  prolongation  ne  peut  être  «rrordée  que  par  les 
gares  de  départ  et  de  destination  du  billet). 

D'autre  part,  la  durée  de  validité  des  billets  a  Paris-Turin  »  est  portée  gratuite- 
ment à  60  jours  lorsque  les  voyageurs  prennent,  à  Paris,  un  billet  de  voyage  circu- 
laire intérieur  italien  conjointement  avec  le  billet  d'aller  et  retour  «  Paris-Turin  », 
ou  lorsqu'ils  justifient  avoir  pris  à  Turin,  soit  un  billet  circulaire  italien,  soit  un 
billet  d'abonnement  spécial  italien,  soit  un  billet  d'aller  et   retour  combiné  italien 

2.  Via  Simplon  : 
BILLETS  D  ALLER  ET  RETOUR  : 


De  Paris  à 
(ou  vice  versaj. 


Domodossola. 

Milan 

Venise   .  .  .   . 


r«  (fr.) 

125.  — 
148.  55 
201,  25 


2™'^  (fr.) 

89.  40 
105.  95 
142.  85 


Validité  : 
30   jours. 


La  durée  de  validité  des  billets  d'aller  et  retour  «  Paris-Milan  u  et  o  Paris- 
Venise»,  peut  être  prolongée  de  15  jours,  moyennant  le  paiement  d'un  supplément. 

La  validité  des  billets  d'aller  et  retour  «  Paris-Doniodossola  »,  est  portée  gratui- 
tement à  60  jours  lorsque  le  voyageur  justifie  avoir  pris  à  Domodossola,  soit  un 
billet  circulaire  italien,  soit  un  abonnement  spécial  italien,  soit  un  billet  d'aller  et 
retour  combiné  italien. 

Arrêts  facultatifs.  —  Enregistrement  direct  des  bagages.  — Franchise  de  30  kilog. 
de  bagages  sur  le  parcours  P.-L.-M.  Aucune  franchise  en  Italie  et  en  Suisse.  — 
Le  voyageur  doit  être  revenu  à  son  point  de  départ  le  dernier  jour  de  validité, 
normale  ou  prolongéef  du  billet  d'aller  et  retour,  à  minuit  au  plus  tard. 

— ••       ITINÉRAIRE      ll-LUSTRÉ       •♦— 
La  Compagnie  vient   de   publier  un    Album  .artistique  intitulé  «  Itinéraire   Illustré  :    Paris-Lyon- 
Marseille-la  Côte- d'Azur.  » 

Cet  album  rontient.  avec  des  notices  sur  les  points  les  plus  intt'ressants  situés  sur  l'itinéraire,  de 

fort  jolies  illustrations  en  simili>gruvure  et  dessins   à  \»  plume  ;  cet  album  est,    en    outre,  orné  de 

panoramas  cartographiques  mettant  sous  les  yeux  du  lecteur,    non  seulement  les    villes  et  localités 

situées  sur  la  ligne  du  cliemin  de  fer,   mais  encore  les  pays  avoisinants  dans  un  rayon  fort  étendu. 

L'album  est  mis  en  vente,  au  prix  de  0  fr  ,jO  l'exemplaire,   dans  les  bil>lioth<'>ques  des  principales 

§Hres  du  réseau  ;  il  est  envoyé  également  à  domicile  sur  demande  accompagnée  de  0  fr.  60  en  tim- 
res-poste  et  adressée  au  Service  Central  de  l'Exploitation,  20,  boulevard  Diderot,  à  Paris. 
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ERNEST  CESÀRO 
1859-1906 


•        Nec  forma  aeternum  aut  cuiquam  est  fortuna  perennis  : 
Longiits  aut  propius  mors  sua  quemque  manet. 

Prop.,  II,  M,  57. 

Le  13  septembre  1906,  les  journaux  de  Naples  annonçaient 
la  mort  tragique  du  savant  géomètre  Ernest  Cesàro,  surve- 
nue la  veille  dans  une  petite  ville  peu  éloignée,  où  il  allait 
chaque  année  se  reposer  des  fatigues  de  l'étude  et  de  ren- 
seignement. Un  de  ses  fils,  Manlio,  âgé  de  dix-sept  ans,  se 
baignait  dans  la  mer  qui  était  fort  agitée,  et  son  père,  nageur 
habile,  se  déshabillait  pour  le  rejoindre,  quand  tout  à  coup  une 
vague  impétueuse  surprit  le  jeune  homme.  Son  père  voulut  se 
jeter  à  son  secours,  mais  en  descendant  Tescalier  il  glissa  si 
malheureusement  qu'il  tomba  dans  Teau  après  s'être  fait  des 
contusions  à  la  tête  et  à  la  poitrine.  Les  bateliers  ac- 
coururent bientôt,  mais  ils  ne  ramenèrent  qu'un  mourant, 
tandis  que  le  cadavre  de  Manlio  fut  retrouvé  le  lendemain. 
On  comprend  la  douleur  de  la  femme  et  des  autres  (ils  de 
M.  Cesàro  qui  avaient  été  spectateurs  impuissants  de  cette 
pénible  tragédie.  Telle  fut  la  catastrophe  qui  en  quelques 
minutes  priva  la  famille  Cesàro  de  son  seul  soutien  et  qui 
arracha  à  la  science  une  de  ses  gloires  les  plus  illustres  et  à 
l'Italie  un  citoyen  dont  elle  était  justement  fière. 

La  science  et  la  famille  furent  le  double  but  et  l'idéal  de 
la  vie  de  Cesàro  :  à  l'une  il  voua  toutes  les  énergies  de  son 
puissant  esprit;  à  l'autre  il  se  sacrifia  lui-même.  Qui  donc 
plus  que  lui  peut  avoir  droit  à  l'adoration  des  siens,  à  l'admi- 
ration et  à  la  reconnaissance  des  amis  de  la  science  ? 

Il  fut  un  de  ces  rares  hommes  prrvilégiés  que  nous  som- 
mes contraints  à  admirer  dans  les  productions  de  leur  belle 
intelligence  et  à  aimer  pour  eux-mêmes.  Modeste  et  courtois 
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avec  tout  le  monde,  loyal  jusqu'au  scrupule  et  toujours  dis- 
posé à  voir  le  bien  plutôt  que  le  mal  dans  les  actions  humai- 
nes, à  secourir  de  son  argent  un  pauvre  et  de  ses  conseils 
tous  ceux  qui  s'adressaient  à  lui,  il  sut  se  faire  des  amis  et 
des  admirateurs  de  tous  ceux  qui  eurent  la  bonne  fortune  de 
rapprocher  ou  d'entrer  en  relations  avec  lui.  Par  les  quali- 
tés de  son  esprit  et  de  son  cœur,  ainsi  que  par  ses  œuvres, 
il  fit  preuve  des  vertus  qui  appartiennent  aux  grands  hommes 
dont  une  nation  a  le  droit  de  se  montrer  fière  et  le  devoir 
d'en  perpétuer  le  souvenir  et  Texemple. 

Dans  un  de  ses  éloges  académiques'  J.  Bertrand  a  dit  : 
«  Les  travaux  d'un  homme  de  science  spnt  une  trop  grande 
part  de  sa  vie  pour  que  l'on  puisse  séparer  les  deux  souve- 
nirs et  c'est  dans  un  même  récit  que  leurs  histoires  se 
déroulent  et  s'expliquent,  qu'elles  s'éclairent  mutuellement 
en  s'unissant,  sans  se  confondre,  dans  une  mesure  qu'un 
vain  caprice  ne  saurait  régler  ».  Mais  ce  récit  devient  trop 
difficile  lorsqu'il  s'agit  d'un  savant  comme  M.  Cesàro,  c'est- 
à-dire  d'un  savant  dont  la  production  scientifique  est  non 
seulement  extraordinairement  abondante,  mais  surtout  gran- 
dement variée  et  je  ne  crois  pas  qu'il  serait  possible  à  quel- 
qu'un de  parler  de  sa  vie  en  jetant  un  coup  d'œil  d'ensemble 
sur  ses  travaux.  On  devra  toujours  ou  les  examiner  un  à  un, 
ce  qui  sera  bien  long,  ou  se  contenter  d'en  mentionner  quel- 
ques-uns parmi  les  plus  intéressants  ou  les  plus  récents,  et 
c'est  ce  que  je  tâcherai  de  faire. 

Ernest  Cesàro  naquit  à  Naples  le  12  mars  1859,  mais  sa 
vraie  patrie  est  la  petite  ville  de  Torre  Annunziata  qui,  s'ap- 
puyant  pittoresquement  sur  les  derniers  contre-forts  du 
Vésuve,  baigne  ses  pieds  dans  l'eau  du  Tirrène  :  c'est  dans 
cette  ville  que  toute  sa  famille  est  née  et  a  toujours  demeuré. 
Son  père  Louis,  homme  d'affaires,  et  sa  mère,  Fortunia  Nun- 
ziante,  ayant  dû  se  rendre  à  Naples  pour  quelques  mois, 
Ernest  y  naquit.  Son  enfance  fut  comme  celle  de  la  plupart 


•  Eloge  historique  de  1^   Verrier. 
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des  hommes  :  elle  s'écoula  tranquillement  au  milieu  de  Taf- 
fection  de  ses  parents  et  dé  la  sympathie  de  ses  maîtres  qui 
se  complaisaient  de  la  vivacité  de  son  esprit  et  de  la  noblesse 
de  son  coeur.  Agé  de  neuf  ans  il  voulut  entrer  dans  le  sémi- 
naire de  Nola  au  lieu  de  suivre  ses  frères  dans  un  collège  de 
Naples,  et  son  père,  croyant  peut-être  à  une  vocation,  y 
consentit  volontiers.  Il  en  sortit  deux  ans  après  pour  aller 
fréquenter  le  Gymnase  a  Victor  Emanuel  »  de  Naples,  où  il 
étudia  pendant  quatre  ans;  mais  au  bout  de  ce  temps,  comme 
il  préféra  renoncer  à  Tétude  des  langues  mortes,  son  père 
l'envoya  à  Liège  où,  depuis  plusieurs  années,  demeurait  son 
frère  Joseph,  actuellement  professeur  ordinaire  de  Minéra- 
logie et  Cristallographie  à  l'Université  de  cette  ville.  S'étant 
inscrit  à  VEcole  des  Mines,  il  étudia  avec  ardeur  en  récoltant 
beaucoup  d'éloges  ;  il  montra  une  grande  prédilection  pour 
la  mathématique  et  ses  applications,  prédilection  qui  s'affir- 
mait de  jour  en  jour,  surtout  par  les  encouragements  de  ses 
maîtres,  et  en  particulier  du  savant  professeur  Catalan  qui 
préconisait  dans  le  jeune  italien  une  des  gloires  de  la 
science.  Mais  cet  éminent  géomètre  fit  encore  plus:  pour 
témoigner  à  son  jeune  élève  tout  l'intérêt  qu'il  concédait  à 
son  talent  et  à  son  assiduité,  il  permit  que  plusieurs  de 
ses  Notes  de  mathématique  parussent  dans  la  Nouvelle  Cor- 
respondance Mathématique,  la  savante  Revue  qu'il  diri- 
geait* (Bruxelles,  1874-1880).  Ce  sont  sept  courtes  recher- 
ches sur  des  sujets  différents*  où  on  découvre  déjà  une  faci- 
lité peu  commune  d'assimilation  et  un  esprit  surprenant  de 
pénétration  uni  à  une  intuition  toute  particulière  des  applica- 
tions à  la  fois  intéressantes  et  peu  prévues.  Aussi  la  nouvelle 
revue  Mathesis,  qui  succéda  à  la  Nouvelle  Correspondance, 
accueillit  dès  ses  premières  pages  les  nombreux  écrits  de 
M.  Cesàro,  et  dans  les  seize  volumes  publiés  depuis  le  jour 
de  sa  fondation  nous  y  retrouvons  une  succession   de  plus 


*  La  publication  de  cette  revue  cessa  en  1880  :  elle  fut  rcpriso  en  1881  par  MM.  J.  Ni-:u« 
iifRO  et  P.  Mamsion  sous  le  titre  de  Mathesis. 

'  Je  reproduis  les  titres  des  sept  notes,  presque  ignorées  de  la  plupart  :  1.  Sur  l'exis- 
tence de  certains  polyèdres,  —  2.  Propriétés  d'une  courbe.  —  3.  Sur  les  formes  approchées 
des  solides  d'égale  résistance.  —  4.  Une  question  de  maximum  traitée  par  Poncelet,  —  5.  Sur 
la  série  harmonique.  —  6.  Démonstration  de  la  formule  de  .Stirling.  —  7.  Quelques  formules. 
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de  cinquante  articles  signés  par  M.  Cesàro  ;  ils  sont  tous  d'uii 
grand  intérêt  et  vont  des  théories  géométriques  élémentaires 
aux  applications  de  l'Analyse,  de  la  théorie  des  nombres  au 
calcul  symbolique,  de  la  doctrine  des  probabilités  à  la  géo- 
métrie dilTérentielle.  Quelqu'un  a  fait  remarquer  dans  le 
compte  rendu  d'un  Mémoire  de  M.  Cesàro,  publié  en  1884, 
que  les  sujetstraitéspar  lui  ne  sont  pas  tous  nouveaux  ou  n'ont 
pas  tous  de  l'originalité  dans  les  applications,  leur  nombre 
étant  au  préjudice  de  la  valeur.  Mais  j'observe  à  ce  propos 
le  l'ait  remarquable  qu'avec  les  années  l'importance  de  sa 
production  scientifique  est  allée  en  augmentant  d'une  ma- 
nière extraordinaire  sans  que  la  variété  des  sujets  ail  subi 
aucune  diminution.  La  vivacité  naturelle  de  son  caractère 
se  réfléchissait  sur  ses  recherches,  surtout  pendant  les  pre- 
mières années  de  sa  carrière  scientifique;  mais  la  méthode 
par  laquelle  chaque  question  y  est  traitée  est  toujours  per- 
sonnelle et  possède  une  empreinte  propre  d'originalité  et 
de  largeur  de  conception  suffisantes  à  leur  assurer  la  plus 
haute  valeur.  Les  démonstrations  complètement  neuves  et 
les  applications  très  ingénieuses  des  théorèmes  de  Berger, 
de  Fouet,  de  Jamet,  d'Appell,  etc.,  pour  ne  parler  que  des 
notes  insérées  dans  Mathesis,  en  donnent  une  preuve  convain- 
cante. D'ailleurs  il  aurait  suffi  d'un  travail  tel  que  celui  qu'il 
consacra  en  1883  à  l'arithmétique  asymptotique,  et  qu'il  fit 
paraître  sur  les  encouragements  de  Catalan,  sous  le  titre 
Sur  diverses  questions  d'arithmétique  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences  de  Liège^  pour  lui  assurer  d'une  ma- 
nière incontestable  la  renommée  de  mathématicien  profond 
et  original. 

Admirateur  enthousiaste  d'Hermite,  qui  avait  hérité  de 
Gauss  et  Cauchy  le  sceptre  de  l'analyse,  Ernest  Cesàro  étu- 
diait avec  ardeur  les  théories  géométriques  et,  au  premier 
rang  de  ses  désirs,  il  plaçait  celui  de  se  rendre  à  Paris  pour 
écouter  les  leçons  d'Hermite,  comme  aussi  celles  des  grands 
maîtres,  MM.  Darboux,  Serret,  Briot,  Bouquet  et  Chas- 
les  qui  avait  fait  de  la  géométrie  un  art  et  une  science,  — 
Maihesis  ars  et  Scientia  dicenda  —  Son  rêve  fut  bientôt  sa- 
tisfait :  il  quitta  Liège  avec  le  fils  du  Prince  de  Soisson  son 
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ami,  et  il  s'en  alla  à  Paris  où  pendant  plusieurs  mois  il  put 
étudier  à  la  Sorbonne.  Et  là  aussi  il  sut  attirer  l'attention  de 
ses  maîtres  sur  son  esprit  puissant  et  sur  sa  volonté  tenace 
d'aborder  les  questions  de  haute  science  dont  la  vision  loin- 
taine l'attirait.  Hermite  Taimait  et  encourageait  ses  aspira- 
tions; dans  les  leçons  de  M.  Darboux  il  trouvait  les  fonde- 
ments de  la  géométrie  intrinsèque  à  laquelle  il  aurait  associé 
plus  tard  son  nom  ;  ses  nombreux  travaux  qu'il  communi- 
quait à  M.  Catalan  montraient  les  gigantesques  progrès  qu'il 
faisait  dans  la  voie  difficile  sur  laquelle  il  avait  voulu  s'ache- 
nTiner. 

Mais  les  mauvais  jours  allaient  commencer  pour  lui  :  la 
banqueroute  de  plusieurs  maisons  de  commerce  qui  avait 
jeté  sa  famille  dans  la  cruelle  nécessité  de  sacrifier  la  meil- 
leure partie  de  son  patrimoine  avait  mis  celle-ci  dans  l'im- 
possibilité de  le  laisser  à  Paris.  La  mort  de  son  père  dont  le 
cœur  n'avait  su  résister  aux  chocs  des  adversités  aurait  porté 
le  coup  fatal  aux  aspirations  du  jeune  mathématicien  si  des 
hommes  aussi  généreux  que  grands  n'étaient  allés  à  son 
secours.  M.  Catalan  aimait  toujours  son  ancien  élève  qui, 
en  attendant,  était  rentré  à  Liège:  MM.  Hermite,  Neuberg 
et  Mansion  ne  voulaient  abandonner  lejeune  homme  auquel 
souriait  un  avenir  aussi  brillant;  ils  eurent  l'idée  d'écrire 
au  professeur  Cremona  dont  le  bon  cœur  était  bien  connu. 
Celui-ci  accepta  de  contribuer  à  cette  bonne  action  et  en  parla 
à  M.  Nicolas  S.  Dino,  en  ce  moment-là  professeur  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Rome,  actuellement  à  celle  de 
Naples.  Egalement  originaire  de  Torre  Annunziata,  où  il  est 
grandement  aimé,  le  professeur  S..  Dino  obtint  pour  le  jeune 
C^.esàro  ce  qui  lui  était  nécessaire  pour  compléter  ses  études. 
Dans  la  lettre  qu'il  adressa  au  Conseil  municipal  de  sa  ville 

natale,  il  disait  entre  autres  choses  '  :  « et  Userait  faute 

impardonnable  que  de  Vabandonner  à  lui-même  :  c'est  une 
force  qui  ne  doit  pas  être  perdue.  —  S*il  persévère  dans  la 
voie  longue  et  pénible  des  études  sévères  et  bien  ordonnées^  il 


>  Ce  pass4ige  de  la  lettre  de  M.  Dini  au  Conseil  municipal  de  Torre  Annunziata  m'a  été 
communiqué  par  M.  le  professeur  Servillo,  directeur  de  TEcoIc  technique  do  cette  ville 
«•l  qui  a  éti"  élève  de  M.  Cesàro. 
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fera  honneur  à  noire  nation.  —  Sur  son  compte  M.  le  Prof. 
Catalan  de  Liège^  dans  une  lettre  adressée  à  un  illustre  per- 
sonnage M.  le  Prof.  Cremona,  de  cette  Université  Rome)  et 
datée  13  juin  IHS^i  s'exprimait  dans  ces  termes  :  Il  y  a  un 
moiSf  sans  connaître  Gauss^  M.  Cesàro  a  inventé  une  défini^ 
tion  de  la  fonction  V  différente  de  celle  de  GausSy  mais  qui 
s'accorde  avec  celle-ci.  Ce  jeune  homme^  s'il  vit,  sera  un  très 
grand  géomètre  ».  —  Et  cette  même  année  Hermite  exposait 
dans  son  Cours  d'Analyse  à  la  Sorbonne  des  formules  très 
intéressantes  qui  avaient  été  construites  par  le  jeune  M. 
Cesàro. 

La  demande  de  M.  S.  Dino  avait  été  acceptée  à  l'una- 
nimité ;  le  8  février  1883  le  Conseil  Municipal  attribuait  à 
M.  Cesàro  un  secours  de  trois  mille  francs  pour  qu'il  put 
compléter  à  Liège,  à  VEcole  des  Mines,  les  éludes  qu'il  avait 
commencées  avec  tant  de  succès.  Mais  cela  ne  devait  pas 
s'accomplir,  car,  vers  la  fin  de  cette  même  année,  il  rentra 
en  Italie  afin  de  passer  les  deux  dernières  années  de 
cours  à  l'Université  de  Rome  et  d'y  prendre  son  doctoral 
en  mathématiques.  L'influence  des  savantes  leçons  de  MM. 
Cremona,  Cerruli,  Battaglini  et  des  autres  excellents  maîtres 
qui  enseignaient  la  géométrie  supérieure,  la  mécanique, 
l'analyse  dans  cette  Université,  se  fit  sentir  dans  les  travaux 
qu'il  fit  à  Rome  ;  mais  là,  comme  dans  la  plupart  des 
travaux  qui  suivront,  on  retrouve  l'influence  d'Hermite. 
Ainsi  par  exemple  dans  ses  recherches  sur  la  théorie  des 
séries,  où,  au  lieu  de  rester  circonscrit  à  la  seule  méthode 
des  séries  entières,  comme  on  avait  fait  dans  les  plus  an- 
ciennes recherches,  il  se"  mit  hardiment  sur  les  traces  d'Her- 
mite, en  appelant  à  son  aide  toutes  les  ressources  qui  peu- 
vent être  fournies  par  les  méthodes  données  par  Cauchy. 
M.  Cesàro  parvint  ainsi  en  peu  de  temps  à  donner  à  cette 
doctrine  une  brièveté  et  une  élégance  incomparables. 
Mais  c'est  surtout  dans  ses  travaux  sur  la  théorie  des  nom- 
bres, sa  branche  préférée,  que  Ton  remarque  le  plus  Tin- 
fluence  très  vive  du  savant  géomètre  français,  et  il  ne 
pourrait  en  être  autrement.  Les  méthodes  générales  intro- 
duites par  ce  savant  géomètre  ont  ouvert  dans  celte  théorie 
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des  horizons  si  nouveaux  que  pour  beaucoup  de  temps  en- 
cores  elles  constitueront  un  puissant  instrument  de  recher-. 
ches  ;  il  est  donc  naturel  qu'après  les  premiers  travaux  d^Her- 
mite,  tous  ceux  qui  se  sont  occupés  de  la  théorie  des  for» 
mes,  et  parmi  eux  aussi  M.  C.  Jordan  dans  son  classique 
Mémoire  *  sur  Téquivalence  des  formes,  aient  ressenti  vive- 
ment son  influence. 

Le  merveilleux  principe  de  la  réduction  continue  s'adaple 
aujourd'hui  aussi  aux  intéressantes  recherches  sur  la  théorie 
de  certaines  fonctions  uniformes.  M.  Cesàro  ne  négligeait 
aucune  occasion  pour  montrer  combien  d'importance  il  don- 
nait à  celte  branche  des  mathématiques  ;  encore  récem- 
ment, dans  une  de  ses  précieuses  lettres,  il  me  faisait  mé- 
lancoliquement remarquer  comme  cette  théorie,  que  Di- 
richlet  appelle  la  reine  des  mathémathiques,  est  négligée, 
même  en  Italie,  où  pourtant  elle  a  des  traditions  glorieu- 
ses. Ce  chagrin  est  encore  plus  justifié  lorsqu'on  réfléchit 
comme  l'introduction  de  cette  branche  dans  la  théorie  des 
fonctions  donnera  beaucoup  de  force  à  ceux  qui  seront  maî- 
tres des  principes  de  l'arithmétique  supérieure,  et  que  cer- 
taines recherches  communes  à  l'arithmétique  et  à  l'analyse 
des  fonctions  pourraient  donner^  dès  à  présent  une  belle 
moisson  de  résultats  de  la  plus  grande  importance.  Du 
reste,  on  sait  bien  que  M.  Hermite  avait  dit  qu'il  n'aurait 
jamais  pu  écrire  son  célèbre  Mémoire  sur  la  transformation 
des  fonctions  abeliennes  s'il  n'avait  pas  été  très  familier  avec 
les  questions  de  Tarithmétique. 

Le  volume  XIII  de  la  2™'  série  (1884)  des  Annali  di  Mate- 
matica  pura  ed  applicata^  de  MM.  Brioschi  et  Gremona,  con- 
tiennent neuf  Mémoires  très  intéressants  de  M.  Cesàro  sur 
les  difl*érenles  branches  de  l'arithmétique  :  c'est  le  fruit  de 
longues  recherches,  et  certaines  théories  qui  y  sont  à  peine 
signalées  pourraient  avantageusement  servir  de  base  à  de 
nouvelles  et  utiles  recherches.il  a  réuni  ces  neuf  Mémoires 
dans  un  même  volume  pour  le  dédier  à  M.  S.-N.  Dino,  en 


*  E.  Picard.   Vauvre  scUntiflque  de  th.  Hermite.  —   Dans  les  Annales  de  l'Ec.   norin. 
Slip.,  sér.  3-,  vol.  XVI II,  1»01. 
«  Ibid. 
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témoignage  de  reconnaissance,  sons  le  titre  A' Excursions 
arithmétiques  à  l'infini  (Paris,  Hermann,  1885).  Il  attribna 
toujours  une  grande  importance  au  résultat  contenu  dans  ce 
volume  et  plusieurs  études  qu'il  aborda  dans  les  années  sui- 
vantes ont  là  leur  fondement.  Rappelons  enlr  autres  celui  ' 
qui  a  pour  objet  la  série 


X  ,  X 


1 — X        1 — jr 

en  ce  qui  concerne  la  manière  dont  elle  se  comporte  dans  le 
voisinage  de  Tunité  ;  M.  Cesàro  a  pu  déduire  l'expression 
asymplotique  du  nombre  0  (n)  des  diviseurs  de  n  et  établir 
une  formule  beaucoup  plus  générale  que.  celles  de  Gauss  et 
de  Dirichlet. 

Ces  mêmes  résultats  contiennent  le  fondement  de  ses  re- 
cherches sur  certaines  séries  de  puissances*  et,  en  particu- 
lier, ses  observations  *  sur  la  formule  arithmétique  de  M.  Per- 
vouchine 

—  z=  loiç  n  4-  losr  loir  n  —  1  —  rr— ; +  xr, î » 

//  ft      T^      »      »  12  1ogfi         241oglog/i 

(1^^  est  le  //'""  nombre  premier)  dont  il  démontre  Tinexacli- 
lude  théorique  :  il  lui  substitue  Tautre  plus  exacte 

a  ^     ^     f^     ^  ^  log  «  2  (log  «)• 

Je  veux  rappeler  encore  que  pendant  sa  dernière  année 
d'étude  à  TUniversité  de  Rome  (1885),  il  publia  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie  des  sciences  de  Lisbonne  une 
étude  très  complète  sur  les  formes  polyédriques  dans  tous 
les  espaces  (Forme  poliedriche  regolari  e  semiregolari  in 
tutti  gli  spazi;  in-4'*  de  75  pages);  il  la  dédia  à  son  maître, 
le  savant  professeur  Cremona. 

Afin  de  permettre  à  Cesàro  de  compléter  à  son  aise  ses 
études,  M.  De  Sanctis,  fin  lettré  et  brillant  esprit,  qui  était 
alors  ministre  de  l'Instruction  publique,  lui  avait  obtenu  du 


»  La  série  de  Lambert  en  Arithmétique  asymptotiquc.  Rendiconti  doUa  R.  Accad.  di 
Napoli,  sér.  2%  vol.  VII  (1893),  pages  197-204. 

«  Sur  la  détermination  asymptotique  des  séries  de  puissances.  Ibid.,  pages  187-19:j. 

»  Sur  une  formule  empirique  de  M.  Per%>ouchine.  Comptes  rendus  de  l'Ar.  d.  Se.  do 
Paris,  v.il.  CXIX  (1894),  pages  848-849. 
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gouvernement  un  subside  à  titre  d'encouragement.  Mais  ses 
cours  universitaires  ne  furent  jamais  entièrement  complétés  : 
lui  qui  était  si  brillant  dans  toutes  les  branches  des  mathé- 
matiques, il  ne  put  se  résoudre  à  se  plier  aux  formalités 
qu'on  nomme  doctorat. 

Toutefois,  comme  en  1886,  on  avait  bannit  ses  concours  à 
des  chaires  dans  les  écoles  secondaires  et  supérieures,  en- 
couragé par  ses  maîtres,  il  se  laissa  porter  et  il  fut  élu  dans 
toutes  les  chaires  auxquelles  il  avait  concouru  et  qui  sont 
celles  du  Lycée  Mamiahi  de  Rome,  et  celles  des  Universités 
de  Naples,  Palerme  et  Messine.  Il  choisit  Palerme,  où  il  eut 
le  degré  de  titulaire  d'Algèbre  supérieure  à  dater  du  1*"  no- 
vembre de  cette  même  année.  Peu  après,  le  22  février  1887, 
le  président  de  la  Faculté  des  sciences  de  l'Université  de 
Rome,  le  grand  physicien  M.  Pierre  Blaserna,  lui  communi- 
quait que,  après  un  beau  rapport  de  M.  le  prof.  Tonelli  et  par 
autorisation  du  ministre  de  Tlnstruction  publique,  il  lui  était 
conféré  ad  honorem  le  doctorat  en  mathématiques. 

11  demeura  à  Palermejusqu'en  1891:  en  cette  même  année,  il 
demanda  et  il  obtint  de  passer  à  la  chaire  de  calcul  infinitési- 
mal dans  rUniversité  de  Naples,  chaire  dont  M.  le  profes- 
seur Battaglini  était  le  titulaire,  mais  qui  était  restée  libre,  ce 
mathématicien  ayant  passé  à  l'enseignement  de  l'Analyse 
supérieure  dai>s  la  même  Université.  Vers  le  milieu  de  1906, 
il  avait  demandé  d'être  transféré  à  l'Université  de  Bologne 
pour  y  enseigner  la  Mécanique  rationnelle,  et  il  devait  s'y 
rendre  au  mois  de  novembre  dernier.  Les  collègues  et  les 
étudiants  l'auraient  vu  partir  avec  beaucoup  de  chagrin  ; 
d'autres  collègues  et  d'autres  étudiants  l'attendaient  avec 
impatience.  La  fatalité  cruelle  a  voulu  que  les  uns  et  les 
autres  s'associassent  dans  le  deuil  et  dans  la  douleur. 

Cesàro  savait  également  donner  à  son  enseignement  cette 
empreinte  toute  personnelle  qui  caractérise  ses  écrits  et  qui  le 
conduisait  à  généraliser  les  théories  en  cherchant  les  plus 
belles  applications.  Ses  leçons  d'algèbre  complémentaire 
formèrent  un  cours  entièrement  différent  de  celui  auquel  les 
étudiants  avaient  été  habitués.  Son  livre  Corso  d*analisi 
algebrica  (Turin  1894),  donne  un  résumé  de  ses  lerons  et  un 
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?':  aperçu  de  la  réforme  qu'il  préconisait   pour  les  éludes  uni- 

p.'  versitaires.   C'est  dans  ce  même  esprit  que  sont  écrits  ses 

I  Elemenli  di  calcolo  infinitésimale  (Naples  1897),  dont  il  parut 

Y  ^îne  deuxième  édition   en  1905,   d'après  la  traduction  aile- 

fe  mande  de  M.  le  Prof.  Gerhard  Kowalewsky,  de  l'Université 

ï  de  Greifswald.  On  sait  quel  est  Taccueil  qu'ont  reçu  partout 

^  ces  leçons,    destinées   non   seulement  à   ceux   qui  désirent 

apprendre  les  mathématiques  supérieures  pour  s'en  servir 
directement  dans  les  nombreuses  applications,  mais  aussi  à 
ceux  qui  recherchent  avant  tout  une  gymnastique  intellec- 
tuelle. Il  ne  voulut  jamais  s'occuper  des  critiques  plus  ou 
moins  intéressées  dont  il  fut  l'objet  pour  ces  idées,  mais  il 
continua  intrépide  sa  route,  bien  heureux  de  se  rendre  utile 
aux  jeunes  étudiants.  Dans  son  cours,  comme  dans  ses  livres, 
il  avait  soin  d'exposer  le  plus  clairement  possible  les  théorè- 
mes généraux  dont  il  donnait  la  démonstration  la  plus  simple 
et  qu'il  faisait  suivre  d'applications  bien  appropriées.  Il  se 
louait  de  suivre  ainsi  les  préceptes  d'un  de  ses  maîtres  *, 
qu'il  considérait  comme  insurmontable  dans  ces  qualités  d'ex- 
position des  théories  les  plus  élevées.  Les  questions  d'im- 
portance secondaire  il  les  évitait  ;  il  détestait  le  luxe  d'érudi- 
tion car  il  savait  qu'elle  est  préjudiciable  aux  élèves,  tandis 
qu'il  cherchait  à  développer  chez  eux  l'amour  des  mathémati- 
ques, plutôt  que  de  les  éloigner  d'elles.  Cette  méthode  devait 
lui  attirer  des  critiques,  mais  les  méthodes  comme  les  arbres 
se  jugent  à  leurs  fruits,  et  ils  sont  bien  privilégiés  ceux  qui 
peuvent  se  louer  d'avoir  eu  pour  maître  le  savant  Cesàro. 

De  même  qu'il  évitait  les  théories  trop  élevées,  inutiles 
aux  élèves,  il  évitait  les  discussions  sur  les  fondements  de  la 
science  :  il  respectait,  et  même  à  l'occasion  il  encourageait 
les  discussions  sur  la  philosophie  des  mathématiques,  sans 
s'y  intéresser  personnellement.  Comme  il  l'avait  dit  plus 
d'une  fois,  il  partageait  avec  Hermite  la  croyance  un  peu  mys- 
tique sur  Tessence  du  nombre,  et  avec  lui  il  pensait  que  les 


*  Mémo  peu  de  jours  avant  sa  mort  Hkhmite  écrivait  à  une  Revue  didactique:...  L'admira- 
tion, a-t'on  dit,  est  le  principe  du  savoir...  ;  je  m'autoriserai  de  cette  pensée  pour  exprimf.r  le 
désir  qu'on  fasse  la  part  plus  large  pour  les  étudiants,  aux  choses  simples  et  belles^  qu'à 
l'extrême  rigtieur  aujourd'hui  si  en  honneur,  mais  bien  peu  attrayante,  souvent  même  fati- 
gante et  sans  grand  profit  pour  les  commençants  qui  n'en  peuvent  comprendre  l'intérêt. 
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nombres  forment  un  monde  qui  possède  sa  propre  existence 
hors  de  nous. 

Son  enseignement  universitaire  ne  s'arrêta  pas  à  l'algèbre 
complémentaire  et  au  calcul  infinitésimal.  Dès  sa  première 
année  à  Palerme  il  fut  chargé  de  l'enseignement  de  la 
Physique  mathématique,  puis  plus  tard  encore  d'autres  cours 
aux  Universités  de  Palerme  et  de  Naples  :  dans  tous  ces 
cours,  qu'il  développait  avec  la  plus  grande  compétence  et 
avec  une  merveilleuse  largeur  de  vues,  il  apporta  des  contri- 
butions personnelles,  répandues  ensuite  dans  de  nombreu- 
ses publications.  Ses  Mémoires  sur  les  équations  de  l'élas- 
ticité dans  les  hyperespaces,  sur  les  formules  de  Maxwell, 
sur  le  pouvoir  rotaloire  magnétique,  sur  les  dilatations  et 
rotations  dans  les  milieux  élastiques,  sur  la  propagation  de 
la  chaleur,  etc.,  sont  bien  connus.  Son  livre  La  teoria 
malematica  delV  elasticita  (in-8°  de  214  pages,  Turin  1895), 
qui  est  presque  le  résumé  de  ses  cours,  montre  quelle  auto- 
rité il  aurait  apportée  dans  son  enseignement  de  mécanique 
rationnelle  qu'il  devait  occuper  à  Bologne.  Il  se  proposait  de 
publier  sous  peu,  entre  autres  ouvrages,  ses  leçons  sur  la 
Teoria  malematica  del  calore  et  les  Lezioni  suW  idrodina- 
mica  déjà  rédigées. 

Les  soins  que  M.  le  Prof.  Gesàro  porta  à  l'enseignement 
ne  firent  nullement  diminuer  sa  production  scientifique  ni  la 
variété  des  sujets  :  il  sembla  au  contraire  qu'en  enseignant 
aux  autres  il  progressait  lui-même  et  que  sa  culture  deve- 
nait toujours  plus  large.  Ses  contributions  à  l'étude  des 
fonctions  holomorphes,  suivant  la  nouvelle  conception  de 
Laguerre,  à  l'étude  des  nombres  de  Bernoulli,  à  la  théorie 
des  roulettes,  etc.,  s'alternent  avec  les  recherches  sur  la 
théorie  des  nombres,  sur  l'analyse  intrinsèque  des  courbes 
et  des  surfaces  dans  les  hyperespaces,  sur  la  théorie  des 
limites,  etc.  Dans  chacun  de  ses  Mémoires,  même  dans  les 
brefs  écrits  destinés  aux  écoliers,  il  y  a  toujours  du  nou- 
veau, soit  dans  la  méthode,  soit  dans  la  théorie  elle-même. 
Il  me  suffit  de  rappeler  comme  exemple  une  petite  note^  d'en- 


'  Sur  une  question  de  liwitcs  :  Matiiesis,  vol.  X  (1890),  p.iges  25-28. 
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viron  trois  pages  insérée  dans  Mathesis  et  où  il  donne  une 
nouvelle  démonstration  du  théorème  sur  les  fonctions  à  une 
variable  entière  :  Si  pour  n  entier  et  croissant  indéfiniment, 
a^^  et  b^  s'approchent  de  zéro  y  on  a 


a  a 

lim  -r—  zn  lim 


si  la  deuxième  limite  existe.  Ce  théorème  bien  qu'il  soit  du 
i\  de  THospital,  devrait  s'appeler  théorème  de  Cesàro  \ 
lar  il  Ta  présenté  sous  une  forme  toute  nouvelle  et  il  Ta  fait 
intervenir  dans  de  nombreuses  applications. 

Il  serait  facile  de  citer  d'autres  exemples  analogues  à  celui- 
ci  et  d'apporter  ainsi  de  nouvelles  preuves  de  l'originalité  de  la 
production  scientifique  du  regretté  Cesàro.  C'est  dans  chacun 
de  ses  écrits  qu'on  pourrait  trouver  de  ces  exemples,  et  le 
nombre  de  ses  écrits  est  assez  considérable  pour  qu'un 
savant  mathématicien  ait  dit  en  parlant  de  Cesàro  que  c'est 
un  prodige  de  précoce  activité.  En  1886,  lorsqu'il  concourut  à 
renseignement,  le  nombre  de  ses  publications  surpassait  une 
centaine;  en  1892,  c'est-à-dire  quand  il  concourut  à  la  mé- 
daille de  la  Société  italienne  des  sciences  (dite  dei  XL),  ce 
nombre  avait  surpassé  deux  cents  et  depuis  1892  à  aujour- 
trhui  ce  nombre  est  plus  que  doublé.  Lui-même  ne  se  rappelait 
pas  toutes  ses  publications,  et  quand  dernièrement  il  concou- 
rut au  grand  prix  royal  de  l'Académie  c/ei  Lincei,  il  fut  obligé 
de  demander  aux  amis  et  aux  bibliothécaires  non  seulement 
des  exemplaires  de  ses  publications,  mais  aussi  des  litres. 
Si  après  nous  ajoutons  à  tout  cela  les  nombreuses  questions 
ou  solutions  de  problèmes  qu'il  envoyait  aux  Revues,  les  dis- 
cussions épistolaires  avec  de  nombreux  mathématiciens,  les 
éclaircissements  et  les  conseils  qu'il  donnait  à  tous  ceux 
qui  s'adressaient  à  lui,  on  pourra  bien  dire  que  son  activité 
se  ientifique  fut  plus  que  prodigieuse.  Chateaubriand  et  beau- 
coup d'autres  écrivains  avant  et  après  lui,  ont  toujours  célé- 
bré la  précocité  du  génie  mathématique  de  Pascal,  mais  sans 
en  donner  des  preuves  ;  qu'est-ce  qu'on  devrait  dire  de  celle 
de  M.  Cesàro,  qui  fut  autrement  éclatante. 


1  Ce  n'est  pas  moi  le  premier  ù  manifester  cette  opinion  :  elle  fut   déjà  exprimée,  je   crois. 
pir  M.  Mansion  oh  par  M.  Neuhkro. 
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Comme  je  l'ai  déjà  remarqué,  le  nom  de  M.  Cesàro  est  asso- 
<\é  à  une  théorie  presque  neuve  à  laquelle  il  a  consacré  avetî 
enthousiasme  toutes  les  ressources  de  son  grand  esprit  et 
qui  a  fait  le  sujet  non  seulement  de  plusieurs  de  ses  pre- 
mières recherches,  mais  aussi  de  ses  derniers  et  plus  impor- 
tants Mémoires  :  je  veux  parler  de  Vanalyse  intrinsèque  qu'il 
considérait  à  bon  droit  comme  sa  propre  création.  Une  figure 
géométrique  est  généralement  étudiée  soit  en  la  rapportant 
à  des  axes  fixes,  soit  eu  la  rapportant  à  des  axes  variables. 
Dans  cette  dernière  méthode  la  figure  considérée  dans  l'es- 
pace est  rapportée  à  un  trièdre  mobile  Oxyz  défini  par  la 
tangente  0.r,  la  normale  principale  Oy  et  la  bi-normale  Oz 
en  un  point  variable  O  de  la  courbe,  et  à  ces  axes  sont  rap- 
portés les  éléments  infinitésimaux  relatifs  à  ce  point  O.  Les 
relations  entre  ces  éléments,  c'est-à-dire  Z^^/;ro/?/7V^^^  intrin- 
sèques de  la  courbe,  s'obtiennent  bien  plus  facilement  par 
cette  méthode  que  par  celui  des  axes  fixes.  De  là,  la 
dénomination  d'analyse  intrinsèque  qu'on  a  donné  à  cette 
méthode. 

Dès  1867,  M.  Darboux  fait  usage  du  trièdre  mobile  comme 
système  d'axes  dans  son  cours  professé  au  Collège  de  France, 
puis  dans  son  ouvrage  classique  sur  la  théorie  des  sur- 
faces'.  Cette  même  méthode  est  utilisée  après  lui  par  un 
autre  géomètre  éminent,  M.  Ribaucour,  dans  son  Mémoire 
sur  La  théorie  générale  des  surfaces  courbes^  couronné*  eu 
1876  par  l'Académie  des  sciences  de  Paris,  et  postérieure- 
ment dans  son  Mémoire  sur  les  Elassoïdes  ou  surfaces  à 
courbure  moyenne  nulle,  couronné  en  1880  par  l'Académi*^ 
royale  de  Belgique.  M.  Cesàro  qui,  dès  les  premiers  mo- 
ments de  ses  études  mathématiques,  guidé  par  le  sens  très 
marqué  d'intuition  qui  lui  était  propre,  avait  soudainement 
prévu  les  nombreuses  ressources  que  cette  méthode  devait 
rendre  à  celui  qui  saurait  l'appliquer  à  toutes  les  branches 
des  sciences  mathématiques,  se  consacra  ardemment  à  cette 
étude,  en  coordonnant  entre  eux  les  résultats  déjà  connus 


*  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces.  %  vol..  in-8«,  Paris,  1887-1896. 

*  Ce  mémoire  ne  fut  public  qu'en  1891  clans  le  Journal   de   Mathématiques  pures   et    ap- 
pliquées. 

L'Enseignement  mathéra.,  9«  année  ;  1907.  2 
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et  en  les  développant  là  où  c'était  nécessaire.  Dans  ses 
Lezioni  di  geomelria  intrinseca  (in-8°  de  264  pages,  Naples, 
1896),  il  sut  établir  dans  un  seul  corps  de  doctrine,  à  une 
époque  où  celte  méthode  n'avait  encore  guère  reçu  de 
publicité,  non  seulement  tout  ce  qu'il  avait  pu  apprendre  des 
autres,  mais  aussi,  et  plus  particulièrement,  tout  ce  qui 
était  le  fruit  de  ses  recherches  personnelles,  en  joignant 
avec  la  plus  ingénieuse  habileté  la  théorie  aux  applications 
les  plus  variées.  Ces  applications  vont  des  courbes  usuelles 
à  celles  que  M.  WôlfRng  a  nommées  courbes  de  M.  Cesàro  S 
aux  courbes  triangulaires,  symétriques  et  harmoniques,  et 
aux  congruences  linéaires,  à  propos  desquelles  il  montre 
comment  sa  méthode  conduit  presque  intuitivement  aux  ré- 
sultats dus  par  Sturm  sur  les  configurations  des  normales  à 
une  surface  dans  le  voisinage  d'un  point  donné  et  aux  théo- 
rèmes bien  connus  de  Hamilton  et  de  Kummer.  L'édition 
allemande  de  ces  Lezioni  (traduites  elles  aussi  par  M.  le  pro- 
fesseur Kowalewsky  et  publiées  sous  le  titre  Vorlesungen 
liber  natïirliche  Géométrie,  in-8**  de  341  pages,  Leipzig,  1901), 
contient  plusieurs  nouveaux  paragraphes  dont  quelques-uns 
présentent  une  importance  toute  particulière.  Signalons 
celui  qui  a  été  ajouté  au  chap.  III,  où  sont  considérées  les 
courbes  dont  les  cercles  osculateurs  appartiennent  à  un 
même  complexe  linéaire  de  cercles,  et  celui  qui  a  été  ajouté 
au  chap.  XVI,  où  il  met  en  évidence  la  nature  différente  des 
espaces  suivant  que  le  nombre  n  de  leurs  dimensions  est 
pair  ou  impair  :  Le  lieu  d'un  point  ayant  la  première^ 
deuxième,  troisième,  etc,  courbures  constantes  est  sphérique 
ou  hélicoïdal,  suivant  que  n  est  un  nombre  pair  ou  impair. 
L'analyse  intrinsèque  forme  pour  tous  ceux  qui  étudient  la 
géométrie  différentielle  un  instrument  très  puissant  d'inves- 
tigation et  un  champ  très  vaste  de  recherches,  mais  dont 
plusieurs  mathématiciens  n'ont,  jusqu'à  ce  moment,  pas  voulu 
reconnaître  la  portée,  ou  n'ont  pas  su  apprécier  sa  valeur 


^  Ces  courbes  peuvent  se  définir  comme  il  suit  :  le  rayon  de  courbure  en  un  point  est 
proportionnel  au  segment  de  normale  qui  va  du  point  de  tangence  à  son  intersection  avec 
la  polaire  du  point  de  tangence  par  rapport  à  un  cercle  fixe.  Lorsque  ce  cercle  se  réduit 
à  un  point,  la  courbe  devient  une  spirale  sinueuse,  et  lorsque  le  cercle  se  réduit  à  une 
ligne  droite,  le  lieu  se  réduit  à  la  courbe  dite  courbe  de  Ribaucour. 
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exacte  dans  les  avantages  qu'il  présente  sur  les  méthodes 
classiques  de  MM.  Laguerre,  Halphen,  Klein,  Lie,  etc.  Mais 
M.  Cesàro,  instruit  de  la  haute  valeur  de  sa  méthode  et  per- 
suadé que  ses  travaux  ne  disparaîtront  pas  avec  lui,  ne  se 
découragea  jamais  en  constatant  l'indifférence  avec  laquelle 
on  accueillait  ses  efforts  pour  mettre  en  pleine  lumière  toute 
rimportance  de  l'analyse  intrinsèque;  au  contraire,  en  tra- 
vailleur infatigable,  il  en  continua  les  applications  dans 
toutes  les  branches  de  la  géométrie. 

Peu  après  la  publication  de  l'édition  allemande  de  la 
Naturliche  Géométrie^  M.  le  professeur  Scheffers  démon- 
trait* que  les  hélices  coniques-cylindriques  obtenues  par 
M.  Cesàro,  et  dont  il  est  question  à  la  page  184  de  cet 
ouvrage,  ne  sont  pas  les  courbes  les  plus  générales. 
M.  Scheflers  introduit  d'autres  courbes,  des  hélices  cylindri- 
ques, qui  coupent  sous  un  angle  constant  les  génératrices 
d'un  cône;  elles  se  trouvent  sur  une  quadrique  de  révolu- 
lion  qui  a  un  foyer  au  sommet  du  cône  et  elles  coupent 
sous  un  angle  constant  les  génératrices  du  cône  qui  les  pro- 
jette de  l'autre  foyer.  M.  Cesàro  reprend  les  résultats  obte- 
nus par  M.  Scheffers  en  substituant'  à  la  quadrique  une 
surface  de  révolution  engendrée  par  la  rotation  de  l'ovale  de 
Descartes  autour  de  l'axe  de  symétrie,  et  il  démontre  que  les 
hélices  trouvées  par  M.  Scheffers  appartiennent  à  deux 
types  d'hélices  qu'on  peut  nommer  elliptique  et  hyperboli- 
que et  qui  rentrent  dans  la  classe  des  hélices  déjà  signalées 
par  les  professeurs  Pirondini  *  et  Strazzeri  *.  Cette  analyse 
intrinsèque  des  hélices  poloconiques  est  appliquée  avanta- 
geusement par  M.  Cesàro^  à  l'étude  d'une  courbe  quelcon- 
que placée  sur  un  cylindre  de  révolution,  en  fournissant  une 
méthode  applicable  à  une  surface  de  révolution  quelconque, 


*  Oeber  Loxodromen.  Leipziger  Beriehte,  vol.  54,  page  369. 

'  Analisi  intrinseca  délia  eliche  poloconiche.  Rendiconti  délia  Rea.  Ace.  di  NapoU,  sér.  3«, 
vol.  IX,  1903,  pageg  73-89. 

*  Sur  Us  trajectoires  isogonales  des  génératrices  d'une  surface  développable.  Crkllr.  1897. 
^  Le  eliche   cilindriche.    In-8*,    de   34  pages,    Sassari,   1901.    Generalizzazione  di  alcune 

propriétà  delV  elica  eilindro-conica  ordinaria.  Le  Matematiche  pure  cd   applicate,  vol.  I, 
1902,  pages  344-254. 

»  Per  tanaUsi  intrinseca  délia  superficie  rotonde.  Rendicoati  délia  Rea.  Ace.  di  Napoli, 
série  3*,  vol.  IX.  1903,  pages  135-145. 


Digitized  by 


Google 


20  C.    AL  AS  l  A   . 

procédé  qui,  avec  des  modifications  très  légères,  peut  facile- 
ment être  généralisé. 

Voici  maintenant  une  autre  question  qui  a  attiré  l'attention 
de  M.  Cesàro  et  lui  a  fourni  une  application  '  de  son 
analyse  intrinsèque  :  c'est  la  courbe  singulière  donnée  par 
M.  Helge  von  Koch*  comme  exemple  d'une  courbe  continue 
qui  n'a  pas  de  tangente.  M.  Cesàro  donne  une  nouvelle  con- 
struction et  il  ajoute  aux  propriétés  énoncées  par  le  géomètre 
suédois  une  nouvelle  série  de  propriétés  caractéristiques.  Il 
démontre,  par  exemple,  que  cette  courbe  est  semblable  à 
elle-même  dans  toutes  ses  parties;  que  sa  longueur  entre 
deux  points  quelconques  est  infinie;  que  ses  points  peuvent 
se  représenter  arithmétiquement  d'une  manière  naturelle 
dans  le  système  de  numération  binaire,  ce  qui  permet  d'éta- 
blir une  correspondance  univoque  entre  ces  points  et  les 
valeurs  d'une  variable  réelle  dans  l'intervalle  (0,1)  et  d'en  dé- 
terminer, à  l'aide  des  séries  convergentes,  les  coordonnées 
en  fonction  des  nombres  par  lesquels  ces  variables  s'expri- 
ment dans  le  système  binaire.  11  signale  aussi  l'existence 
d'autres  courbes  analogues  à  celle  de  M.  von  Koch'*  et  il  les 
compare  aux  courbes  continues  qui  passent  par  tous  les 
points  d'une  surface  donnée,  dues  à  MM.  Peano  et  Hilbert. 

L'étude  des  propriétés  des  surfaces  dans  leurs  déformations 
infinitésimales  est  encore  un  sujet  auquel  il  applique  son 
analyse  et  il  parvient  à  établir  des  formules*  qui  admettent 
comme  cas  particulier  celles  de  M.  Codazzi  ;  il  démontre 
aussi  par  un  procédé  direct  le  théorème  bien  connu  de 
Weingarten  sur  la  déformation  des  surfaces  isothermiques.  Il 
reprend  encore  l'étude   intrinsèque   des    espaces   courbes^ 


*  Hemarques  sur  la  courbe  de  von  Koch.  Atti  délia  Rea.  Ace.  di  Napoli,  sér.  2«,  vol.  XII. 
t»05.  —  Fonctions  continues  sans  dérivée.   Arch.  d.  Mathem.  und  Phys.,  190.5,  pages  57-63. 

*  Archiv  for  Matematik,  Astronomi  oeh  Fysîk.  Stockholm,  1904,  pages  681-702.  —  Un 
segment  rectiligne  étant  divisé  en  trois  parties,  sa  partie  moyenne  se  substitue  aux  deux 
côtés  du  triangle  équilatéro  construit  sur  lui;  cette  construction  étant  répétée  indéfini- 
ment sur  tous  les  côtés  des  polygones  qu'on  obtient,  on  a  la  courbe  continue  men- 
tionnée. 

*  Parmi  ces  courbes  est  comprise  colle  sigpnalëe  par  M.  T.  Takagi  dans  ces  derniers 
jours:  Comptes  rendus  de  la  Soc.  physico-mathém.  de  Tokio,  vol.  1,  page  176. 

*  Formole  per  l'analisi  intrinseca  délie  superficie  ecc.  Rendiconti  délia  Rea.  Ace.  di 
Napoli,  sér.  3»,  vol.  VII,  1901,  pages  294-308. 

*  Nuova  teoria  intrinseca  degii  spazi  curvi.  Atti  dell'  Ace.  dei  Lincei,  sér.  5»,  vol.  V. 
1904-1905,  pages  3-24. 
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suivant  une  idée  qu'il  avait  déjà  énoncée  dans  un  précédent 
mémoire  S  c'est-à-dire  d'envisager  Tespace  courbe  à  v  dimen- 
sions placé  dans  l'espace  linéaire  à  n  dimensions,  comme 
s'il  était  composé  do  courbes  gauches  définies  par  leurs 
équations  intrinsèques,  et  il  en  déduit  des  cas  particuliers 
très  intéressants  de  théorèmes  connus  dans  l'espace  défini 
par  V  =2,  /i  =  4. 

Dans  la  dernière  période  de  sa  vie,  il  s'était  efforcé  d'ob- 
tenir encore  de  nouveaux  résultais,  afin  de  convaincre  les 
plus  indifférents  sur  la  portée  de  l'analyse  intrinsèque  dans 
les  questions  les  plus  abstraites,  et  ainsi  il  était  arrivé  à 
montrer  non  seulement  combien  cette  analyse  peut  réussir 
utilement  lorsqu'on  l'applique  aux  espaces  non-euclidiens, 
mais  aussi  comment  elle  permet  de  réédifier  .sur  de  nouvel- 
les bases  toute  la  géométrie  non-euclidienne.  La  géométrie 
intrinsèque  du  plan  étant  rendue  indépendante  de  l'axiome 
euclidien  des  parallèles'  au  moyen  d'une  définition  particu- 
lière du  carré  de  l'élément  linéaire,  il  peut  passer  directe- 
ment à  l'extension  des  résultats  qu'il  obtient  par  cette  mé- 
thode à  L'espace  à  courbure  constante  à  un  nombre  de  dimen- 
sions quelconque  •;  il  poursuivit  son  analyse  jusqu'à  mon- 
trer comment,  à  l'aide  de  l'analyse  intrinsèque,  la  géométrie 
non-euclidienne  peut  se  bâtir  sur  des  fondements  nou- 
veaux*. 

Les  résultats  qu'il  obtint. confirment  complètement  la  con- 
fiance absolue  qu'il  plaçait  dans  la  méthode  intrinsèque  et 
ils  forment  un  digne  couronnement  de  ses  efforts  de  près 
d'un  quart  de  siècle  en  vue  de  perfectionner  une  théorie  qu'il 
avait  trouvée  à  un  état  presque  embryonnaire. 

Les  recherches  mentionnées  ci-dessus  interviennent  dans 
un  problème  d'un  grand  intérêt  qui  a  formé  l'objet  de  deux 
des  Mémoires  les  plus  remarquables  du  regretté  M.  Cesàro. 


'  SuUa   rappresentazione   intrinseca    délie   superficie.    Atti    Rea.  Ace.  di  NapoK,  sér.  2«, 
vol.  XII. 

*  Sui  fondamenti  delta  geonutria  intrinseca   non    eucUdea.    Rendiconti  Ace.   dei  Linrei. 
»ér.  d«,  vol.  XIII,  1904,  pages  438-445. 

*  Geometria  intrinseca  negli  spazi  a  curvatnra  costante.  Ibid.,  pages  658-667. 

*  Fondamento  intrinseca  délia  pan  geometria.    Atti   Ace.   dei  Lincei,  sér.  5«,  vol.  V,  1904- 
19ik5,  pages  155-183. 
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Uellrami  avait  élabli  \  en  1866  et  comme  extension  d'un 
autre  théorème  énoncé  par  lui-même,  que  la  condition  né- 
cessaire et  suflisante  pour  que  les  points  d'une  surface  puis- 
sent se  reporter  sur  une  surface  à  courbure  constante  de 
manière  que  les  géodésiques  de  la  première  soient  repré- 
sentées par  celles  de  la  deuxième  est  que  la  première  surface 
soit  aussi  à  courbure  constante.  M.  Cesàro  a  repris  ce  théo- 
rème et  il  a  montré  *  que  le  chemin  suivi  par  M.  Beltrami  et 
plusieurs  autres  après  lui,  e^t  qui  consiste  à  chercher  avant 
tout  la  forme  de  l'élément  linéaire  et  en  déduire  après  que 
la  forme  obtenue  convient  seulement  aux  surfaces  à  cour- 
bure K  =  constante,  n'est  ni  la  plus  générale  ni  la  plus 
courte  ;  il  est  préférable  de  commencer  par  démontrer  que  la 
condition  A'=  constante  est  nécessaire  pour  la  dite  repré- 
sentation et  en  déduire  après,  au  moyen  de  la  détermination 
effective  de  l'élément  linéaire,  que  cette  condition  est  sufli- 
sante. Par  un  procédé  très  rapide,  qui  s'approche  de  celui 
(|ui  a  été  suivi  par  M.  Bianchi  •  pour  arriver  à  la  condition 
K  =  constante  seulement,  il  arrive  à  établir  les  résultats 
obtenus  par  Beltrami,  en  déduisant  en  outre  de  nombreux 
cas  particuliers,  parmi  lesquels  celui  de  la  développée  de  la 
caténoïde  dont  la  propriété  est  de  pouvoir  être  rapportée 
point  par  point  sur  un  plan,  de  manière  que  les  images  de  ses 
géodésiques  soient  toutes  les  chaînettes  qui  ont  une  droite 
comme  directrice.  11  fit  voir  ensuite*  que  quelques  notions 
de  la  théorie  intrinsèque  suffisent  à  établir  des  résultats  nou- 
veaux. 

Pour  montrer  en  outre  comment  cette  méthode  évite  toutes 
les  difficultés  qu'on  rencontre  lorsqu'on  fait  usage  des  pro- 
<*édés  ordinaires  de  la  géométrie  différentielle,  il  se  sert  de 
quelques-unes  des  formules  fondamentales  obtenues  par  lui 
pour  en  déduire,  par  un  procédé  à  peu  près  intuitif,  les  pro- 
priétés des  loxodromies  sur  la  pseudosphère,  la  démonstra- 


*  AnnaU   di    Matematica,    svvie    \",    vol.    VII,   pages  1 85-20 i  ;  ou  bien  Œuvres  complètes, 
vol.   I,   page  280. 

*  Suite  immagini  délie  geodetiche  nella  rappresentazione  piana  drlle  superficie.  Hcndiconti 
)toa.    Ace.  do  Naples. 

«  Lezioni  di  geometria  di/ferenziale,  page  412. 

*  Fer    l'aiialisi   intrinscca   délie   figwc    traeciate   soprii    una  superficie.    Deiidiconti   Rea, 
Ace.  de  Nuplos,  190Ô. 
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tion  du  théorème  de  Clairant  pour  les  lignes  à  courbure 
constante  sur  la  pseudosphère,  qui  ont  la  propriété  de  cou- 
per orthogonalement  un  nombre  infini  de  loxodromies  qui 
convergent  en  un  même  point  réel  ou  imaginaire,  et  bien 
d'autres  problèmes  intéressants  qu'il  serait  trop  long  d'énu- 
mérer  ici.  Il  avait  laissé  entrevoir  encore  beaucoup  d'autres 
applications  remarquables  dans  ce  domaine. 

La  production  scientifique  du  savant  Prof.  E.  Cesàro  se 
Irouve  dispersée  dans  un  grand  nombre  de  Revues  et  de 
Recueils  d'Académies  *  italiennes  et  étrangères  :  lorsqu'elle 
se  trouvera  réunie,  dans  un  ensemble  complet,  elle  formera 
le  plus  beau  monument  qu'on  puisse  élever  à  son  génie  et 
elle  paraîtra  certainement  plus  majestueuse  encore  que  ce 
qu'on  peut  entrevoir  aujourd'hui.  C'est  à  ses  collègues  et  à 
ses  élèves  qu'incombe  niaintenant  la  tâche  de  réunir  et 
de  publier  ses  écrits. 

Je  ne  saurais  mieux  terminer  cette  notice,  malheureuse- 
ment incomplète,  qu'en  appliquant  ici  à  Cesàro  les  termes 
prononcés  par  M.  Levy  dans  son  éloge  de  M.  J.  Rertrand  : 
«  Il  fut  un  semeur  d'idées;  ses  ouvrages  classiques,  avec 
leurs  nombreux  exercices,  ont  déterminé  bien  des  voca- 
tions   S'il  jetait  la  vérité  en  prodigue  par  la  plume  et  par 

la  parole,  il  savait  aussi  l'aimer  et  l'apprécier  chez  les  autres. 
C'est  pour  cela  qu'il  eut  beaucoup  d'amis.  Il  savait  inculquer 
Tamour  aux  jeunes  gens  :  c'est  pour  cela  qu'il  fut  un  vrai 
maître  ». 

C  Alasia  fOzieri,  Sardaigne). 


'  Voici,  par  ordre  de  date,  les  noininatioiiB  concernant  le  pi^ofesseur  Ces.iro  : 

1885,  mai  19,  membre  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Liège; 

1892,  février  .16,  membre  de  ÏAcceuiemia  Pontoniana,  de  Naples  ; 

1892,  décembre  3,  membre  du  la  Società  lieale  délie  Scienze,  de  Naplc»  ; 

1892,  décembre  29,.  membre  de  VAccademia  Real  das  Sciencias,  do  Lisbonm*  ; 

1895,  aoAt  13,  membre  de  la  lieale  Accadcmia  dei  IJncei,  de  Rome  ; 

1898,  avril  17,  membre  de  la  Reale  Accademia  délia  Scienze,  de  Turin  ; 

1900,  décembre  17,  membre  de  V Académie  royale  de  Belgique; 

1902,  avril  It.  membre  de  la  Società  Italiana  délie  Scienze,  dite  dei  XL. 
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QUADRATIQUES 


Avant-propos.  —  Par  suite  de  la  création  de  nombreux 
journaux  scientifiques  dans  le  courant  du  XIX"  siècle,  de 
(Iodes  et  ingénieux  pionniers  se  sont  attachés  de  plus  en  plus 
et  dans  un  grand  nombre  de  directions,  à  poursuivre  surtout 
le  dêfriehemenl  de  Timmense  champ  mathématique,  dont  la 
produclion  a  pris  ainsi  une  intensité  inquiétante  pour  l'avenir 
<le  la  science  :  il  est  certain  que  dans  cent  ans,  bien  des 
étendues  cultivées  aujourd'hui,  seront  délaissées,  à  cause  de 
leur  isolement  ou  de  leur  aridité.  Mais  on  peut  affirmer  que 
les  deux  parties  qui  en  forment  Tentrée,  ou,  si  Ton  veut, 
Tinilialion  — la  géométrie  et  l'arithmétique — seront  toujours 
Tobjel  d'une  culture  de  plus  en  plus  suivie  et  iront  se  géné- 
ralisant de  plus  en  plus,  jusqu'à  l'absorption  de  la  plus 
grande  partie  du  reste. 

De  la  première  de  ces  deux  sciences,  on  possède  des  trai- 
tés élémentaires,  aujourd'hui,  bien  près  de  toute  la  perfec- 
tion désirable.  Quant  à  la  seconde,  en  dépit  de  nombreux 
écrits  qui  en  traitent,  elle  est  loin  d'être  aussi  connue  que  le 
mériteraient  son  extrême  importance,  l'élégance  de  ses  pro- 
positions, l'attrait  que  lui  ont  reconnu  tous  ceux  qui  s'y  sont 
livrés,  enfin  la  beauté  des  problèmes  non  encore  résolus  et 
d'une  loule  d'autres  qu'il  serait  facile  de  se  poser  et  peut-être 
de  résoudre,  si  les  efforts  d'un  plus  grand  nombre  d'intelli- 
gences étaient  dirigés  dans  cette  voie.  La  faute  n'en  serait- 
elle  pas  aux  traités,  même  élémentaires,  où  elle  est  exposée, 
lesquels  visent  trop  haut  et  abordent  dès  le  début  des  ques- 
tions trop  générales?  Et  ne  conviendrait-il  pas,  si  on  veut 
arriver  à  la  vulgariser,  d'en  illustrer  au  moins  les  théories 
initiales  par  des  applications  et  des  exercices  choisis,  qui 
soutiendraient  l'intérêt  du  lecteur  sans  le  rebuter  et  lui  mon- 
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Ireraieiil  rapidement  et  mieux  que  toute  explication,   l'esprit 
de  la  théorie  des  nombres,  son  but  et  sa  méthode  ? 

Cela  nous  a  fait  penser  qu'une  série  d'études  sur  les  élé- 
ments de  l'arithmétique  pourrait  servir  la  cause  que  nous 
défendons,  savoir  la  vulgarisation  de  cette  belle  théorie,  en 
contribuant  à  la  production  d'un  traité  véritablement  élémen- 
taire. Nous  donnons  ici  la  première  de  ces  études. 

1.  —  On  appelle  résidus  quadratiques  du  nombre  premier/?, . 
les  restes  de  la  division  par  /?,  des  carrés  entiers  non  mul- 
tiples de/;.  Ainsi  les  nombres  1,  3,  4,  9, 10,  12  sont  les  résidus 
de  13,  et  2,  5,  6,  7,  8,  il  en  sont  les  non-résidus. 

Dans  la  première  partie  de  ce  mémoire,  il  ne  sera  question 
que  de  résidus  quadratiques;  nous  pouvons  donc  nous  bor- 
ner, pour  abréger,  à  dire  simplement  résidus. 

Posons  /?  =  2  /w  +  1 5  il  y  a  m  résidus  de  p  et  on  les  dé  1er* 
mineendiifisantparp  les  m  premiers  carrés  entiers  (Eu  1er).  En 
effet  si  pour  0  <[  «  <  é  <  //^  on  avait  les  deux  congruences  ' 
a*=r^  6*  =  /•,  il  s'ensuivrait  {a  +  b)  {a — b)  =  0,  ce  qui  est  im- 
possible, puisque  a  -\-  b  et  a  —  b  sont  inférieurs  à  />  et  par 
suite  premiers  avec  lui. 

Divisant  par  p  les  carrés  supérieurs  à  m^  puis  ceux  supé- 
rieurs à  /;*,  on  retrouve  symétriquement  puis  périodique- 
ment les  mêmes  restes,  quisqu'on  a  (/;  —  a)^  =.  a^  et  (/r/;+  aY 
=  a^.  Il  n'y  a  donc  que  m  résidus. 

On  désignera  les  résidus  par  les  lettres  /•,  /•',  /•",  ...  et  les 
non-résidus  par  celles-ci,  p,  p\  p'\  ... 

2.  —  Les  produits  d'un  résidu  quelconque  par  les  m  résidus 
sont  congrus  à  ces  mêmes  résidus^  dans  un  certain  ordre 

Euler).  On  voit  d'abord  que  le  produit  de  deux  résidus  est 
congru  à  un  résidu,  car  de  r  =  rt^,  /•'  =  6^  on  conclut 
/•/•'  =  («*)*.  D'ailleurs  les  deux  relations  /'/"  =  r,  /•'/"'  =  r 
entraîneraient  la  suivante  /•'/•''  =  /•'/'",  d'où,  contrairement 
à  l'hypothèse  r"  =  /•'".  On  obtient  donc  ainsi  tous  les  m  ré- 
sidus. 


'  I^  congruenee  a  ^  b,  qui  Aononce  a  congru  à  6,  indique  que  a  dinV>ro  do  h  d'un  mul- 
tiple de  Pi  ou  quo  p  divise  la  dilTércoce  a-b. 
Ainsi  {p  -f-  a)"  =  a",  ce  qui  rôsuUé  de  ce  que  {p  -f-  «)**  —  a"  est  divisibl<'  par  [p  -f  a)  —  a- 
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Cor,  I.  Ainsi  les  m  produits  /•/',  n'\  n'\  ...  sont  congrus 
aux  m  résidus,  et  on  peut  écrire 


d'où 

(I)  /•'"  =  !. 

Cor,  11.  Le  produit  d'un  résidu  par  les  m  non-résidus  sont 
congrus  à  tous  les  non-résidus,  et  ceux  d'un  non-résidu  par 
les  m  non-résidus  sont  congrus  aux  m  résidus  (Gauss).  Le 
produit /'p  est  incongru  aux  m  produits//',  /'/•',  ...  :  il  est  donc 
congru  à  un  non-résidu.  De  même  le  nombre  pp  ne  peut 
être  congru  à  aucun  des  produits  ^r,  pr\  pr" ,  ...  tous  con- 
grus à  des  noH-résidus. 

D'ailleurs  les  produits  rp^  rp\  rp\  ...  sont  incongrus  entre 
eux,  de  même  que  les  produits  pp^  pp\  pp" ,  ...  Les  premiers 
sont  donc  congrus  aux  ni  non-résidus  et  les  seconds  aux  m 
résidus. 

3.  —  De  pp  =  /•,  on  tire  p"' p'"^  =  /•'"  =  1  :  on  a  donc 
û'"  =  l  ou  =  —  1. 

Cor,  1,  On  a  donc  toujours  «'"  =  ±  1,  d'où,  en  quarrant, 
cette  congruence,  qui  constitue  le  Théorème  de  Fermât, 

12)  fl/'-i  =  1  . 

Cor.  IL  Puisqu'on  ne  peut  avoir  p  =.r*,  on  ne  saurait  avoir 
non  plus  p'"  =  r^-^  =  1  :  on  a  donc 

(3)  p'«  =  -  1  . 

Ainsi  le  nombre  a  est  résidu  ou  non-résidu  selon  que  a"" 
est  ^  \  ou  =i  —  1.  Cette  importante  proposition  s'appelle  le 
critérium  d'Euler. 

Cor,  IIL  Puisque  1  est  toujours  résidu,  on  peut  toujours 
trouver  deux  nombres  x  et  l  tels  qu'on  ait  rx  =  1  et  jo$  =  1, 
et  cela  d'une  seule  manière. 

Le  nombre  x  (ou  J)  est  dit  l'associé  de  /•  (ou  de  p).  Ainsi 
tout  nombre  a  inférieur  à  p,  a  son  associé,  c'est-à-dire  un 
nombre  y  tel  que  ay  =  1. 
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Posons  ab  =i  c\  en  multipliant  par  la  congpuence  1  =  ay, 
on  aura  cy  =:  b\  on  peut  donc  trouver  un  nombre  y  inférieur 
h  p  et  tel  que  cy  =  b. 

Ces  deux  importants  théorèmes  sont  dus  à  Euler.  Parmi 
les  nombreuses  applications  qui  peuvent  en  être  faites,  nous 
indiquerons  la  suivante,  qui  nous  sera  utile  plus  loin. 

Si  la  valeur  a  de  x,  inférieure  à  p,  satisfait  à  la  congru- 
ence  Ax^  +  Bar  +  C  =  0,  il  y  a  une  autre  valeur  de  x,  éga- 
lement plus  petite  que  p,  qui  y  sati^faity  et  il  n'y  en  a 
pas  d'autre.  Les  deux  oongruences  A.r*  +  B.r  +  G  =  0, 
A«^  +  Bû  -|-  C  =  0  donnent  par  soustraction 

A  (0-='  —  fl«)  +  B  (x  —  aj  =  0  , 

d'oii,  comme  x  —  a  est  un  nombre  premier  avec  /?, 

A  {^  +  fl)  +  B  =  0  . 

Or  on  a  vu  plus  haut  que  cette  congruence  est  toujours 
possible. 

On  appelle  racine  de  la  congruence  du  n^  degré  A.r"  + 
B.r*-i-  ...  +  L-^  +  M  =  0,  tout  nombre  plus  petit  que />  et 
qui,  mis  à  la  place  de  x^  satisfait  à  cette  congruence.  On 
peut  donc  dire  que  la  congruence  du  premier  degré  Ax  +  B  =  0 
a  toujours  une  solution  unique  et  que  celle  du  second  degré  a 
deux  racines  ou  n'en  a  pas. 

On  étendrait  aisément  ce  théorème  au  cas  général  et  on 
arriverait  ainsi  à  une  proposition  importante,  due  à  Euler  et 
à  Lagrange. 

Cor.  IV.  Le  produit  de  plusieurs  entiers  plus  petits  que  p 
e.st  congru  à  un  résidu  ou  à  un  non-résidu  selon  que  le  nom- 
bre des  non-résidus  qu'ils  comprennent  est  pair  ou  impair. 
(Euler). 

Cor.  V.  Si  Le  produit  ab  est  résidu^  a  e/  b  sont  tous  deux 
résidus  ou  tous  deux  non-résidus. 

Cor.  VL  Posons  /'"  =  1 ,  ^o'"  =  —  1  :  on  aura  {p —  77"*=  =t:  1 
et  [p  —  p)'"  =  ip  1  selon  que  m  est  pair  ou  impair.  Donc  si 
/?  =  4  +  1*.  i^s  nombres  a  et  p-a  sont  ensemble  résidus  ou 


*  Par  ce  symbole,  ^  +  i,  nous  entendons  un  multipU  do  4  augmenté  de  1. 
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non-résidus.  Si  p  =  4  —  1,  les  deu,r  nombres  a  et  p-a  sont 
Van  résidu  et  l'autre  non-résidu. 

4.  —  La  question  de  décider  si  un  nombre  donné  a  est  ré- 
sidu ou  non-résidu  de/?  peut  se  traiter,  indépendamment  de 
toute  théorie,  dans  certains  cas  très  simples.  Ainsi:  1®  on  a 
(a^)'"  =:  oL^—^  =  1  ;  donc  tout  carré  est  congru  à  un  résidu,  ce 
qui  suit  de  la  définition  des  résidus. 

2"  On  a  [p  —  !)'"  =  ( —  1)'".  Ainsi  selon  que/?  =  4  =h  1,  ona  : 

3"  Soit  r?  =  2.  Si  /?  =  4  +  1,  m  est  pair  et  le  produit  des 
m  premiers  multiples  de  2  peut  s'écrire 

2"'m!  =  [2.4  .6...  m]  ^p  -^^)  {p  -^^)  ••.  </>-3|  (;,-!)] 

m 

=  2.4.6...m(-P-^=')(_^')...(_3.(-l|  =  m!(-l.» 
Si  />  =1  4  —  1,  m  est  impair  et  on  a  . 

2-»,.  =  [î.i,6...e:f»][(,-t^)(,-q:i)...,f-3H,-.i] 

P_±} 

=  m!(— 1)    *     . 
Par  conséquent 

(5)  2'"  =  (— 1)     *    .  (pour/>==4±:l). 

Or^  ^  diffère  d'un  nombre  pair  de  ^  T"  ,  dans  le  pre- 
mier cas,  et  de  ^-4—  ,  dans  le  second  cas,  puisque  les  deux 
différences  sont  ^  'T      ^  "7      et  ^  T      ^  1"      .  La  formule  (5) 

4  2  4  2  ^ 

|)eut  donc  s'écrire,  quel  que  soit  le  cas, 

l6)  2'"=(— 1)     * 

2  est  donc  résidu  ou  non  selon  que  le  nombre  ^-—^ —  est 
pair  ou  impair. 
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4®  Soit  a  =  3  ;  p  peut  prendre  seulement  Tune  des  formes 
6  +  1  ou  6  —  1.  Dans  le  premier  cas,  on  a 

[(/>  -f  2)  (p  +  5)  ...  [p  +  ^^)] 
m 

d'où 

(7)  3'"  =  (-l)     •     .  (/;  =  6-hl) 

De  même  dans  le  second  cas, 

a"'/!!!  =  [3.6  ...  (/«  —  2)]  [(p  —  m)  (/>  +  3  —  /»)  ..    (p  —  2)] 
[(/>  +  1)  (/ï  +  4)  ..(/,  +  m  -  1)] 

=  m\  (—1)    *      , 
d'oii 

(8)  3'"  =  (-  1)    ^      .  (;?  =  6  -  Il 
5**  Soit  a^=  p  —  2  :  on  a  visiblement  : 

(^  — 2)'"  =(— 2r  =  2'«  (— 1)'"  =(— 1)     *  ^    =  (—  1)  *  ; 

OU  bien 

(9)  (;>-2r  =  (-i)      * 

De  la  même  manière,  on  trouvera  : 

p—  \  p  —  \  2p  —  2 

(10)  (y,-3r=(-l)     '     (-1)    '     =(-  1)     ^     .        (;,  =  6+l). 

2p-l 

(111     (/>-3r.=Hi)  '  .  (/>  =  6-i). 

C^or.  /.  On  a  (/?  —  1)'"  =  1,  si  />  =  4  ~h  1.  Donc  dans  ce  cas 
on  peut  trouver  un  nombre  fiel  que  /"*=/?  —  1,  ou  /^  +  1 
=  0.  De  là  successivement, 

{f±  1)»  =  ±  2/-.  (/•±  1)*  =  -  4  ,  (/•±  1)*"  =  (-  4)"  . 
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Ainsi  un  nomhrf:  premier  p  =  4  -^  1  divise  au  moins  deux 
nombres  asfii^nabUs  de  chacune  des  formes  i*  -»-  L  y*  +  4. 
z*  —  l(î.  w**  +  ^'A,  ...  Par  exemple,  soit  />  =  13.  on  aura 
/'=.^:  rlonc  13  divise  6**  -f-  04  et  4**  -^  «>4.  La  possibilité 
d'éi'rire  y*  -r  4  =  0  pour />  =  4  -i-  1,  a  été  signalée  d'abord 
fjrdf  Sophie  Germain. 

De  plu»  on  a  :  '/r  m  y  *  +  '/y  m  j  *  ^  0  ;  donc  /#  =z  4  +  1 
divisf  une  infinité  de  sommes  de  deux  carrés  premiers  entre 
eux  'Fermai . 

6'or.  //.  D'après  6 .  2  est  résidu  de  />  =  8  dz  1  et  non- 
résulu  de /?  =r  8  di  3.  D'après  9  ,  />  —  2  est  résidu  si /i  =  8  +  1 
ou  8  +  3  et  non-résidu  si  />  =  8  —  1  ou  8  +  5. 

/w  est  pair  ou  impair  en  même  temps  que  ^"7     ,  et.  dans 

les  mAme»  cas,  ^  =  12  +  1  ou  12  +  7.  Donc,  d'après  :7  , 

pour  />  =  12  4-  1 .    ±  3.'"  =  1  :  3  et  —  3  sont'  résidus  : 

ip4,ur  />  =  12  +  7 .  i±  3.'"  =  ±  3"  =  ±  I—  Il  =  :;:  I  :  3  esl  oon- 
ré<»i(iu  et  —  3  résidu. 

On  verra  de  même  que,  à  cause  de  ^8  ,  3*"  =  ±  1  selon  que 
p  =z  i2  —  1  ou  12  +  5.  Par  suite,  dans  les  deux  cas,  on  a 

{—:ir  =  —  1. 

Ainsi,  selon  que  /?  =  6dbl,  ila  —  3  pour  résidu  ou  non- 
résidu,  c'esl-à-dire  qu'il  divise  ou  ne  divise  pas  j^  +  3(V 

Cor.  III.  Soit  /*  +  tf  =  0.  Si  x  est  le  reste  de  la  division 
Ae  fy  p2ir  p,  il  viendra  x^  +  ay*  =  0.  Donc  si  p  divise  un 
nombre  f*  -j-  a  il  en  divise  aussi  une  infinité  de  la  forme 
X*  +  ay*.  On  résoudra  ainsi  la  congruence  .r*  +  ay^  ^  0  en 
poftant  y  =  1,2,3,  ...  et  x  =  fy. 

D'ailleurs  pour  a  =  1,2,3,  ...  on  voit  que  p  =  4  +  1  divise 
une  infinité  de  sommes  de  deux  carrés  ;  p  =  8  =h  1  une  infinité 
de  nombres  de  la  forme  x*  —  2y*  ;  p  =  6  +  1  une  infinité  de 
nombres  de  la  forme  x^  +  3y*  ;  etc.  (Fermai). 

Cor.  IV.  Si  /?  =  4  —  1,  (/^  —  1)'"  =  —  i  ;  donc  on  ne  sau- 
rait dans  ce  cas  poser/'*  =  /?  —  1  ou/*+  1=0,  ni.r*+  y*  =  0, 


*  Pour  abri'ger  on  «^crit  souvent  —  a,  au  lieu  de  />  —  a. 

'  On  veut  (lire  pvr  là  que  p  divise  un  certain  carré  augmenté  de  3,  ou    bien  qu'il  n'y  a 
«urun  cnrré  qui  augmenté  de  3,  fasse  un  nombre  divisible  par  p. 
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X  et  y  étant  premiers  entre  eux.  Par  conséquent,  p  =  i  —  1 
ne  divise  aucune  somme  de  deux  carrés  premiers  entre  eux, 
ce  qui  permet  d'aflirmer  que  les  diviseurs  premiers  d'une 
telle  somme  sont  tous  de  la  forme  4  +  l(').  (Fermât). 

De  même  aucun  nombre  premier  6  —  1  ne  divisant  x^  +  3, 
ni  par  suite  x*  +  3y^,  il  s'ensuit  que  tous  les  diviseurs  pre- 
miers de  X*  +  3y*  sont  de  la  forme  6  +  1. 

Cor,  V.  Tout  nombre  premier  p  =  4  —  1  divise  une  somme 
de  trois  carrés  dont  l'un  est  l'unité  (Euler).  La  série  1,2,3,... 
p  —  1  commençant  par  un  résidu  et  finissant  par  un  non- 
résidu,  il  y  a  au  moins  un  résidu  r  suivi  d'un  non-résidu 
p  z=  r  -\-  1.  Par  suite,  p  —  /•  —  1  est  un  résidu  et  on  peut 
écrire  : 

x«  =  r.j'=  —  r— 1  ,     d'où     jr«  H-  r*  -f  1  =  0  . 

Cor,  VL  Soit  àrésoudrey^^  +  ky^  =  0.  Cherchons  le  nom- 
bre c  tel  que  yc  =  A  :  il  viendra  .r*  +  cy^  =  0.  Posant  x  =  ys, 
le  problème  est  ramené  à  résoudre  ::*  +  c  =  0  ;  il  est  pos- 
sible par  conséquent  si  —  c  est  résidu. 

Cor,  VIL  Soity?  =  8  +  1  ;  —  1  est  résidu,  de  même  que  2 
et  —  2  :  on  peut  donc  écrire  : 

/•'-h  1=0,         d'où         (/•±  1|*  =  ±2/". 

Ainsi  2/* et  —  2/* sont  résidus;  et  comme  2  et  —  2  le  sont 
eux-mêmes,  le  nombre  /Test  également.  On  peut  donc  po- 
ser : 

k^  =  f,     d'où     X*  =  —  J   ,  ^«  =  2  .  A»  =  —  2  ,  ^  =  '*  ,  y*  =  —  '»  , 

en  posant 

^  =  X»  -  k(^)  .    h  =  k»  ^  k  ,    j  =  f±i  . 

La  possibilité  de  trouver  un  nombre  k  tel  que  A*  +  1  =  0, 
pour  p  =  S  +  1(*),  a  été  démontrée  d'abord  par  Gauss. 


'  Ealer  démontre  ainsi  cette  proposition:  p  =  ^  —  l  ne  saurait  diviser  x*  -^  y^  sans  divi- 
ser ar  -f-  y  qui  est  multiple  de  a:»  -f"  y*  puisque  m  est  impair.  Or  cette  divisibilité  est 
impossible  puisque,  à  cause  du  théorème  de  Fermât,  p  divise  or  ~    —  jr  '   . 

«  Soit  A«  -h  a  =  0;  a  est  l'associé  de  k.  De  là  A«=  *<«■  =  —  a«et  (a  ±  ifc)«  =  ±  2*a  ==t  2. 

«  Si  /»  =  S  +  5,  on  a  également  /"«  -|-  1  =  0,  {/"dr  1)«  =  ±  2f,  puisque  ;>  est  4  +  I  ;  (a/")  est 
donc  résidu,  mais  2  étant  alors  non-résidu,  /Test  également  ot  on  no  peut  plus  écrire  k*  =  f, 
ni  par  suite  k*  =  —  1. 
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On  remarquera  d'ailleurs  avec  Euler  el  avec  Gauss,  que  si, 
pour />  =  4  +  1,  a^  =i  r,  les  nombres  ( — «)^,  /«)*,  : — fa)^ 
sont  également  =  /•  el  sont  incongrus  enlre  eux,  car,  autre- 
ment, de  /«  =  zh  a,  on  conclurait  /*=  ±:  1,  ce  qui  est  impos- 
sible, puisque  /**  =  —  1.  De  plus  il  nV  a  que  ces  quatre 
nombres  dans  ce  cas,  car  les  deux  congrues  a^  —  .r^  =  0  el 
a^  +  r*  =  0  ne  peuvent  avoir  chacune  plus  de  deux  racines, 
et  par  suile  la  congruence  a*  —  .r*  =  0  ne  peul  en  avoir  plus 
de  quatre. 

Ainsi/?  r=  8  +  1  divise  quatre  nombres  de  chacune  des 
formes  g*  —  4,  j*  +  i  et  k^  +  l.  On  pourra  appliquer  tout 
cela  au  cas  de  p  =  17,  qui  donne  /'=  4  ou  13,  g  =z  6  ou  11, 
/=  7  ou  10,  y=5ou  3,  ou  12  ou  14,  k  =  S, 

Cor,  VIII.  Soient  p  =  S  +  1,  /♦*  =  —  1  ;  on  résoudra 
r^  +  y^  =  0  en  posant  .r  =  1,2,3,  ...  y  =  A,  2/r,  ...  On  peut 
donc  dire,  avec  Euler,  que  tout  nombre  premier  de  la  forme 
8+1  dwise  de  plusieurs  manièi^cs  une  somme  de  deux  bi- 
carrés. 

On  résoudra  .r^  d=  2y^  =  0  en  posant  «/»•  =  A  d'où  A*  +  a* 
=  0  ou  bien  (A^  ±  a«)«  q=  2  [Aa)^  =  0. 

En  général  si  p  divise  art"  +  /3,  en  posant r/i/  =.r,  on  voit 
qu'il  divise  également  olJC'^  +  /3î/".  Réciproquement  si  p  di- 
vise «a"  +  jS6'*,  il  divise  aussi  ax'^  +  j8,  ce  qu'on  vérifie  en 
posant  a  =  /3.r. 

Cor.  IX.  D'après  11,  le  nombre  premier/?  =  6+1  divise 
un  certain  nombre  s^  +  3.  Ecrivons  d'après  ('ela 

(a)  (,v  —  1)2  _|.  2  (5  —  1)  4-  'i  =  0  . 

Soit  n  l'associé  de  (s  —  1)  ;  multiplions  la  relation  «i  par 
n^  et  posons  2w  =  a  =  —  1  —  /3;  il  viendra  : 

a*  +  a-fl=0,/3*4-j3+l=0,       d'où       «»  —  1  =  0  ,   (3»  —  1  =  0  , 

,j3  4_  1)2^«2^|3  ^     (a  +  1)î  =  |32  =  flt  ,     a«  +  |3« -h  aj3  =  0  , 

«  =  ]3  —  a  =  2p  +  i  =  —  2a  —  1   .     («  ±  1)«  =  ±  8 

a/3  =  (a  +  1)  (j3  +  1)  =  1   ,     (a  +  l,^  =  (j3  +  1)»  =  —  1    . 

(«  ±  Il  (^  q:  l)  =  ±  s  ,     (a  —  1)  (|5  —  1)  =  3  . 
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Soit  a  un  entier  inCérieur  à  /*  ;  posons  aa  =  .r,  a^  =  y  ^ 
d'oii 

««  -h  or»  +  flj-  =  0  .     û»  4-  j«  4-  flj^.  =  0  .     j^  -f-  >■«  -I-  J.J-  =  0  ; 

si  on  écrit  û^  =  /*,  il  viendra  : 

x^  =y^  =  r  ,     a  +  jr  4-  r  =  0  ,     ax  -\-  xy  -]-  ya  ^  0  ,    axy  =  r  , 

a^  =  xj' ,  x^^ay  ,  y^  =  ax,  a* -{- x* -\- y*  =  0  ,  {ax ±  fiyf -\- {ay  :f  ^x)* ^  —  i 

(a  dz\)  ix±:  1)  (r  :i:  1)  =  r  ±  1  ,     («  -f  jr)  (jr  -f-  r)  (r  +  «)  s  —  /•  . 

On  voit,  entre  autres  choses,  que  «  et  /3  sont  des  résidus 
associés;  qu'il  en  est  de  même  de  «  +  1  et  /3  -f  1  ;  que  p 
divise,  de  plusieurs  manières,  une  somme  de  trois  carrés  ; 
qu'il  divise  aussi  une  somme  assignable  de  quatre  carrés, 
ainsi  que  les  sommes  de  deux  cubes  {s  +  !)•  +  {s  —  !•*  et 
(«  ~  Ij»  +  (/3  -  1)«. 

On  pourra  appliquer  ces  formules  au  cas  de  p  =  19,  qui 
donne  5  =  4,  //  ^=  13,  a  =  17,  j3  =  11. 

5.  —  Résidus  cubùjues.  Par  extension  de  la  notion  des  ré- 
sidus, on  appelle  résidus  cubiques,  biquadrafigues,  ...  les 
restes  provenant  de  la  division  par/?  des  cubes,  des  bicarrés, 
...  ;  quelques  résultats  sont  assez  simples  pour  trouver  place 
dans  un  exposé  élémentaire. 

1**  11  est  inutile  d'aller  au-delà  des  m  premières  divisions 
puisque  (/?  —  «)•  +  «'=  0  ;  deux  cubes  à  égales  dislances  de 
m  sont  donc  complémentaires  à  p.  En  particulier,  1  et  —  1 
sont  toujours  résidus  cubiques. 

2**  Si  /•  est  résidu  cubique,  il  en  est  de  même  de  /*,  et  ré- 
ciproquement, car  de  .r*  =  r,  on  tire  (.r*)*  =  /**. 

3**  Si  />  =  6  —  1,  les  p  —  1  premiers  entiers  sont  tous  ré- 
sidus cubiques,  car  si  on  pouvait  écrire  a^  —  è^  =  0,  il  vien- 
drait a^  +  b^  +  ab  =  0.  d'où  [2a  +  b^  +  36*  =  0  :  or  cette 
expression  n'a  pas  de  diviseurs  de  la  forme  6  —  1.  (n**  4,  II 
et  III). 

4"*  Si  /?  =  6  +  1,  il  y  a  trois  valeurs,  1,  a,  /3,  de  .r,  qui 
donnent  j;^  =  l(n®  4,  X)  et  il  n'y  a  que  celles-là,  puisque  la 
congruence  .x^  4-  j;  +  1  =  0  ne  peut  avoir  que  deux  racines. 

L'Enseignement  inathém.,  9«  année  ;  1907.  3 
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Ces  trois  racines  sont  d'ailleurs  inégales,  car  autrement,  de 
a  =  j8,  on  tirerait  j3  =  a*  =  /3^  et  j3  =  1. 

De  même,  si  «'  =  r,  il  n'y  a  <fue  les  nombres  a,  «a,  a/3, 
dont  les  cubes  soient  congrus  à  /'.  Les  p  —  1  premiers 
cubes  se  partagent  donc  en  groupes  de  trois  donnant  le  même 

reste  quand  on  les  divise  par/?.  Il  y  a  donc  ^-^^  résidus 

cubiques. 

b^  Si  /■  est  résidu  cubique,  p  divise  x^  +  '"y*  et  z^  +  r^y^. 

Euler  connaissait  à  peu  près  tout  ce  qui  précède. 

6®  La  multiplication  du  résidu  cubique  r  par  tous  les  ré- 
sidus cubiques  donne  ces  mêmes  résidus  dans  un  certain 
ordre.  De  là,  les  relations 

rr.rr'.rr",..=r.r'.i'"...         et         r         =1   . 

Les  résidus  cubiques  ne  sont  donc  autres  que  les  racines 
de  la  congruence  x    '     =  1  . 

Les  deux  congruences  .r  ^  =  a  et  .r  ^  =  /3  ont  égale- 
ment chacune  ^  7"  racines  ;  elles  sont  distinctes  des  pré- 
cédentes et  ce  sont  par  conséquent  les  2^  "T  non-résidus 
cubiques. 

6.  —  Résidus  biquadratiques,  l**  En  élevant  au  carré  les 
résidus,  on  obtiendra  les  résidus  biquadratiques  et  ceux-ci 
doivent  évidemment  être  choisis  parmi  les  résidus  :  on  les 
trouvera  donc  en  se  bornant  à  diviser  par  p  les  m  premiers 
bicarrés. 

Soit-  a*  =  r  ;  si  /?  =  4  —  1,  Tun  des  nombres  ±  a  est  ré- 
sidu, quel  que  soit  /*;  donc  dans  ce  cas,  tous  les  résidus 
sont  en  même  temps  résidus  biquadratiques. 

2"  Si  r  est  résidu  biquadratique,  r^  et  r®  le  sont  également. 

3**  Si  /?  =:  8  ±:  1,  on  peut  écrire  «*  =  —  2,  d'où  a*  =  4, 
r/®=  16,  «*®  =  256,  ...  Donc,  dans  les  mêmes  cas,  2  est  ré- 
sidu quadratique,  4  résidu  biquadratique,  16  résidu  octique, 
...  de  p. 
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4**  Si/?  =  4  + l,^a  C-Hi  résidus biquadratiques(n*' 4,  VII). 

5®  Si  /?  =  8  +  1,  —  1  est  résidu  biquadratique,  ainsi  que 
4  et  —  4  (id.). 

6**  On  démontre  comme  au  n"  précédent  que,  pour  /?  =  4 

4-  1,  la  congruence  des  résidus  biquadratiques  esta:  =1, 
et,  de  là,  que  les  /?  —  1  premiers  entiers  se  partagent  en 
quatre  classes  d'un  nombre  égal  de  termes,  qui  sont  les  la- 
cines  des  quatre  congruences 

p-y  pjzJ 


Exercices. 

1.  Etant  donné  le  théorème  de  Fermât,  si  on  appelle  rési- 
dus et  non-résidus  de  p  les  nombres  qui  lui  sont  inférieurs 
et  qui  donnent  respectivement  r"*  =  1  et  p'^  =  —  1,  on  a  les 
propositions  suivantes  : 

Le  produit  de  deux  résidus  ou  de  deux  non-résidus  est 
congru  à  un  résidu  et  celui  d'un  résidu  par  un  non-résidu 
Test  à  un  non-résidu. 

Le  nombre  p  a  m  résidus  et  m  non-résidus  ^ 
Les  résidus  sont  les  restes  de  la  division. par  p  des  rn  pre- 
miers carrés. 

2.  Si/?  =  4  +  1  divise  «*  ±:  /cè^  il  divise  aussi  .r*  =F  A/y-. 
Quelque  soit  k,  p  =r.  A  —  1  divise  x^  +  ^2/*  ou  x^  —  ky*.  Si 
p  divise  a^  —  kb^  et  c*  —  Id*,  il  divise  également  x^  —  aly'^. 
Si  p  ne  divise  ni  x^  —  ky^  ni  x^  —  /?/',  il  divise  x^  —  kly^. 
(Lagrange). 

3.  B*  —  R  étant  divisible  par  A  et  R  —  /•  Tétant  par  />,  p 
divise  ou  ne  divise  pas  A  selon  que  /•  est  résidu  ou  non- 


*  Soient  n  le  nombre  des  résidus  et  v  celui  des  non-résidus.  Les  produits  Pr,  pi'\  ...  don- 
neront n  noQ-résidus  différents;  par  suite  n^v.  La  multiplication  de  P  par  les  v  non-résidus 
donnerait  v  résidus  différents.  Donc  n  ^  \f  et  n  =  v  =z  m. 

Cette  démonstration  est  beaucoup  plus  simple  que  celle  de  Matrot  (J.  E.  1893,  p.  Tt). 
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résidu.  Ce  théorème  sert,  dans  certains  cas,  à  décomposer 
les  grands  nombres  en  leurs  facteurs.  (Gauss^). 

4.  Le  produit  des  résidus  est  =  +  1  et  celui  des  non-résidus 
=  ±:  l,  selon  que/?  =  4  di  1.  De  là,  le  théorème  de  Wilson, 
que  représente  la  rongruence 

jp  —  1)!  -h  1  =0  , 
et  cette  autre  congruence,  due  à  Lîbri, 


(p—  1)! 


—  a 


-h«^     -=o 


.^.  Si  /?  =  4  —  1,  ///  !  =  i  1  selon  que  p  a  un  nombre  im- 
pair ou  un  nombre  pair  de  résidus  inférieurs  à  ^  (Lejeune- 
Dirichlet). 

6.  Si  />  =  4  +  1,  (w  !)«  -f  1  =  0  (Lagrange). 

7.  p  divise  toujours  rœ^  —  r'j/*  et  px^  —  py^^  mais  jamais 
/'J7*  —  /oy*.  p  =  A  +  i  divise  /\r*  +  py*  et  non  /vr*  +  '''y*  "* 
/>.r*  +  /o'y*;  le  contraire  a  lieu  pour/?  =  4  —  1.  (Euler). 

8.  Si  (6*  —  iac)  est  résidu,  la  congruence  a.r*  +  bx  +  c  =  0 
a  deux  racines  (Gauss).  Plus  généralement,  la  mt^me  chose 
a  lieu  si  a{b* —  iac)  est  résidu  (Cauchy). 

9.  Si  /?  =  4  +  1,  on  a  (1  -f  p]  (1  +  p')  ...  =  2  et  si  /;  =  4 
—  1,  (1  +  /•)  (l  +  /•')  ...  =  2  (Stieltjès). 

10.  Pour  /?  =  4  +  1^  la  suite  i  +  p,  l  +  p\  ...  comprend 

w  —  t         . 

^--7 —  résidus  et  autant  de  non-résidus.  Si/?  =4  —  1,  la  suite 

1  +  ''i  1  +  f'\  •••  comprend  ^  T"     résidus  et  ^  T*     non-rési- 
dus (Stieltjès). 


*  Ainsi  on  a  93019  =  305*  —  6;  comme  le  montre  la  table  des  résidus,  6  n'est  pas  rôsidu  de» 
nombres  7,  11,  13,  17,  31,  37,  41,  53,  61,  71,  79,  83:  aucun  de  ces  nombres  ne  divise  donc  93019. 

Or  a.93019  =  432*  —  580.  Le  reste  11  do  la  division  de  586  par  23  ent  non-rôsidu  do  23  ;  donc 
23  ne  divise  pas  93019.  Le  reste  27  de  la  division  de  586  par  43  est  de  mâme  uon-résidu  de  43, 
donc  43  ne  divise  pas  93019. 

3.93019  =  529»  —  784  =  529»  —  28»  =  501.257,  d'où  93019  =  167.257,  ce  qui  termine  le  calcul. 
Autrement,  on  continuerait  ainsi  .  5.93019  =  682'  —  29  ;  or  29  n'est  résidu  d'aucun  des  nom- 
bres 31,  37,  41,  43,  47,  61,  73,  79,  97,  ...  On  d(^terminerait  ainsi  successivement  d'autres  facteurs 
premiers  impossibles  k  admettre  et  on  n'aurait  plus  qu'à  essayer  les  divisions  par  les  quelques 
facteurs  inférieurs  à  ^93019  qu'on  n'aurait  pu  éliminer. 

On  voit  l'intérêt  qu'il  y  aurait  à  posséder  une  table  des  résidus  des  nombres  premiers 
jusqu'à  10.000.  ou  môme  plus  loin,  comme  le  souhaitait  Gauss. 
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il.  Si  ni/? —  1  ni  ///  ne  sont  résidus,  il  y  a  au  moins  un 
résidu  r  tel  que  — /• —  1  soit  également  résidu.  (Matrot). 

12.  Appelons  variation  la  succession  d'un  résidu  (ou  non- 
résidu)  et  d'un  non-résidu  (ou  résidu).  L.a  suite  1,2,3, .../?  —  1, 
présente  un  nombre  pair  ou  impair  de  variations  selon  que 
/;  =  4  db  1.  (Stieltjès). 

irî.  Si  />  =  4  —  l,  la  congruence  .r*  =  «^  a  les  deux  raci- 
p±}  p-\ 

nés  X  ^i  ±  a        ;  si/;  =:  8  -j-  o  et  que  «   *    =1,   ses  racines 

P  +  3 

sont  .r  =  dz  rt    *    (Legendre'. 

Si/>  ^:  8  +  5  et  que  a    *    =  —  1,   les  deux  racines  sont 
P_±2 
X  =  ±:  a    ^    m  !  (Malhews). 

14.  Lemmc  de  Gauss,  Soit  ^  le  nombre  des  restes  obtenus 
en  divisant  par  p  les  m  premiers  inultiples  de  «,  et  ne  con- 
servant de  ces  restes  que  ceux  qui  sont  plus  grands  que  /w  ; 
on  a  : 

15.  On  a  aussi,  avec  Eisenstein, 


l 

.    2kaK 
„,  sin 

sm  — 
P 

\ 

et  avec  Liouville, 

, 

^m  ^  ^__  if'^YY   ^«*  -  «"'■> 

Dans  cette  dernière  formule  <2  =  2/i  +  1  et  «  désigne  une 
racine  imaginaire  de  Téquation  xp —  1=0. 

16.  Le  nombre  ^  est  de  même  parité  que  le  produit 


n(M)G-M) 


h  variant  de  1  à  m  et  /r  de  1  à  ^—^ —  (Kronecker). 
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17.  Appelons,  avec  Lagrange,  Ew  la  partie  entière  du  nom- 
bre non  entier  a>,  et  posons 

b^  1 


on  aura  : 


''a-''2a''3«    ••'•«.a  =  «     '" 


!  (_  l/(2a./»)  ji(i  I 


a"*  ^  { W^^yP)  .  (Gaiiss). 

18.  Etendre  la  notion  des  résidus  aux  restes  de  carrés  di- 
visés par  un  nombre  composé  P.  En  particulier,  si  a  est 
résidu  de  p,  il  Test  de  /?'*.  Le  nombre  />"  a  tw/î"  résidus. 
(Gauss). 

Soit  le  nombre  P  =  a.i^  +  bxy  +  cy^,  où  x  et  y  sont 
premiers  entre  eux  (6*  —  4ar)  est  résidu  de  P.  (Gauss). 

A.  AuBRY  (lieaugency,  Loiret). 
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SUR  LA  LOGIQUE  ET  LA  NOTION  DE  NOMBRE  ENTIER 


On  a  beaucoup  discuté  ces  temps  derniers,  sur  la  notion 
de  nombre  entier,  sur  les  principes  dePArithniétique  et  par- 
ticulièrement sur  les  principes  iïinduction  complète. 

Trop  souvent  en  logique  on  emploie  des  mots  vagues.  Il 
en  résulte  des  discussions  sans  issue.  Le  mot  démontrer  est 
un  de  ceux  là.  Je  vais  en  préciser  le  sens. 

Supposez  que,  dans  le  cours  d'une  démonstration  Géomé- 
trique j'aie  un  triangle  ABC;  je  sais,  soit  par  Thypothèse, 
soit  par  un  raisonnement  antérieur,  soit  de  toute  autre  façon, 
que  Tangle  B  est  égal  à  Tangle  G. 

Je  dis:  «L'angle  B  est  égal  à  Tangle  C,  donc  le  coté  AB 
est  égal  au  côté  AC  ». 

C'est  là  un  petit  raisonnement,  que  je  nomme  implication, 
ou  inlerence.  L'inférence  e^i  justifiée,  ou  autorisée  par  le 
théorème  supposé  connu:  «Si  un  triangle  a  deux  angles 
égaux,  les  côtés  opposés  à  ces  angles  sont  égaux  ». 

Ainsi,  une  inlerence  ou  implication  est  un  petit  raison- 
nement de  la  forme  suivante  : 

Le  fait  A  est  vrai,  donc  le  fait  B  est  vrai. 

Linférence  est  juste  si  1*^  Il  est  établi  déjà  que  le  fait  A  est 
vrai.  2®  Il  existe  un  principe  ou  un  théorème  général  au- 
torisant Finférence. 

Ceci  posé,  la  démonstration  d'une  proposition  consistera 
dans  une  chaîne  d'inférences,  plus  ou  moins  ramifiée,  reliant 
rhypothèse  de  la  proposition  à  démontrer  à  sa  conclusion. 

Ce  n'est  pas  le  lieu  d'examiner  les  particularités  que  peut 
présenter  une  démonstration.  Ce  que  je  viens  de  dire  suffira 
pour  la  suite. 

On  définit  presque  toujours  une  classe  d'objets  comme  il 
suit.  On  indique  squs  quelles  conditions  un  objet  donné  x 
appartient  à  la  classe,  et  aussi  sous  quelles  conditions  deux 
objets  X  ei  y  àe  la  classe  sont  considérés  comme  distincts. 
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Lorsc|u*une  classe  est  ainsi  définie  je  dirai  qu'elle  est  dé- 
fi nie  généralement. 

On  peut  aussi  définir  une  classe  en  donnant  la  liste  des 
objets  qui  la  composent.  Je  dirai  dans  ce  cas,  que  la  classe 
est  définie  individuellement.  LTne  classe  pouvant  être  ainsi 
définie  se  nommera  une  collection. 

Vue  troisième  manière  de  définir  une  classe  est  la  définition 
par  récurrence.  Supposez  qu'à  un  objet  a  on  fasse  corres- 
pondre par  une  certaine  règle  un  objet  f(a  etc,  en  répétant 
l'opération  (f).  Par  exemple,  le  père  de  «,  le  père  du  père 
de  a^  le  père  du  père  du  père  de  a  etc.  constituent  les  an- 
célres  de  a. 

l'ne  classe  K  peut  être  formée  d'un  seul  individu  .r.  S'il 
en  est  ainsi  l'implication  suivante  est  légitime. 

y  est  de  la  classe  K,  donc  y  est  identique  à  .r.  C'est  Leibniz, 
je  crois,  qui  définit  le  nombre  deux  comme  il  suit  :  «  Si  .r  est 
un  objet  de  la  classe  A,  si  y  est  un  objet  de  la  classe  \  distinct 
de  Xy  X  et  y  sont  deux  objets  de  la  classe  A  ». 

On  définira  ensuite  3  ainsi: 

Si  B  est  une  collection  de  deux  objets  de  la  classe  A,  si  x 
est  un  objet  de  la  classe  A  n'appartenant  pas  à  B,  la  collection 
B'  formée  de  B  et  de  l'objet  x  est  une  collection  de  3  objets. 

Et  en  général,  ayant  défini  un  nombre/?,  on  définira  son 
suivant  p  +  i,  comme  il  suit:  Si  K  est  une  collection  de/> 
objets  de  la  classe  A,  et  si  x  est  un  objet  de  la  classe  A,  n'ap- 
partenant pas  il  K,  la  collection  K'  formée  de  B  et  de  l'objet 
X  est  une  collection  de/?  +  1  objets. 

Les  nombres  se  définissent  ainsi  par  récurrence. 

J'arrive  au  principe  d'induction  complète.  Ce  principe 
s'énonce  ainsi. 

Si  une  proposition  est  vraie  du  nombre  ////,  et  si,  étant 
vrai  d'un  nombre  elle  l'est  de  son  suivant,  elle  est  vraie  pour 
tous  les  nombres. 

Examinons  comment  se   fait  l'application  du  principe. 

On  a  une  proposition  P;  celte  proposition  est  vraie  du 
nombre  un.  On  sait  en  outre  que  :  «  Si  P  est  vraie  d'un  nom- 
bre, P  est  vraie  de  son  suivant».  Les  mots  entre  guillemets 
constituent  un  principe,  que  je  nomme  le  principe  a. 
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Je  sais  que  P  est  vraie  de  un. 

Le  principe  «  autorise  rinférenco  suivaule  : 

P  est  vraie  de  ////,  donc  P  est  vraie  de  deux. 

C'est  la  seule  chose  qu'on  puisse  inférer  en  partant  des 
données.  Je  dis  ensuite: 

P  est  vraie  de  deux^  donc  P  est  vraie  de  trois  ; 
P  est  vraie  de  trois^  donc  P  est  vraie  de  quatre; 
P  est  vraie  de  quatre,  donc  P  est  vraie  de  cinq. 
J'ai   ainsi   démontré  la  proposition  pour  le  nombre  cinqy 
nu  moyen  de  y//rt/re  inférences.    On  voit  bien  qu  aucune  ne 
peut  être  omise.  Si  l'on  voulait  démontrer  la   proposition  P 
pour  le  nombre  10.000,  il  faudrait  faire  9999  inférences. 

Nous  nous  représentons  très  bien  ces  inférences  sans  les 
faire.   Il  sulïit  d'écrire  9999  fois  de  suite  : 

«  P  est  vrai  de  /?,  donc  P  est  vraie  de  //  +  t  ». 

en  mettant  successivement  à  la  place  de  n  les  9999  premiers 
nombres,  dans  leur  ordre  naturel. 

Se  représenter  des  implications  sans  les  faire,  cela  peut 
s  ^ppt'ler  un tuition  logique.  Le  principe  d'induction  est  donc 
l'expression  d'une  intuition  logique. 

Un  tel  principe  est  indémontrable.  Si  eu  efi'et  il  existait 
une  démonstration,  la  conclusion  de  la  dernière  inférence 
serait  :  «  donc  P  est  vraie  d'un  nombre  quelconque  »,  or  au- 
cune de  nos  inférences  n'aboutit  à  une  pareille  conclusion. 

c(  Mais,  objectera  le  lecteur,  ceci  tient  à  ce  que  vous  avez 
défini  les  nombres  par  récurrence;  si  vous  aviez  donné 
une  définition  générale  du  nombre,  le  principe  d'induction 
eut  été  une  conséquence  de  cette  définition  générale.  » 

Avant  de  réfuter  cette  objection,  je  reviens  sur  la  définition 
d'une  classe  par  récurrence. 

Supposons  que  par  une  certaine  règle  on  puisse  faire  cor- 
respondre à  un  objet  .r,  un  autre  objet /"f.rj  ; /sera  alors  le 
signe  de  cette  correspondance.  Je  suppose  que  cette  cor- 
respondance possède  les  deux  propriétés  suivantes. 

1"  Les  correspondants  de  deux  objets  distincts  sont  distincts. 

2®  Il  existe  un  objet  a,  qui  n'est  le  correspondant  d'aucun 
autre. 
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Je  définirai  une  classe  K  comme  il  suit:  j'y  mettrai  l'objet 
</,  l'objet /'a^,  l'objet  ff  ^a,  et  en  général  quand  j'y  mettrai 
un  objet,  j'y  mettrai  aussi  son  correspondant. 

Si  je  désigne  par  fn  V/  ,  ce  que  j'obtiens  en  répétant  n  fois 
Topera tion  f,  la  classe  K  se  composera  de  a  et  de  tous  les 
objets  fn^a,^  n  étant  n'importe  quel  nombre. 

Cette  manière  de  définir  la  classe  K  suppose  la  notion  de 
nombre. 

Mais  on  peut  éviter  cela. 

Ou  définira  la  classe  K  comme  il  suit  : 

S  l**  La  classe  K  contient  a\ 

S  2*  Si  la  classe  K  contient  i,  la  classe  K  contient  f  6,  : 

§  3'*  Toute  classe  G  qui  contient  a,  et  qui  ne  peut  contenir 

aucun  objet  h  de  la  classe  K  sans  contenir  /    i;,  contient  la 

riasstî  K  ou  lui  est  identique. 

Dans  ces  phrases  il  n'est  plus  question  de  nombres.  D'autre 
part  h  partiels**  de  cet  énoncé  équivaut  au  principe  d'in- 
<luc:tion  complète.  EfTectivement,  soit  P  une  proposition  sur 
laquelle  on  sait 

1*'  Que  P  est  vraie  de  a  ; 

2**  Que  si  P  est  vraie  de  .r,  P  est  vraie  de  /  'x\ 

Soit  G  la  classe  d'objets  pour  laquelle  P  est  vraie;  àTaide 
<le  la  partie  %  3"*  de  Ténoncé  ci-dessus,  on  démontre  que  G 
coritM^nt  la  classe  K.  Ce  paragraphe  3"  équivaut  donc  au  prin- 
«ipe  dinduction  complète. 

Il  semble  donc,  au  1®*"  abord  que  les  paragraphes  1**,  2",  3^ 
domient  de  la  classe  K  une  définition  générale,  en  sorte  que 
toute  définition  par  récurrence  peut  être  réduite  à  une  défi- 
nition générale. 

Hegardons  les  choses  de  plus  près. 

Une  définition  générale  de  K,  c'est  une  condition  néces- 
saire et  suflisante  pour  qu'un  objet  .r  donné  tout  seul  ap- 
|)arti<nme  à  K. 

Ija  définition  ci-dessus  ne  satisfait  pas  à  cette  condition: 
l*our  démontrer  que  b  appartient  à  K,  il  faut  considérer  les 
(jlijcis  a  f  {a)  fk  (a)  .  .  .  etc.  jusqu'à  ce  qu'on  en  trouve  un 
ideiili(|ue  à  b,   La  définition  ne  nous  donne  pas  le  moyen  de 
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procéder  autrement.  Pour  montrer  que  é  appartient  à  la  classe, 
il  faut  le  relier  à  a. 

Ceci  réfute  alors  l'objection  donnée  plus  haut.  On  pour- 
rait démontrer  le  principe  d'induction  si  Ton  donnait  une 
définition  générale  du  nombre.  Mais  les  définitions  générales 
du  nombre  qu'on  a  tenté  de  donner  sont  comme  la  définition 
de  la  classe  K  donnée  ci-dessus,  elles  ne  sont  qu'apparentes. 
Par  un  ingénieux  tour  de  phrase  on  peut  faire  disparaître 
certains  mots  tels  que  :  «et  ainsi  de  suite»  ou  bien  des  noms 
de  nombre. 

Cela  ne  transforme  pas  en  définition  générale  une  défini- 
tion par  récurrence. 

J'ajouterai  quelques  mots  relatifs  à  la  récurrence.  Soit  A 
une  classe,  et  f\e  signe  d'une  correspondance  univoque  et 
réciproque: 

Univoque  cela  veut  dire  : 

Si  x=  j  ,     f[x)'=i  f\y)  . 
Réciproque  cela  veut  dire  : 

Si  f{x)  =  f(y]   ,     j'  =  y  . 

Le  signe  =  signifie  l'identité. 

Je  définirai  la  classe  /"(A)  comme  il  suit  :  si  .r  est  un  A,  f(.x:) 
est  un  /(A),  si  z  est  un  /(A)  il  existe  un  x  tel  que  f'(x)  est 
identique  à  2,  et  x  est  un  A. 

Je  puis  alors  former  une  série  de  classes 

A  .    f(\)  ,    /ijA)   ...   /-«(A)  ,    ... 

Je  pourrai  appeler  totalité  de  ces  classes  une  classe  K  de- 
finie  comme  il  suit  : 

X  appartient  à  la  classe  K  s'il  existe  un  entier  n  tel  que  x 
appartient  à  fn  (A),  ou  bien  si  x  est  un  A. 

La  partie  commune  à  toutes  ces  classes  sera  une  classe  &> 
définie  comme  il  suit  : 

X  appartient  à  la  classe  w,  si  x  est  un  A,  et  si  x  appartient 
aussi  à  la  classe  fn  (a)  (juel  que  soit  //. 

Ces  définitions  sont  utilisées  dans  la  démonstration  du 
théorème  de  Cantor  Bernstein,  que  je  n'examinerai  pas  ici. 
Il  y  figure  la  notion  de  nombre  entier.  On  peut  l'éliminer  en 
quelque  sorte  par  une  tournure  de  phrase  appropriée,  mais, 
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comme  dans  ce  qui  précède  on  ne  transforme  pas  pour  cçlà 
une  définition  par  récurrence  en  définition  générale. 

Peut-on  démontrer  (|ue  les  axiomes  de  la  logique  et  de 
TArithmétique  ne  sont  pas  contradictoires.  II  est  clair  que 
/  ;  ces  axiomes  ne  sont  pascondradictoires,  puisqu'ils  sont  vrais 

mais  il  y  a  une  autre  façon  de  poser  la  question. 

Dans  la  logique  symbolique  de  M.  Peano,  on  adopte  un  cer- 
tain nombre  de  signes,  signifiant  et,  ou,  implique,  est,  non, 
etc.  Certaines  règles  de  transformation  des  propositions  sont 
alors  vraies,  et  Ton  peut  raisonner  en  appliquant  ces  règles. 

Parmi  ces  règles  il  y  en  a  d'irçéductibles  entre  elles,  c'est 
à  dire  qui  ne  peuvent  se  démontrer  les  unes  par  les  autres, 
sans  spécifier  le  sens  attribué  aux  signes.  Les  autres  se  dé- 
duisent de  celles-là.  La  question  de  la  compatibilité  des  axio- 
mes peut  alors  se  poser  ainsi.  En  admettant  ces  règles,  et 
en  raisonnant  d'après  elles,  on  ne  peut  pas  arriver  à  conclure 
la  fausseté  de  Tune  d'elles.  Cela  peut-il  se  démontrer  sans 
spécifier  le  sens  des  signes?  Il  s'agit  de  montrer  qu'en  com- 
binant des  signes  d'après  certaines  lois  on  ne  peut  pas  ar- 
river à  obtenir  certaines  combinaisons. 

A  cela  il  n'y  a  rien  d'absurde.  Dans  l'éfude  de  certains 
jeux,  sur  l'échiquier  par  exemple,  on  trouve  des  propositions 
analogues.  Mais  le  principe  d'induction  complète  reste  en 
dehors  de  la  question.  Il  faut  en  elfet  l'admettre  dans  ces 
sortes  de  démonstrations.  Il  faudra  en  effet  faire  voir  que, 
si  après  //  applications  des  règles  on  n'arrive  pas  à  une  con- 
tradiction, on  n'y  arrivera  pas  par  n  +  1  applications.  On 
ne  saurait  donc  démontrer,  par  ce  procédé,  le  principe  d'in- 
duction complète,  ou  la  non  contradiction  de  ce  principe. 

Voici  maintenant  la  conclusion  de  ce  petit  travail  sur  la  lo- 
gique :  Ce  qu'on  nomme  le  principe  d'induction  présente  un 
caractère  très  particulier;  ce  n'est  pas  un  principe  destiné  à 
légitimer  des  inférences,  comme  sont  les  autres  principes.  Il 
énonce  la  possibilité  de  faire  un  nombre  d'inférences  pou- 
vant croître  indéfiniment. 

Ce  principe  est  indémontrable,  il  est  l'expression  d'une  in- 
tuition logique.  .1.  Richaho  (Dijon). 
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(lÉOMÉTRIQUES' 


L'exactitude  des  constructions  géométriques  a  prêté  main- 
tefois  matière  à  discussion  dans  le  courant  de  ces  dernières 
années.  L'impulsion  en  a  été  spécialement  donnée  par  le 
petit  volume  de  M.  Lemojne,  intitulé  :  Géométrographie  ou 
Art  des  Constructions  géométriques  (Paris,  Gauthier-Vil- 
lars,  1902). 

On  sait  que  M.  Lemoine  introduit  les  notions  de  simplicité 
et  d'exactitude  d'une  construction  géométrique  et  que  c'est 
à  la  première  qu'il  accorde  le  principal  rôle  dans  son  Ou- 
vrage. Néanmoins,  je  n'envisagerai  ici  que  la  notion  d'exac- 
titude. Voici,  à  l'aide  d'un  exemple  emprunté  à  son  livre 
(p.  30  ;  XXVII),  dans  quel  sens  il  prend  cette  notion. 

Par  un  point  E  tracer  une  pa-  \ 

rallèle  à  l'une  des  bissectrices 
de  C angle  formé  par  deux 
droites  données  AB  et  AC. 

Je  trace  A  (AE)  qui  coupe  AB 
en  B  et  en  B',  AC  en  C  et  C 
Je  trace  C  (BE)  qui  coupe  A 
(AE)  en  E',  EB  et  CE'  étant  de 
même  sens.  Je  trace  EE',  c'est 
la  droite  cherchée.  Pour  la  pa- 
rallèle à  l'autre  bissectrice  je 
décris  C  (BE)  qui  coupe  A  (AE)  en  E",  etc.  (Voir  fig.  I). 

Nous  avons  dii,  pour  tracer  la  droite  EE',  placer  la  règle, 
de  sorte  qu'elle  passât  par  les  2  points  E  et  E',  et  nous  au- 
rons exécuté  ainsi,  selon  M.  Lemoine,  2  fois  l'opération  Ri 


Fig.   I. 


*  A  l'occasion  du  présent  article,  il  faut  répéter  une  fois  do  plus  quo  V  Enseigne  ment 
mathématique  laisse  libéralement  la  porte  ouverte  à  toutes  les  opinions,  mais  ne  saurait  se 
solidariser  avec  les  auteurs.  Certaines  appréciations  portées  ici  sur  les  idées  de  M.  Lemoine, 
par  l'auteur  de  l'article,  n'engagent  que  ce  dernier. 

La  Héi>.\<:tio>'. 
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(^=z  règle  .  Ensuite  nous  avons  dû  placer  la  pointe  du  compas 
en  A,  E,  B,  E  et  C,  c'est-à-dire  répéter  5  fois  l'opération  Ci 
(=  centre)  que  M.  Lemoine  caractérise  par  le  symbole  5  Ci. 
De  là  il  conclut  à  Texactitude  de  la  construction  en  faisant  la 
somme  des  coefficients  de  Ri  et  de  Ci,  soit  2  +  5  =:^  7. 

Il  est  curieux  que  cette  énumération  mécanique  des  opé- 
rations ait  trouvé  quelques  partisans,  même  des  défenseurs, 
quoiqu'il  ait  dû  sembler  clair,  à  tout  mathématicien,  que 
celle  façon  absolument  artificielle  de  définir  la  notion  com- 
pli(iuée  de  r«  Exactitude  d'une  Construction  géométrique  » 
est  insoutenable.  On  sent  qu'il  s'y  trouve  une  erreur,  et  si 
Ton  n'a  pas  pu  la  saisir  exactement,  cela  tient,  selon  moi, 
à  la  circonstance  suivante  :  les  Mathématiques  de  précision, 
d'après  leur  sens  et  leur  signification  mêmes,,  ne  donnent 
pas  lieu  de  faire  une  distinction  particulière  en  faveur  de 
r«  exactitude  »  d'une  construction  géométrique.  La  Géoiné- 
irie  théorique  définit  chaque  droite  par  deux  de  ses  points  et 
chaque  point  par  l'intersection  de  deux  droites.  Mais  la 
Géométrie  naturelle  ou  d'approximation  doit  faire  la  res- 
triction suivante  :  «  les  deux  points  ne  doivent  cependant 
pas  être  trop  près  l'un  de  l'autre,  et  l'angle  compris  entre 
les  deux  droites  ne  doit  pas  être  trop  aigu»  (Weber  etWELL- 
sTKi^^Encyclopœdie der  Elementar-Mathematik^  Bd.2,  p.  115, 
Leipzig^  Teubner,  1905). 

La  Géométrographie  est  du  domaine  des  Mathématiques  de 
précision;  et  c'est  pourquoi  M.  Lemoine  dit  1res  justement, 
I.  c.  p.  18:  Une  construction,  pour  être  dite  la  construction géo- 
méirographique  A\\ï\  problème  doitêtrer«^^/2^/'aZe,  c'est-à-dire 
s'appliquer  à  ce  problème,  quelles  que  soient  les  grandeurs 
et  les  positions  des  données,  II"  la  plus  simple  possible.  Il  in- 
siste donc,  avec  raison,  sur  la  considération  suivante,  prise 
[>;irini  celles  qui  sont  à  la  base  de  la  Géométrographie,  c'est-à- 
dire  i{\\elle  suppose  qu'un  point  est  déterminé  parfaitement 
quelque  petit  que  soit  l'angle  sous  lequel  se  coupent  les  lignes 
qui  le  placent  (Lemoine,  Archiv  d.  Math,  u.  Phys,,  3.  Reihe. 
Bd.  1,  p.  99,  1901). 

M.  Heuscii  exprime  la  même  pensée  dans  la  préface  de  son 
Ouvrage   :   Planimetrische  Konsirukiionen   in  geometrogra- 
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phischer  Ausfûhrung  ;Leipzig,  Teubner,  1904,  S.  VIII).  «  La 
Géométrographie  est  de  nature  purement  théorique  ».  M. 
Lemoine  commit  donc  une  erreur  foncière  en  introduisant  la 
notion  d'exactitude  dans  son  système.  En  effet,  cette  notion 
étant  particulière  aux  Mathématiques  de  précision,  donna 
lieu  à  des  équivoques,  et  M.  Lemoine  a  confondu  deux  bran- 
ches essentiellement  différentes  de  la  Géométrie.  C'est  pour- 
quoi Guido  Hauck  se  prononça  franchement  contre  le  point 
de  vue  de  M.  Lemoine,  en  quelques  mots  brefs  et  frappants 
[Sitzungsberichte  d.  Berliner  Math.  Gesellschaft,  Oktober, 
1903).  D'après  mon  avis,  la  polémique  de  MM.  Mehmkk 
(Deutsche  Math.  Vereinigung  Karlsbad,  1902)  et  HolzmIjller 
(Unterrichtsbiâtter  f.  Math,  u.  Natanv.,  Jahrg.  11^  1905)  pro- 
testant contre  l'emprunt  fait  par  la  Géométrographie  au  do- 
maine des  Mathématiques  de  précision,  n'a  pas  eu  le  résul- 
tat espéré,  parce  que  les  partisans  de  la  Géométrographie 
tirent  leurs  arguments  précisément  de  la  Géométrie  de  pré- 
cision, et  on  ne  peut  évidemment  y  faire  aucune  objection, 
puisqu'il  ne  s'agit,  dans  la  Géométrographie,  que  de  faire 
usage  de  quelques  propositions  plus  ou  moins  connues  de 
la  Géométrie  plane  élémentaire,  en  vue  des  constructions 
proposées.  Mais  il  n'en  devient  que  de  plus  en  plus  difficile 
d'épuiser  la  discussion,  car  —  je  laisse  parler  M.  Félix  Klein 
—  «  jusqu'aujourd'hui  on  n'a  pas  encore  développé  rationel- 
«  lement  une  théorie  des  Erreurs  dans  les  Constructions 
«  géométriques,  telle  qu'elle  se  trouve  à  la  base  de  la  Géo- 
«  désie.  Je  dis  qu'une  théorie  des  erreurs  est  rationnelle 
«  quand  elle  est  basée  sur  des  considérations  de  probabi- 
«  lité,  de  sorte  que  nous  devons —  pour  juger  de  l'exactitude 
«  d'une  méthode  de  construction  —  l'appliquer  à  plusieurs 
«  reprises  au  même  problème,  puis  comparer  les  résul- 
«  tats  par  la  méthode  des  moindres  carrés  ou  de  quelque 
«  autre  façon  »  (Félix  Klein,  Amvendung  d,  Diff.  u.  Intégral- 
rechnung  auf  Géométrie.  Autographiertes  Yorlesungsheft. 
Leipzig,  Teubner,  1902,  p.  359).  M.W.  Franz  Meyer,  profes- 
seur à  rUniversité  de  Konigsberg  (Prusse)  a  précisément 
chargé  un  de  ses  jeunes  collègues  de  diriger  son  attention 
sur  ce  point.  Et  M.  Konrad  Nitz  a  développé  le  résultat  de 
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ses  études  dans  une  dissertation  sur  VApplicalion  de  la 
théorie  des  erreurs^  sur  un  plan,  aux  constructions  faites  au 
moyen  de  la  règle  et  du  compas^  Kônigsberg,  1905),  et  en 
outre  dans  ses  Compléments  à  une  Théorie  des  erreurs  des 
constructions  géométriques  (Zeitschrift  f.  Math.  53^  1906. 
Leipzig.  Teubner).  Il  existe  aujourd'hui  une  littérature  assez 
riche  sur  ce  sujet  qui  commence  par  Bravais  (Analyse  math, 
sur  les  probabilités  des  erreurs  de  situation  d'un  point.  Pa- 
ris, Mém.  prés,  par  divers  savants,  9,  1846)  et  qui  comprend 
entre  autres  les  travaux  de  Chr.  Wiener  (Darst.  Géométrie. 
Hd.  1  ;  p.  190,  1884),  de  Hklmkrt  (Studien  Uber  rativnelle 
Vermessungen,  Zeitschr,  f.  Math,  u,  Phys.  13, 1868),  de  Jordan 
(ûber  die  Genauigkeit  geodàtisther  Punktbestimmungen  ^ 
Zeitschr.  ftir  Math.  u.  Phys.  16^  1871),  de  Czuber  {Théorie 
der  Beobachtungsfehler,  3.  Teil.  Leipzig  1891)  et  qui  se  ter- 
mine par  les  dissertations  toutes  récentes  de  F.  Geuer  (Die 
Genauigkeit  geometrischer  Zeichnungen  behandelt  nach  dem 
Gauss'schen  Ausgleichungsverfahren;  Freiburg^  i,  Br..  1902)  et 
de  P.  BôHMER  (Ueber  geometrische  Approximationen .  Goltin- 
gen,  1904).  11  est  curieux  que  M.  Lemoine  ne  connaisse  même 
pas  les  travaux  de  ses  compatriotes  Bravais,  Bienaymé  fl852), 
Bertrand  (6\  fl.  1888),  d'OcAONE  (6\  R.  1894  ;  Bull.  Soc.  Math, 
de  France,  1895]  ou  que  du  moins  il  ne  leur  accorde  aucune 
attention. 

Pour  jeter  un  coup  d'œil  dans  cet  ordre  d'idées,  je  m'at- 
tache au  problème  de  construction  exposé  au  commencement. 
Il  est  clair  que,  dans  Texécution  du  dessin,  il  n'est  nullement 
indifférent  que  Tangie  sous  lequel  se  coupent  les  deux  droi- 
tes données  soit  quelconque.  S'il  est  très  petit,  que  le  point 
A  est  donc  ce  qu'on  appelle  un  point  glissé^  on  est,  dès 
l'abord,  dans  le  doute  si  l'on  a  vraiment  mis  la  pointe  du 
compas  en  A  ;  il  est  pratiquement  impossible  de  distinguer 
le  point  A  des  points  voisins.  D'autre  part  la  construction 
finit  encore  par  devenir  impossible,  quand  les  points  E  et  E'' 
sont  trop  rapprochés  l'un  de  Tautre.  L'échaffaudage  d'une 
construction  géométrographique  apparaît  donc  nébuleux,  en  ce 
qui  concerne  l'exactitude  et  la  simplicité  d'une  construction  : 
elle  n'est  —  comme  dit  Jacob  Steiner  —  qu'une  construction 


Digitized  by 


Google 


DE    L'EXACTITUDE    DES    CONSTRUCTIONS  49 

exécutée  avec  la  langue.  Et  indiquer  une  construction  moins 
simple,  dans  un  cas  semblable,  serait  en  contradiction  fia* 
grante  avec  le  principe  de  la  Géométrograpbie  de   M.    Le- 

MOINE. 

Dans  la  théorie  des  erreurs  on  énonce  la  proposition  sui- 
vante :  Tous  les  points  de  même  probabilité  sont,  dans  Texé- 
cution  de  l'opération  Ci  pour  le  point  d'intersection  de 
deux  droites,  situés  sur  des  ellipses  concentriques  et  sem- 
hlablement  placées  autour  du  point  d'intersection  donné; 
ou  les  nomme  ellipses  d'erreurs;  cesile  théorème  de  Bravais, 
Si  Ton  prend  les  deux  droites  données  pour  axes  d'un  sys- 
Icme  de  coordonnées  obliques,  si  l'on  désigne,  en  outre, 
Tangle   compris   par  ca,  les  er-  y      y 

reurs  moyennes,  commises   en  /   _  >/__^_'^_ 

plaçant    la    pointe   du  compas,  /     /(    ^' 

])ar  rapport    à     chacune    des         ^ /     /    \  /' 

droites  par  m\  et  m%  —  sur  une                 /'    \  /     r' 
largeur  de   trait  de  0,10  à  0,15      --v----/Aw<c_ 

mm.,  ces  erreurs  movennes  va-       '     /      / 

Il  /       ^ 

nent,    selon    les   personnes    et 

les    circonstances,    entre  0,035  *^* 

«*t  0,060  mm.  —  et  k  étant   une   constante  arbitraire,    on    a 

pour  équation  de  l'ellipse  d'erreurs 

2      '  2    •     9 

mj        m\         siirw 

Pour  k^  =^  -^  ,  on  di  c(î  que  l'on  appelle  VelUpse  d'erreurs 

moyenne.  L'ellipse  est  inscrite  dans  le  parallélogramme 
formé  par  des  droites  parallèles  aux  axes,  et  coupant  ceux- 
ci  à  des  distances  zh  nn  et  di  w?2.  Dans  le  plus  important  des 
cas  particuliers,  c'est-à-dire  quand  on  a  :  m^  =  m%  =  m,  il 
vient,  pour  la  longueur  des  demi-axes  : 

Xv/i       ^   ,  km 

a  =  et  o  = 


8"^  2  "^^^^f 


Pour  ct>  =  90°,  on  a  donc  un  cercle  d'erreurs. 

La  définition  de  la  surface   d'erreurs,  pour  les  point  B  et 
C,  qui  sont  obtenus   par  l'intersection  de  chacune  des  deux 


L'Enseignement  mathém.,  9«  année  ;  1907. 
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droites  et  d'un  cercle,  est  plus  compliquée.  La  théorie  mon- 
tre ici  que  Ton  a  affaire  à  des  courbes  de  4'  ordre,  ce  que 
Ion  appelle  des  ovales  d'erreurs  de  4®  ordre.  Pour  le  point  E', 
îi  Tinlersection  de  deux  cercles,  la  surface  d'erreurs  est  li- 
mitée par  une  ovale  d'erreurs  de  8*  ordre. 

Enfin,  on  achève  la  construction  en  tirant  la  droite  EE'. 
Prenons  le  cas  le  plus  simple  :  les  deux  points  sont  détermi- 
nés chacun  par  Fintersection  de  deux  droites  perpendiculaires 
l'une  à  l'autre,  ou  mieux  que  cela,  supposons  les  deux  points 
donnés  comme  des  points  circulaires  marqués  au  crayon,  de 
telle  sorte  que  l'erreur  moyenne  est  la  même  dans  chaque  direc- 
tion, quand  on  applique  la  règle.  Alors  l'exactitude  de  toutes 
les  droites  joignant  les  deux  points  est  caractérisée  par  une 
série  d'hyperboles  homofocales,  telles  que  toutes  les  droites 
de  même  probabilité  enveloppent  chacune  des  hyperboles. 
1 /équation  de  ces  hyperboles  est: 

Elle  se  simplifie  lorsque  mi  =  m,  =  m  et  devient 


.=  t 


Fig.  3. 

Enfin,  il  nous  faut  encore  mentionner  l'exactitude  qui  ca- 
ractérise un  cercle  de  rayon  donné  et  tracé  autour  d'un 
|»oint  donné. 

Puisque  l'exactitude  de  l'opération  Ci  est  donnée  par  une 
série  de  surfaces  ou  courbes  d'erreurs,  ellipses  ou  ovales  d'er- 
reurs, il  s'ensuit  que  tous  les  cercles  de  même  probabilité 
enveloppent  une  courbe  parallèle  à  une  courbe  d'erreurs  du 
[)oint  centre.  Si,  en  particulier,  il  s'agit  de  l'ellipse  d'erreurs, 
les  courbes  parallèles  sont  nommées  les  toroïdes.  Le  pro- 
blème de  la  composition  de  deux  ou  plusieurs  de  ces  ellipses 
d'erreurs  a  été  traité  à  fond  et  généralisé  par  M.  d'OcAGNE; 
mais  les  formules  sont  très  compliquées. 

Les  travaux  cités  plus  haut  de  MM.  Mkhmke  et  HolzmOllek 
et  le   livre    tle  M.  Adlkr  sur  la   théorie   des  constructions 
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géométriques,  p.  268-301  (Leipzig,  Gôschen,  1906),  coinplè- 
lent  très  bien  cet  exposé. 

Pour  terminer  je  veux  attirer  l'attention  du  lecleur  sur  la 
copie  photographique  d'un  dessin,  exécuté  avec  les  instru- 
ments de  la  maison  Clemens  Riefler  par  l'ingénieur  Esseling; 
ce  dessin  représente  un  polygone  régulier  de  60  côtés,  avec 
toutes  ses  diagonales,  soit  en  tout  1770  droites.  Celte  construc- 
tion suggère  les  réflexions  les  plus  diverses,  par  exemple  sur 
le  rôle  joué  par  les  instruments,  dont  on  sait  la  perfection, 
comme  facteurs  essentiels  de  l'exactitude  d'une  construction 
géométrique;  elle  fait  encore  songer  à  l'habileté  du  dessina- 
teur et  à  son  équation  personnelle^  si  je  puis  m'exprimer 
ainsi. 


I Traduction  de  E.  PerelmuUer). 


Eni.  Haentzschel  (Berlin). 


EN  QUEL  SENS  ET  PAR   QUELLES   PREUVES   VALA- 
BLES POUVONS-NOUS  JUSTIFIER  LE  SYSTÈME 
DE  COPERNIC? 


«  Qui  veut  trop  prouver  ne  prouve  rien  »  dit  un  proverbe. 
Il  arrive  en  effet  qu'en  voulant  trop  étendre  la  portée  d'une 
démonstration  on  finit  par  lui  enlever  toute  signification.  Les 
preuves  invoquées  en  faveur  du  système  de  Copernic,  en 
fournissent  un  exemple  caractéristique,  du  moins  sous  la 
forme  qu'on  a  l'habitude  de  leur  donner. 

Nulle  part,  en  effet,  il  n'est  question  d'un  système  de  réfé- 
rence; on  raisonne  comme  s'il  était  possible  d'établir  que  la 
terre  possède  certains  mouvements  lui  appartenant  en  pro- 
pre, en  dehors  de  toute  relation  avec  des  repères. 

C'est  ainsi  qu'à  propos  du  mouvement  diurne,  il  est  d'usage 
constant  de  poser  le  dilemme  suivant:  Ou  bien  c'est  notre 
globe  qui  tourne  sur  lui-même,  ou  bien  c'est  le  reste  de 
rUnivers  qui  tourne  en  sens  contraire.  » 
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On  pourrail  demander  pour  quelles  raisons,  on  limite  notre 
choix  à  ces  deux  hypothèses  extrêmes,  ciel  immobile,  ou  terre 
immobile  ;  pourquoi  on  passe  sous  silence  la  série  infinie  des 
hypothèses  intermédiaires  où  ciel  et  terre  se  mouvraient  tous 
deux;  d'autant  que  d'un  point  de  vue  absolu,  il  n'est  même 
|)lus  permis  de  parler  du  ciel  comme  d'un  tout  indéformable. 
Mais,  nous  passerons  outre,  voulant  seulement  faire  remar- 
<|uer,  qu'en  l'absence  du  repère,  les  deux  hypothèses  ne  sont 
pas  distinctes.  Eut-on  même,  pour  éviter  le  dilemme,  posé  la 
(|uestion  sous  une  autre  forme,  et  demandé  simplement  si 
la  terre  tourne,  qu'elle  n'en  serait  pas  moins  restée  insoluble 
et  inintelligible,  parce  que  muette  sur  le  repère. 

Repos  et  mouvement  ne  sont  pas  en  effet,  des  qualités  in- 
hinsèques  des  corps;  ils  ne  sont  compréhensibles  et  n'onl 
(le  signification  définie  que  par  rapport  à  tel  ou  tel  système 
(le  comparaison.  Et,  dans  cet  ordre  d'idées  il  n'est  pas  plus 
«grossièrement  absurde  d'afïîrmer  que  c'est  le  corps,  le  fusil, 
le  chien,  les  arbres  et  tout  l'Univers,  qui  tournent  autour  de 
ru»il  droit  d'un  chasseur  inspectant  la  campagne,  que  d'attri- 
buer un  mouvement  propre  à  cet  œil  droit.  Ce  qui  nous 
donne  le  change,  c'est  l'habitude,  dans  laquelle  nous  nous 
trouvons,  de  rapporter  implicitement  tous  les  mouvements 
à  notre  corps  ou  à  la  terre.  Mais  si  nous  faisons  attention, 
c|ue  par  la  nature  même  de  la  question,  il  n'y  a  plus  ici 
<le  repère,  nous  reconnaîtrons  sans  difiiculté,  non  seule- 
ment que  les  deux  hypothèses  opposées  ne  sont  pas  dis- 
tinctes, mais  que  chacune  d'elles  est  privée  de  sens.  Il  n'y 
a  plus  de  réponse  saine  à  une  question  qui  ne  l'est  pas. 

Fort  heureusement,  la  valeur  scientifique  du  système  de 
Copernic  ne  dépend  en  rien  d'aflirmations  de  cet  ordre.  Elle 
tient  uniquement  à  la  richesse  des  relations  qu'il  établit.  Lu 
(xamen  même  sommaire,  nous  montrera  facilement  que  les 
raisons  par  les(|uelles  il  s'impose,  restent  entières,  quelles 
que  soient  nos  croyances,  plus  ou  moins  métaphysiques,  sur 
l'espace  absolu. 

(Vest  ainsi  que  les  analogies  révélées  par  les  lunettes  et 
\v  spectroscope  suggèrent  de  toutes  façons,  que  les  corps 
(  élestes  ne  sont  pas  d'une  autre  nature  que  les  corps  terres- 
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très;  et  que  la  terre,  loin  d'être  un  astre  privilégié,  n'est 
qu'une  planète  des  plus  ordinaires. 

Ce  résultat,  d'une  importance  considérable,  n'est  peut-èlro 
pas  toujours  apprécié  comme  il  le  mérite.  Si  les  corps  céles- 
tes et  les  corps  terrestres  n'étaient  pas  de  même  nature,  au- 
cune des  données  qui  nous  sont  rendues  familières  par  l'ob- 
servation habituelle  des  seconds  ne  serait  applicable  aux  pre- 
miers. En  particulier,  la  notion  de  poids  et  celle  de  masse  ne 
sV  étendraient  pas.  Nous  n'aurions  aucune  prise  sur  eux, 
puisque  le  (il  de  l'induction  serait  rompu. 

Quand  nous  nous  étonnons  parfois  de  voir  que  Ptolémée 
n'hésite  pas  à  faire  tourner  le  soleil,  ce  globe  immense  par 
rapport  à  noire  globe,  c'est  que  nous  oublions  que  pour  lui 
le  soleil  n'avait  pas  de  masse.  C'était  une  flamme  qui  pou- 
vait, sans  contradiction,  réunir  l'énormité  à  la  mobilité  la 
plus  grande.  Voilà  ce  qui  explique  aussi  la  pauvreté  des  ar- 
guments que  Copernic  fit  valoir  pour  rendre  vraisemblable 
le  système  auquel  nous  avons  attaché  son  nom,  et  pourquoi 
Tvcho  Brahé  crut  pouvoir  l'abandonner.  Cela  est  si  vrai,  que, 
tout  en  faisant  tourner  Jupiter  qu'il  estime  14  fois  plus  gros 
que  la  terre,  Tyrho  Brahé  déclare  que  notre  globe  est  mani- 
festement trop  lourd  pour  être  propre  au  mouvement. 

L'illustre  chancelier  Bacon,  le  contemporain  de  Galilée, 
pose  encore  le  problème  de  la  nature  corporelle  de  la  lune. 
«  Supposons  qu'il  s'agisse  de  savoir,  si  la  lune  est  une  sub- 
«  stance  ténue  et  analogue  à  celle  de  la  flamme  ou  de  l'air, 
«  comme  Font  pensé  un  assez  grand  nombre  de  philosophes 
«  anciens,  ou  si  c'est  un  corps  dense  et  solide  comme  le 
«  pensent  Gilbert  et  quelques  modernes.  »  Et  il  indique 
quelles  observations  on  pourrait  faire  pour  trancher  la  ques- 
tion ;  observations  auxquelles  il  n'accorde  d'ailleurs,  pas  lui- 
même  grande  confiance,  puisqu'il  espère  en  trouver  de 
meilleures. 

Les  observations  de  Galilée  marquent  une  date  capitale  dans 
l'histoire  de  l'astronomie,  et,  somme  toute,  l'étude  télesco- 
piqueK)u  spectroscopique  des  astres  fournit  l'une  des  meil- 
leures preuves  que  l'on  puisse  invoquer  en  faveur  du  système 
de  Copernic.  C'est  en  même  lemps  Time  des  plus  simples. 
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des  plus  Frappantes;  bien  plus  inimédiatement  accessible  que 
ne  le  sont  celles  tirées  de  la  mécanique. 

Celles-ci  en  effet,  ne  peuvent  être  qu'indirectes  ;  dans  toutes: 

On  part  d'un  fait  général,  autrement  dit,  d'une  loi  —  loi  de 
mouvement  relative  à  la  terre  ; 

puis  on  remarque  que  certains  laits  qui  échappent  à  cette 
loi,  y  obéiraient,  au  contraire,  si  Ton  pouvait,  sans  altérer  la 
loi,  substituer  à  la  terre  un  repère  lié  aux  étoiles  ; 

enfin,  on  reconnaît  qu'au  degré  de  précision  des  expérien- 
ces, cette  substitution  est  permise  et  qu'il  convient,  par  suite, 
de  la  faire. 

Par  exemple: 

Des  expériences  sur  la  forme  d'équilibre  d'une  masse  flui- 
de en  rotation,  soustraite  à  l'action  de  la  pesanteur,  nous 
conduisent  à  énoncer  la  loi  suivante:  «Quand  une  masse 
«fluide,  soustraite  à  toute  action  extérieure,  prend  la  forme 
«d'un  ellipsoïde  de  révolution  aplati,  c'est  qu'elle  tourne 
«  par  rapport  à  la  terre.  » 

D'un  autre  côté,  nous  savons  que  notre  globe  a  précisé- 
ment cette  forme.  Il  ne  saurait  être  question  de  rattacher  ce 
fait  à  la  loi  précédente  tant  (|ue  nous  conservons  la  terre 
comme  repère;  mais  celte  loi  ne  serait-elle  pas  susceptible 
d'une  retouche?  La  forme  indiquée  ne  serait-elle  pas  l'indice 
d'une  gyration  par  rapport  au  ciel,  plutôt  que  d'une  gyration 
par  rapport  à  la  terre  ? 

Au  degré  de  précision  de  nos  expériences,  rien  ne  s'oppose 
à  cette  manière  de  voir;  rien  ne  s'oppose  donc  à  ce  que 
nous  fassions  dépendre  d'une  même  loi  la  forme  de  la  terre 
et  celle  de  nos  fluides,  et  que,  dans  cette  vue,  nous  rappor- 
tions tous  les  mouvements  à  un  repère  par  rapport  auquel  la 
terre  tourne.  Grâce  à  ce  choix,  la  configuration  de  notre  pla- 
nète trouve  son  explication. 

On  pourrait  citer  d'autres  exemples  ;  mais  à  les  passer 
ainsi  successivement  en  revue,  on  ne  peut  demandera  cha- 
cun d'eux  tout  ce  qu'il  pourrait  donner.  En  les  isolant  les 
uns  des  autres,  et  surtout  des  principes  de  la  dynamique,  on 
les  mutile.  Il  devient  même  diflicile  de  prouver  que  la  terre 
circule  par  rapport  au  repère  choisi.  C'est  qu'en  fait,  l'his- 
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loire  le  démontre,  la  question  des  niouvemenls  de  la  terre 
est  inlimenient  liée  à  celle  des  principes  de  la  mécanique; 
et,  logiquement,  Tun  des  premiers  chapitres  de  toute  méca- 
nique devrait  être  un  chapitre  d'astronomie. 

Aussi  pour  donner  aux  preuves  toute  leur  puissance  dé- 
monstrative; pour  bien  faire  ressortir  jusqu'à  quel  point  s'im- 
pose le  changement  de  repère  qu'elles  appellent,  convienl-ii 
de  ne  pas  les  séparer,  mais  de  les  considérer  ensemble  dans 
le  rapports  avec  les  principes.  Un  seul  argument  désisif  rem- 
portera toujours  sur  plusieurs  petites  raisons. 

1**  Des  expériences,  dans  lesquelles  le  repère  est  naturel- 
lement la  terre  —  expériences  sur  la  chute  des  corp's,  le 
mouvement  des  projectiles,  les  forces  centrifuges,  etc.  — 
mêmes  expériences  répétées  en  bateau,  en  ballon,  sur  les 
chevaux  de  bois  etc.,  suggèrent  la  loi  d'inertie  exprimée  par 
Téquation  vectorielle  F  = /«  J,  et  la  loi  suivant  la(|uelle  les 
forces  se  composent  comme  des  vecteurs. 

D'autre  part,  l'observation,  mais  surtout  nos  réflexions  sur 
la  notion  de  force,  nous  montrent  que  toutes  les  forces  ont  au 
moins  deux  bouts.  Nous  les  appelons  respectivement  action  et 
réaction,  et  pour  ne  pas  oublier  qu'action  et  réaction  ne  sont 
que  deux  aspects  différents  de  la  même  chose,  nous  posons 
en  prim'ipe  qu'il  y  a  toujours  égalité  entre  Faction  et  la 
réaction. 

En  possession  de  ces  principes,  nous  pouvons  les  utiliser 
à  résoudre  les  problèmes  les  plus  variés,  réels  ou  imaginai- 
res. Comme  toutes  les  fois  qu'une  vérification  est  possible, 
elle  confirme  les  solutions  obtenues,  on  peut  considérer  ces 
principes  comme  étant  l'extrait,  la  quintessence  d'une  infi- 
nité d'observations  qu'ils  résument. 

2®  Parmi  les  problèmes  (|u'on  peut  ainsi  se  poser,  il  en  est 
un  d'une  importance  capitale  à  la  solution  duquel  Newton  a 
consacré  la  meilleure  part  de  son  génie. 

Ayant  assimilé  la  lune  à  im  corps  pesant,  il  avait  reconnu 
qu'on  pouvait  expliquer  —  à  quelques  irrégularités  près  —  son 
mouvement,  sous  la  seule  condition  d'admettre  que  la  force 
de  pesanteur  qui  sollicite  les  corps  vers  le  centre  de  la  terre, 
varie  en  raison  inverse  du  carré  des  distances.  Au  contraire». 
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il  était  impossible,  à  Taide  celte  même  loi,  ou  plus  générale- 
ment de  forces  centrales,  et  par  les  principes  de  la  mécani- 
que, de  rendre  compte,  même  grossièrement,  des  mouvc- 
menls  des  autres  corps  célestes. 

Mais  —  et  voici  le  point  essentiel  —  il  démontra  qu'on  y 
parvenait,  et  de  la  façon  la  plus  complète,  la  plus  merveil- 
leuse, lorsque  au  lieu  de  rapporter  tous  les  mouvements  à  la 
terre,  on  les  rapporte  à  un  trièdre  lié  aux  étoiles.  Les  déve- 
loppements ultérieurs  de  Tastronomie  n'ont  fait  que  confir- 
mer, étendre,  approfondir  ce  résultat.  Les  déplacements  rela- 
tifs de  la  terre,  de  la  lune,  des  planètes  et  de  leurs  satellites, 
du  soleil  et  des  étoiles,  peuvent  alors  èlre  décrits,  calculés, 
prévus  dans  leurs  moindres  détails  et  jusque  dans  leurs  irré- 
gularités les  plus  difficilement  observables. 

Ajoutons,  pour  n'y  plus  revenir,  qu'il  n'est  pas  jusqu'à 
l'aberration  des  étoiles  qui  ne  s'explique  en  supposant 
l'élher  lié  au  repère. 

Enfin,  par  surcroît,  l'aplatissement  de  la  terre,  la  diminu- 
tion de  la  pesanteur  quand  on  se  dirige  vers  l'équateur,  la 
direction  générale  des  vents  alizés,  la  gyration  des  cyclones, 
le  phénomème  des  marées  etc.,  trouvent  du  même  coup  leur 
explication. 

3"  Ces  coïncidences  seraient  extraordinaires,  invraisserabla- 
bles,  si  elles  étaient  fortuites.  Elles  deviennent  naturelles 
au  contraire  si  les  résultats  des  expériences  d'où  sont  sortis 
les  principes  de  la  dynamique  n'étaient  modifiés  que  d'une 
façon  imperceptible,. quand,  au  lieu  de  rapporter  les  mouve- 
ments au  sol  on  les  rapporte  au  ciel.  Nous  nous  serions  alors 
simplement  trompés  de  repère. 

Or  le  calcul  montre  (|ue  cette  modification  est  absolument 
inaccessible  aux  procédés  d'investigation  communément  em- 
ployés. Il  faudrait,  dès  lors,  être  irrationnel,  déraisonnable, 
dénué  de  lout  esprit  scientifique,  pour  ne  pas  considérer 
comme  élabli,  que  le  repère  de  la  dynamique  est  un  repère 
lié  aux  étoiles.  Je  n'ose  dire  illogique,  je  n'ose  dire  ab- 
surde, parce  que  une  pareille  attitude  n'aurait  rien  de  contra- 
dictoire. Mais  ce  serait  celle  de  l'homme  qui  soutient  «  qu'une 
«  coquille  d'huître  fossile  n'a  jamnis  été  habitée  parunehuître 
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w  vivante,  qu'elle  a  est  qu'une  ronrréation  minérale,  un  jeu 
«  (le  la  nature  »  et  cpmme  te  fait  remarquer  Huxley,  quand 
on  se  trouve  en  présence  de  gens,  chez  qui  se  manifeste  un 
pareil  état  d'esprit,  il  vaut  mieux  les  laisser  tranquilles. 

I-t  pourtant  on  a  réussi  à  pousser  la  preuve  encore  plus 
loin.  En  se  plaçant  dans  des  conditions  toutes  spéciales, 
combinées  à  dessein  en  vue  du  but  à  atteindre —  pendule  et 
gyroscope  de  Foucault,  barogyroscope  de  Gilbert,  dispositifs 
pour  étudier  la  déviation  vers  Test  des  corps  qui  tombent  de 
haut,  etc. — en  s'armant  de  patience,  ou  de  microscopes,  on 
est  parvenu  à  saisir,  pour  ainsi  dire  sur  le  vif,  les  perturba- 
tions minimes  apportées  par  la  rotation  de  noire  globe  aux 
lois  de  la  dynamique  terrestre. 

Si  après  cela  quelqu'un  vient  nous  dire  que  la  réalité  du 
système  de  Copernic,  et  par  conséquent  celle  des  mouve- 
ments de  la  terre  ne  sont  pas  démontrés,  envoyons-le  faire 
une  cure  de  métaphysique. 

Démontre-t-on,  en  science,  la  réalité  des  objets  extérieurs  ? 
Quoiqu'en  ait  dit  l'académicien,  qui  proclama  naguère  la 
faillite  de  la  science,  on  ne  la  postule  même  pas. 

(3n  peut  s'occuper  d'un  groupe  persistant  de  sensations, 
sans  qu'on  ait  besoin  de  savoir  si  derrière  cet  assemblage,  il 
y  a  quelque  réalité  cachée,  immuable,  absolue,  inaccessible. 
Et  ce  (|ue  la  science  ne  fait  pas  pour  l'existence  des  corps, 
pourquoi  le  ferait-elle  quand  il  s'agit  de  leur   mouvement? 

G.  Andhallt  (Grenoble). 
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Monsieur, 

Je  viens  crouvrir  votre  volume  U Athéisme  et  d'en  feuilleter 
les  premières  pages.  Je  crois  bien  que  sur  un  grand  nombre  de 
points  je  serais  d'accord  avec  vous.  C'est  un  motif  de  plus  pour 
relever  ce  qui  me  semble  une  hérésie  scientifique,  et  ce  qui  n*est 
peut-être  au  fond  qu'un  malentendu  tenant  à  l'imperfection  de 
notre  langue. 

Dans  votre  Dédicace  à  votre  ancien  professeur,  mon  ami  Alfred 
(liard,  vous  dites  pag.  Il  :  «  les  mathématiques  sont  finies;  la  bia- 
iogiey  an  contraire  commence  on  ça  commencer,  » 

Un  peu  plus  loin  p.  12  ,  revenant  sur  la  même  idée,  vous 
vous  exprimez  ainsi  :  «  Les  sciences  naturelles  ne  sont  pas  comme 
les  mathématiques;  elles  ne  sont  pas  faites  ». 

Le  mot  «  finir  »  a  deux  sens  très  différents.  On  est  fini  quand 
on  est  mort.  Une  œuvre  est  finie  quand  elle  est  achevée,  quand 
Tauteur  n'y  voit  plus  de  retouches  à  faire.  Je  crois  bien  que  c'est 
dans  ce  dernier  sens  qu'il  faut  prendre  l'affirmation  que  vous 
produisez.  Votre  seconde  citation  me  parait  le  démontrer. 

U'est  donc  cette  interprétation  que  j'adopte;  et,  l'ayant  adoptée, 
je  viens  vous  demander  à  vous  savant,  à  vous  philosophe:  croyez 
vous  vraiment,  en  toute  sincérité  intellectuelle,  que  la  science 
mathématique  soit  aclievée,  complète,  parfaite?  Je  vais  plus  loin  : 
croyez  vous  que,  d'une  science,  on  puisse  jamais  dire  qu'elle  est 
achevée? 

Si  telle  n'est  pas  votre  pensée,  vous  ne  vous  êtes  pas  exprimé 
assez  clairement,  ou  plutôt  je  n'ai  pas  su  vous  comprendre. 

Si  au  contraire  vous   me  répondez  afïirmativement,  permettez 


^  J'ai  tenu  à  ne  publier  relto  lettre  qu'avrc  le  fonsenlenicnt  do  M.  L»  Dantcc.  U  a  bien  voulu 
nie  l'accorder,  par  une  lettre  dos  plut  aimabios.  dans  laquelle,  après  avoir  exprima  Tidéo 
qu'il  existe  un  inalentvndu,  il  ajoute  : 

(f  J'ai  voulu  dire  que  dans  rét;«t  actuel  des  choses,  il  peut  y  avoir  un  cnseig^nemeut  s<>con- 
h  daire  des  mathématiques.  Les  vérités  ét^iblies  en  mathématiques  ne  seront  pas  infirmées  par 
a  les  découvertes  ultérieures.  //  y  a  des  mathématiques  qui  sont  finies.  Voilà  ce  que  j'aurais  dû 
«  «'écrire.  Kn  sciences  naturelles,  on  n'en  saurait  dire  autant  h. 

Je  ne  suis  peut-être  pas  tout  à  fait  d'accord  avec  l'éminent  biologiste,  même  après  cctli^ 
explication,  mais  une  discussion  nouvelle  entraînerait  trop  loin  et  deviendrait  vaine.  L'im- 
portant pour  le  lecteur,  c'est    que  les  idées  du   chacun   soient  clairement  mises  en  présence. 

lin  tous  cas,  j'adpesHc  a  M.  Le  Dantec  mes  remercieuients  bien  sincères  pour  la  bonne  grAn* 
avec  laquelle  il  s'est  prêté  à  cotte  discussion  courtoise.  C  A.  L. 
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moi  de  vous  dire  que  cela  démontrerait  la  pauvreté  philosophique 
de  renseignement  mathématique  que  vous  reçûtes  jadis. 

Vous  avez  dû,  comme  tous  nos  contemporains,  vous  spécia- 
liser, et  je  m*en  réjouis  pour  la  biologie,  mais  ne  vous  est  il  resté 
vraiment  dans  Tesprit,  en  matière  mathématique,  que  le  souvenir 
des  procédés  ou  des  méthodes  inscrites  dans  un  livre  au  bout  du- 
quel  on  pourrait  mettre  le  mot  :  Fin? 

Vous  me  rapelleriez  alors  ces  jeunes  enfants  auxquels  j'ai  par- 
fois demandé  :  que  savez  vous  en  mathématique  ?,  me  répondant 
avec  candeur:  Je  sais  toute  l'arithmétique.  A  quoi  j'ai  toujours 
été  tenté  de  répondre  à  mon  tour  :  Vous  êtes  bien  heureux!  . 

Ce  rapprochement  n'est  pas  pour  froisser  un  esprit  tel  que  le 
v€^tre,  car  il  n'est  pas  donné  à  tout  le  monde  de  conserver  la  sou- 
plesse cérébrale  de  l'enfant. 

Mais  si  vous  persistiez  à  prétendre  que  la  science  mathématique 
est  faitey  dans  le  sens  que  j'ai  essayé  de  préciser,  ne  serait-on  pas 
en  droit  de  vous  demander  encore  depuis  quand  ?  quel  est  le  jour, 
(|uelle  est  la  minute  précise  où  fut  dit  le  dernier  mot? 

Si  c'est  au  lendemain  de  l'invention  du  calcul  infinitésimal, 
Lagrange  ne  compte  plus  ;  si  c'est  après  Lagrange,  il  faut  supprimer 
Cauchy  ;  si  c'est  hier,  tous  les  travaux  publiés  en  ce  moment  dans 
le  monde  entier  se  réduisent  à  rien. 

l.a  vérité,  croyez  le  bien,  c'est  quVn  mathématique,  comme 
partout,  nous  savons  bien  peu  de  chose.  Rien  que  dans  le  do- 
maine de  l'arithmétique  élémentaire,  la  succession  des  nombres 
premiers  reste  jusqu'ici  un  impénétrable  mystère.  Des  questions 
d'apparence  simple  ont  résisté  aux  tentatives  de  plusieurs  géné- 
rations. 

D'un  autre  cûté,  les  sciences  physiques  ^et  peut  être  demain 
les  sciences  naturelles)  viennent  poser  chaque  jour  des  problèmes 
nouveaux  et  appellent  à  leur  aide  la  science  mathématique,  pour 
en  formuler  la  solution,  pour  préciser  l'énoncé  des^lois  qui  régis- 
sent les  phénomènes.  Kst-il  sérieusement  possible  d'afïirmer,  dans 
les  conditions  présentes,  que  la  tâche  est  finie  ?  H  ne  nous  resterait 
plus  alors  qu'à  nous  asseoir  pour  la  contemplerdans  sa  splendeur. 
Dès  lors,  l'effort  cesserait.  Kt  c'est  ici  que  j'appelle  particu- 
lièrement votre  attention,  car  vous  allez  voir  s'effacer  la  distinc- 
tion grammaticale  indiquée  plus  haut.  Les  recherches  s'arrê- 
tant,  la  science  mathématique  étant  considérée  comme  parfaite, 
aucun  progrès  ne  s'accomplirait  plus,  et  elle  serait  visiblement 
finie j  dans  le  sens  vulgaire. 

On  peut  même  à  mon  avis  formuler  cette  proposition  :  Toute 
science  achevée  est  une  science  morte.  Et  y  ajouter  cette  prophé- 
tie facile  :  Il  n'y  aura  jamais  de  science  achevée,  tant  que  la  curio- 
sité de  l'esprit  existera  chez  l'être  humain. 

Les  phénomènes  physiques    ou    biologiques,    les  lois  qui   les 
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rattachent  les  uns  aux  autres,  les  vérités  mathémathiques  sont  en 
nombre  infini.  De  tout  ce  chaos,  nous  avons  exploré  des  coins  in- 
signifiants. Dans  cette  formidable  obscurité,  c*est  à  peine  si  nous 
avons  pu  projeter  quelques  rayons  de  lumière.  Travaillons  en- 
semble à  élargir  le  champ  de  nos  investigations,  indéfiniment 
ouvert  devant  nous.  Venons  les  uns  vers  les  autres,  dans  une  in- 
tention sincère  de  secours  réciproque,  au  lieu  de  nous  cantonner 
dans  nos  petits  compartiments  artificiels.  Tout  évolue  :  individus, 
et  doctrines  aussi  ;  tout  ce  meut,  tout  se  transforme.  Une  science 
qui  cesserait  d'évoluer  cesserait  d'exister. 

Vous  pardonnerez  ces  observations  à  un  vieux  compatriote 
(car  je  suis  Breton  moi  aussi;  qui  n'a  pas  eu  Toccasion  d'entrer  en 
relations  personnelles  avec  vous,  mais  qui  a  suivi  depuis  longtemps 
les  étapes  de  votre  brillante  carrière  scientifique.  Elles  vous 
prouveront  l'importance  que  j'attache  à  ce  que  vous  écrivez,  puisque 
j'y  vois  un  danger  possible. 

Pour  dire  toute  la  vérité,  ma  méfiance  et  mes  craintes  se  sont 
accrues,  en  vous  voyant  placer  votre  œuvre,  vous  homme  de  science, 
sons  la  protection  de  cette  épigraphe  anti-scientifique:  «  Ce  qu'il 
y  a  de  terrible  quand  on  cherche  la  vérité,  c'est  qu'on  la  trouve  ». 

C'est  un  mot  de  littérateur  paradoxal,  dénotant  une  mécon- 
naissance totale  des  conditions  de  la  recherche  scientifique.  Le 
paradoxe  serait  plus  juste  en  le  retournant  ainsi  :  «  Ce  qu'il  y  a 
d'heureux  quand  on  cherche  la  vérité,  c'est  qu'on  n'en  trouve 
qu'une  partie.  » 

Veuillez  croire.  Monsieur,  à  ma  profonde  estime. 

C.  A.  Laisaxt. 
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Vues  stéréoscopiques  pour  renseignement  de  la  Géométrie  * 

13.  —  Les  recherches  de  M.  Estanave  sur  le  relief  stèrèoscopi- 
que,  —  Dans  une  conférence  faite  à  la  Sorbonne,  le  17  mars  190<i, 
sous  la  présidence  de  M.  Appell,doyen  de  la  Faculté  des  Sciences, 
M.  EsTANAVE  a  examiné  la  Stéréophotographie  par  le  procédé  des 
rèseaiLV^.  Après  avoir  fait  ressortir  les  avantages  de  la  stéréopho- 
tographie comme  complément  indispensable  de  la  photographie 
ordinaire,  il  rappelle  qu'au  point  de  vue  physiologique  la  sensa- 
tion du  relief  résulte  de  la  synthèse  intime  qui  se  fait  dans  le 
cerveau,  des  images  légèrement  différentes  que  procurent  chacun 
des  yeux.  «  Dans  la  vision  stéréoscopique,  dit-il,  nous  sommes 
obligés  de  regarder  deux  objets  identiques  sensiblement  pour  les 
fusionner  et  apprécier  limage  résultant  de  leur  fusion,  »  Il  s^agira 
donc  de  produire  sur  chacune  de  nos 
rétines  une  impression  identique  à 
celle  que  produit  Tobjet  lumineux. 
Coupons  par  un  plan  quelconque  P 
ifig.  1)  les  rayons  allant  de  l'objet  S 
à  chacun  des  yeux  0  et  O'  et  aux 
points  d'intersection  «,  s'  reprodui- 
sons l'image  de  l'objet  telle  qu'elle 
doit  être  en  ces  points,  L'observa- 
teur ayant  ses  yeux  en  O,  O'  aura  la 
sensation  de  la  vision  directe  de 
l'objet  S  avec  ses  dimensions.  C'est  à 
cet  écartement  e  de  deux  images  cor- 
respondant à  un  même  point  que 
Helmholtz  a  donné  le  nom  de  parai-  ^^' 

laxe  stéréoscopique,  M.  Estanave  en  établit  la  formule  par  une 
méthode  très  simple  que  nous  croyons  utile  de  reproduire  ici, 
car  elle  permet  de  se  rendre  compte  des  règles  données  empi- 
riquement par  M. Berdeli.é  (L'Zf/iA-./w^^A.,  p.  475,  1906'  sur  l'établis- 
sement des  vues  stéréoscopiques. 

Soit  xoz  le  plan  du  dessin,  et  supposons  OetO'  dans  le  plan  ho- 


'  Voir  L'Enseignetn,  mathèm.  8'  aanôe,  1906,  n*  5,  p.  385-390  ;  n*  B,  p.  475-^78. 
■  Voir  le  BuU.  ScUnti/lçue  publié  par  l'Assoc.  amicale  des  Elrves  et  nncienn  «'lèves  d»*  la 
Faculté  des  Sciences  de  Pari».  1906,  n"  3,  p.  89-99. 
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rizontal.  Désignons  par  a,  —  /3,  7  les  coordonnées  de  S  et  a,  b^  o:, 
fa',  by  o)  celles  des  points  O  et  O'.  l.es  équations  des  rayons  SO  et 
SO'  sont  respectivement  : 

X  —  a  y  —  b  -  X  —  a'  r  —   b  z 

a  —  a         ^-f-p         —  7    '         a'  —  a  6-|-j3         —  7 

l^es  coordonnées  des  points  s  et  s'  seront 

b  (a  —  ay 

-TTT  ■      ■  =  "  • 

,         b  [a*  —    a)  ,  b  1 

,.s,        .=a-   -j^p^    .         /  =  o    .        --=r+-p- 

Si  le  point  S  s'éloigne  du  plan  du  dessin,/? grandit  indéliniment 
et  les  abscisses  des  points  «  et  .ir' deviennent  a  et  a'.  Supposons  que 
les  deux  images  constituées  par  des  points  analogues  à  5  et  ^  soient 
dessinées  sur  deux  plans  coïncidants  et  laissant  Hxe  le  plan  qui 
contient  l'image  «,  faisons  glisser  le  plan  de  Tîmage  s'  de  façon  à 
faire  coïncider  les  images  du  point  à  Tinfini  dans  la  direction  de 
Taxe  des  1/,  11  faut  pour  cela  déplacer  le  plan  mobile  de  la  quan- 
tité a  — a\  par  suite  les  coordonnées  de  la  nouvelle  position  du 
point  seront 

_  b  (a'  —  g)  ,  _  ,  _      b  7 

celles  du  point  s  restant  les  mêmes. 

La  parallaxe  stéréoscopique,  autrement  dit  Técartement  des 
deux  images  d'un  même  point  S  dans  cette  nouvelle  position  sera 

X  —  X  .,  c  est-a-dire  —, — r—K-  • 

En  désignant  par  q  la  distance  de  l'objet  S  au  plan  parallèle  au 
plan  du  dessin  et  passant  par  les  yeux,  on  a  ô  +  jî  =  ç,  en  dési- 
gnant  par   2a  Técartement    a  —  a'   des   yeux,    on   a   la    formule 

e  =  —  ,  o\\  b  est  la  distance  des  yeux  au  plan  du  dessin. 

Il  résulte  de  là  que  la  parallaxe  stéréoscopique  est  la  même  pour 
tous  les  points  de  l'objet  qui  sont  à  une  même  distance  du  plan 
du  dessin  ;  qu'elle  augmente  en  proportion  directe  de  la  distance 
entre  les  deux  yeux  et  en  raison  inverse  de  la  distance  de  l'objet 
au  plan  parallèle  du  dessin  et  passant  par  les  yeux.  Dans  la  pho- 
tographie stéréoscopique  le  plan  du  dessin  est  constitué  par  la 
plaque  photographique  et  les  yeux  sont  figurés  par  les  objectifs... 

En  résumé,  pour  obtenir  le  relief  il  faut  obsen^er  binoculaire- 
ment  deux  épreuves,  mais  de  telle  façon  que  Tœil  droit  ne  voie  que 
Vèpreuve  qui  correspond  à  Vivil  droit  et  de  même  pour  Vœil 
gauche. 
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En  se  basant  sur  ces  conditions  M.  Eslanave  a  imaginé  un  écran 
spécial  de  projection  *  sur  lequel  on  projette  deux  images  stéréos- 
copiques  de  façon  à  mettre  en  coïncidence  les  points  les  plus  éloi- 
gnés. En  regardant  par  transparence  sur  cet  écran,  aune  distance 
convenable,  cbaque  œil  perçoit  Tune  des  images  à  Texclusion  de 
l'autre  et  le  relief  apparaît. 

Le  dispositif  donné  par  M.  Estanave  permet  «  1°  d'obtenir  dos 
sléréogrammes  de  grand  format  en  partant  de  vues  stéréoscopi- 
ques  ordinaires;  2°  de  projeter  les  images  stéréoscopiques,  agran- 
dies, et  avec  le  relief  et  aussi  les  images  des  objets  opaques  ;  les 
images  projetées  pouvant  être  observées  simultanément  par  plu- 
sieurs personnes.  »  H.  F. 


Démonstrations  et  explications  dans  renseignement  élémentaire. 

Dans  la  plupart  des  pays  où  se  cultivent  les  sciences  exactes,  il 
existe  de  nos  jours  de  bons  manuels  dont  les  auteurs  sont  à  la  fois 
de  véritables  mathématiciens  et  d'excellents  professeurs.  Comment 
se  peut-il  alors  que  des  ouvrages  tels  que  celui  que  signale  le 
Supplemento  al  Periodico  di  Matematica  (nov.  1906)  puissent 
pénétrer  dans  les  écoles  avec  l'approbation  des  autorités  ?  L'Italie 
possède  pourtant  de  bons  mathématiciens  dans  les  divers  degrés 
de  l'enseignement  ;  aucun  d'entr'eux  ne  peut  avoir  appuyé 
y Ariimetica  di  A.  Spinelli  d'Agro  ad  uso  délie  classi  V  et  VI  ele- 
mentariy  récemment  adopté  dans  les  écoles  élémentaires  italien- 
nes. Nous  empruntons  à  notre  confrère  les  extraits  ci-dessous 
qu'il  publie  sous  le  titre  Per  ridere  : 

Page  '20 >  —  Droite  et  plan,  Perpendicularitè,  —  «  Soit  donné  un 
plan^  par  exemple  la  figure  i  (CDE)j  sur  le  centre  duquel  on  tire  la 
droite  AB.  Cette  droite  sera  perpendiculaire  au  plan  proposé  ».•     . 

«  Lorsqu'une  droite  rencontre  un  plan  et  dautres  droites  on 
V appelle  oblique.  Voyez  la  fîg.  2.  La  droite  AB  est  oblique  au.v 
points  [CDEF)  ». 

Pag,  27.  —  «  Un  plan  est  perpendiculaire  à  un  autre  plan  lorsque 
chacun  d'eux  contient  une  parallèle  aux  autres  » 

Il  est  à  noter  que  ce  livre,  comme  le  remarque  le  Supplemento, 
a  été  «  approuvé  »  par  les  commissions  scolaires  provinciales,  et 
même  par  le  Ministère  ! 


'  Le  relief  stèréoscopiqut  en  projection  par  Ici  réseaux  lignes,  Toiiiptes  rendus  de  l'Aca- 
dtMnie  des  Sciences  de  Paris.  24  oct.  1906. 
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(domine  notre  confrère,  nous  tenons  à  ajouter  que  nous  signa- 
lons cet  ouvrage,  non  pas  par  animosité  contre  Fauteur,  mais  uni- 
ffuement  dans  le  but  d*étre  utile  à  renseignement  mathémathique. 

Dans  ce  même  ordre  d'idées  voici  un  autre  exemple  bien  carac- 
téristique. 11  nous  est  fourni  parla  note  adressée  par  M.  Ch.-Ed» 
CfUiLLAi'ME,  directeur-adjoint  du  Bureau  international  des  Poids 
t'I  Mesures,  à  la  Rei>tie  générale  des  Sciences  •  n®  du  30  octobre  lîKXi, 
p.  877-878  ,  et  dont  voici  un  extrait  : 

A  propos  d'un  livre  récent.  —  «  Parmi  ceux  qui  aiment  à  la  fois 
les  enfants  et  l'arithmétique,  la  conviction  est  depuis  longtemps 
faite  qu'une  bonne  partie  de  l'aversion  de  beaucoup  de  jeunes 
esprits  pour  le  calcul  tient  surtout  à  ce  que  renseignement  en  est 
formaliste  et  guindé  ;  que  tantôt  il  fait  appel  à  la  mémoire  pure, 
tantôt  à  des  raisonnements  abstraits  ;  et,  dans  un  cas  comme  dans 
l'autre,  il  ne  reste  dans  l'intelligence  de  Tenfant  que  des  recettes 
appliquées  avec  plus  ou  moins  de  discernement  aux  problèmes 
([iii  lui  sont  posés. 

Il  suffît  de  se  renseigner  sur  les  démonstrations  données  dans 
la  plupart  des  classes  d'arithmétique  pour  se  convaincre  que  ce 
sont,  pour  la  plupart,  de  véritables  trompe-ranl,  par  lesquels  on 
ne  fait  que  répéter,  sous  une  forme  alambiquée,  l'énoncé  du  théo- 
rème que  Ton  prétend  prouver.  Autant  vaut,  dès  lors,  l'apprendre 
comme  un  credo. 

«  (/exemple  que  voici  me  semble  instructif.  Un  jeune  élève  de 
sixii^me  me  disait  un  jour  :  On  nous  démontre  que  lorsqu'on  mul- 
tiplie les  deux  termes  d'une  fraction  par  un  même  nombre  on  ne 
change  pas  la  valeur  de  la  fraction  ;  mais  je  n'ai  rien  compris  ii 
la  démonstration. 

—  Pourriez-vous  la  répéter  ? 

—  Voici.  Soit  la  fraction  '■\l.^,  «je  multiplie  le  numérateur  et  le  dé- 
nominateur par  4  et  j'obtiens  la  fraction  '*/«'  ^"*  ^^^  égale  à  ^/^, 
ce  (|u'il  fallait  démontrer.  »  Il  me  semble  qu'on  ne  fait  que  dire 
rc  qu'on  veut  prouver. 

Je  pensai  que  l'enfant  avait  mal  retenu  la  démonstration,  je  lui 
demandai  son  livre;  il  l'avait  répétée  textuellement. 
Je  la  repris  dans  les  termes  suivants  ; 

—  Voici  un  gâteau  que  je  ])artage  en  cincj  parties  égales  ;  je  vous 
en  donne  trois  :  quelle  fraction  du  gâteau  avez-vous  ? 

~  Les  trois  cincpiièmes. 

—  Bien  ;  et  maintenant  je  divise  chacune  des  parts  du  gâteau  en 
(juatre  parties  égales.  (Quelle  fraction  du  gâteau  formera  chacune 
(les  nouvelles  parties  ? 

—  Un  vingtième. 

—  Reprenez  ce  que  vous  aviez  tout  à  l'heure,  et  voyez  combien 
\ous  avez  de  nouvelles  parts  du  gâteau. 
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—  J'en  ai  douze. 

—  Quelle  fraction  de  gâteau  possédez-vous  ? 

—  Les  douze  vingtièmes. 

—  Qui  sont  égaux... 

—  A  trois  cinquièmes. 

ï/enfant  était  enchanté  d'avoir  compris.  Le  lendemain  le  pro- 
fesseur le  rappela  au  tableau. 

I^orsqu'on  multiplie  les  deux  termes  d'une  fraction,  etc.. 

—  On  ne  change  pas  la  valeur  de  la  fraction. 

—  Démontrez-le. 

—  Je  suppose  que  j'aie  un  gâteau... 

—  Asseyez-vous,  vous  ne  savez  rien. 

évidemment  le  professeur  n  avait  pas  compris  que  la  démons- 
tration du  livre  était  rigoureusement  inexistante.  Mais  les  élèves 
en  avaient  parfaitement  conscience. 

La  vraie  méthode  dans  renseignement  des  mathématiques  très 
élémentaires  consiste  à  employer  des  démonstrations  dont  les 
enfants  aient  le  sentiment  profond,  la  logique  pure  viendra 
plus  tard.  C'est  ce  qu'a  réalisé  admirablement  M.  Laisant^  dans 
un  récent  ouvrage  dont  la  revue  a  déjà  parlé,  mais  sur  lequel  il 
me  paraît  utile  de  revenir » 

Ces  deux  exemples  montrent  une  fois  de  plus  qu'il  ne  faut 
pas  s'étonner  si,  instruits  par  des  manuels  aussi  étranges  ou  des 
démonstrations  aussi  insuffisantes,  de  nombreux  jeunes  gens  se 
détournent  chaque  année  des  mathématiques.  Et  s'ils  se  vantent 
plus  tard  de  n'avoir  jamais  rien  compris  aux  mathématiques,  pas 
même  les  démonstrations  les  plus  élémentaires,  c'est  bien  plus  à 
renseignement  défectueux  qu'au  manque  d'aptitudes  spéciales 
qu'il  faut  l'attribuer. 


Questions  d'examens. 

Sous  ce  titre,  dans  le  Bulletin  des  Sciefices  Mathématiques  et 
Physiques  [\\^  du  l^'*"  janvier  1907),  M.  le  professeur  L.  Gérard  vient 
de  publier  des  observations  dont  quelques-unes  sont  fort  intéres- 
santes, mais  qui  appelleraient  cependant  certaines  critiques,  im- 
possibles à  développer  complètement  ici.  Nous  ne  vouions  pour 
l'instant  n'en  présenter  qu'une  seule  ;  et  dans  ce  but, il  est  néces- 
saire de  reproduire  le  début  de  l'article  dont  nous  parlons  : 

«  Dans  le  récit  véridique  fait  par  le  bon  F'énelon  des  examens 
«  passés  par  Téïémaque  dans  l'île  de  Crète,  on  lit  que,  après 
«  chaque  réponse  de  Téïémaque,  les  sages  vieillards  membres  du 


'  Initiation  Malhénintique  (Voir  la  Hevne  générale  des  Sciences  du  :{0  juillet  lOOtii. 
L'En8<*igncmeDt  mathéin..  9«  annéo;  1i)07. 
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M  juiy  se  regardaient  en  souriant,  surpris (fue  sa  réponse  soit  prë- 
H  ciséinent  celle  de  Minos.  J'en  conclus  que,  pour  rendre  cet 
<  examen  loyal  et  sincère,  il  aurait  fallu  mettre,  avant  Texamen, 
u  entre  les  mains  des  autres  candidats,  le  texte  des  maximes  de 
«  Minos  (jue  'Félémaque  connaissait  grâce  aux  répétitions  de 
«  Mentor. 

«<  i.a  même  chose  se  passe  aujourd'hui  dans  tous  les  examens. 
u  Pour  chaque  question,  chaque  examinateur  a  sa  démonstration 
«  favorite.  Si  on  lui  sert  cette  démonstration  il  l'écoute  en  riant, 
«  comme  les  sages  vieillards,  et  donne  une  bonne  note.  Si  on  lui 
*<  en  donne  une  autre,  qui,  à  tort  ou  à  raison,  ne  soit  pas  de  son 
u  goût,  il  en  souligne  complaisamment  les  points  faibles,  et,  s'il 
<(  n'y  a  pas  de  points  faibles,  il  s'ingénie  à  poser  des  objections  à 
»  côté.  " 

DANS  TOUS  LES  KXAMRNS  !  CHAQUE  EXAMINATEUR  î 

Il  aurait  fallu  dire  :  «  Dans  tous  les  examens  mal  faits  ^>  et 
«  chaque  examinateur  insuffisant  ».  L'esprit  de  généralisation  est 
excellent  en  mathématiques,  mais  il  n'en  faut  point  abuser  ;  et 
M.  (lêiaid  en  abuse.  Nous  croyons  qu'il  y  a  encore  des  examina- 
teurs consciencieux  et  sans  parti  pris.  Nous  sommes  même  per- 
suade (jue  si  le  distingué  rédacteur  du  Bulletin  des  Sciences  Ma- 
thématiques et  Physiques  se  trouvait  appelé  à  interroger  des  can- 
didats, il  serait  au  nombre  de  ces  examinateurs  impartiaux. 


CHRONIQUE 


Le  Colonel  A.  Mannheim. 

Nous  avons  l'immense  regret  d'apprendre  à  nos  lecteurs  la  mort 
du  colonel  Mannheim,  professeur  honoraire  à  l'Ecole  Polytech- 
nique de  Paris,  décédé  dans  cette  même  ville  le  11  décembre  i90() 
à  Tàge  de  soixante-quinze  ans. 

Le  signataire  de  ces  lignes  a  trop  connu  cet  excellent  homme, 
aussi  grand  par  le  cœur  que  par  la  science,  pour  ne  pas  se  sentir 
jiaralysé  par  l'émotion  au  moment  de  lui  consacrer  quelques 
lignes  d'adieu.  Que  de  longues  recherches  il  faudrait  pour  parler 
de  l'œuvre  du  géomètre  sans  rien  oublier  î  Nous  ne  pouvons  ici, 
(|ue  rappeler  brièvement  le  caractère  de  cette  œuvre  et  citer 
comuH^  exemple  cette  vie  si  pleine  de  labeur,  si  féconde  en  résul- 
tats originaux. 

Le  colonel  Mannheim  se  destina  d'abord  à  la  carrière  militaire, 
mais  son  esprit  profond  et  ingénieux  devait  en  faire  un  techni- 
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cien.  (^ui  ne  connaît  la  règle  à  calculs  qui  porte  son  nom  ?  Ce 
qu'on  sait  moins  c'est  qu'il  Timap^ina  alors  qu'il  n'était  qu'élève  à 
l'Kcole  (l'Application  de  Metz.  Dans  l'art  militaire  proprement  dit 
il  s'occupa  de  questions  d'artillerie,  et,  soldat  aux  heures  où  le 
patriotisme  devient  un  devoir,  il  commanda  la  batterie  de  l'Ecole 
Polytechnique  pendant  le  siège  de  Paris.  Plus  tard  il  fut  désigné 
pour  prendre  un  poste  important  lors  de  l'éventualité  d'une  mobi- 
lisation et  cette  désignation  ne  fut  rapportée  qu'à  l'atteinte  de  la 
limite  d'âge. 

Comme  professeur  il  débuta  à  l'F^cole  Polytechnique  âgé  seu- 
lement de  28  ans.  (''était  en  1859.  Il  enseigna  alors  la  géométrie 
avec  l'éclat  que  l'on  sait  jusqu'en  1901,  où  il  abandonna  alors  son 
enseignement  entre  les  mains  de  son  disciple  et  ami,  M.  Haag, 
toujours  par  raison  de  limite  d'Age.  11  a  été  le  professeur  de 
\'\  promotions  de  polytechniciens  ! 

Quant  à  l'œuvre  scientifique,  elle  défie  toute  description  rapide. 
M.  Mannheim  était  profondément  et  passionnément  épris  de  géo- 
métrie pure.  C'était  un  intuitif  dans  la  plus  vaste  acception  du 
mot.  En  géométrie  descriptive  il  n'a  peut-être  jamais  tracé  une 
seule  épure  sans  voir  dans  l'espace  ce  qu'elle  représentait.  Il  étu- 
dia profondément  les  transformations  de  figures,  notamment  la 
transformation  des  propriétés  métriques  et  découvre  des  pro- 
priétés nouvelles  de  surfaces  que  l'on  croyait  cependant  connaî- 
tre, telles  la  cyclide  de  Dupin  et  la  surface  des  ondes. 

Mais  où  il  manifeste  tout  son  génie,  c'est  en  créant  véritablement 
la  géométrie  cinématique.  Il  part  d'idées  éparses  dues  à  Cauchy,  à 
(^hasles,  à  Poncelet,  et  arrive  à  une  science  que  l'on  peut  consi- 
dérer comme  presque  entièrement  nouvelle.  Il  prend  le  dilTicile 
problème  du  solide  assujetti  à  quatre  conditions,  étudie  géomé- 
triquement polhodies  et  herpolhodies  et,  sous  le  nom  dopticjue 
géométrique,  toutes  les  propriétés  des  pinceaux  lumineux  réflé- 
chis ou  réfractés  par  une  surface  arbitraire.  Il  réunit  tout  cela 
dans  un  admirable  volume  intitulé  :  Principes  et  développements  de 
(wèométrie  Cinématique,  où  il  signale  ton  td'abord  ce  qu'il  emprunte 
à  ses  prédécesseurs,  mais  c'est  si  peu  de  chose  que  lorsqu'on  relit 
sa  préface  après  le  volume  et  qu'on  le  voit  s'excuser  de  ne  pas 
tout  citer  et  présenter  son  œuvre  comme  devant  simplement 
servir  à  l'explication  de  la  science  qu'il  cultive,  on  se  demande 
avec  étonnement  où  sont  les  matériaux  distincts  de  ceux  qu'il  ap- 
jjorte.  Pour  n'être  pas  injuste  il  faut  bien  citer  Idi  Géométrie  der 
Bewegung  de  Schoenflies  qui,  si  elle  n'est  pas  aussi  étendue  que 
le  traité  de  Mannheim,  fait  du  moins  honneur  à  l'école  allemande, 
mais  Mannheim  tenait  haut  et  ferme  les  lumières  de  l'école  fran- 
çaise. 11  est  le  continuateur  des  Chasles  et  des  Poncelet.  (^ui  le 
continuera  ?  Hélas  la  géométrie  n'est  plus  en  honneur  chez  les 
mathématiciens.  Tout  ce  qui  est  harmonieux,  même  en  analyse, 
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semble  céder  peu  à  peu  la  place  aux  arides  discussions  de  prin- 
cipes ! 

Mannheim  a  Thonneur  d'avoir  représenté  jusqu'au  bout  la 
sublime  harmonie  de  la  géométrie  pure. 

Depuis  1901,  époque  à  laquelle  TEcole  Polyteclmique  lui  fit 
ses  adieux  dans  une  touchante  cérémonie,  il  vivait  calmement 
dans  Taffection  des  siens,  travaillant  toujours.  Les  dernières 
années  de  sa  vie  furent  assombries  d'un  deuil  cruel,  et  il  laisse 
maintenant  les  siens  dans  une  peine  nouvelle  et  profonde.  L'En- 
geignement  mathématique  s'associe  de  tout  cœur  à  ce  deuil  cjui, 
d'ailleurs,  atteint  toute  la  Science. 

A.  BiHL  (Montpellier  . 


Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Prix  décernés.  —  La  lecture  des  rapports  sur  les  prix  décernés 
par  l'Académie  en  1906  a  eu  lieu  dans  la  séance  annuelle  tenue  le 
17  décembre  dernier.  Voici,  d'après  les  Comptes  rendtis,  les  prix 
concernant  les  sciences  mathématiques  ; 

Grand  Prix  des  Sciences  mathématiques  (3000  fr.).  —  Sujet  pro- 
posé :  Perfectionner  en  quelque  point  important,  l'étude  de  la 
convergence  des  fractions  continues  algébriques.  Le  prix  est  par- 
tagé, en  parties  inégales,  entre  MM.  H.  Padé,  R.  de  Montessis, 
et  AuRic. 

Géométrie  ;  Prix  Francœur.  (1000  fr.).  —  Ce  prix  est  attribué  à 
M.  Emile  Lemoine,  pour  ses  travaux  de  géométrie. 

Géométrie  ;  Prix  Poncelet  (2000  fr.).  —  Ce  prix  est  décerné  à 
M.  GuicHARD,  correspondant  de  l'Académie,  pour  l'ensemble  de 
ses  travaux  de  géométrie. 

Mécanique  ;  Prix  Afontyon  {700  (r.). —  Ce  prix  est  décerné  à 
M.  Georges  Marié,  ingénieur,  chef  de  division  en  retraite  de  la 
Compagnie  Paris-Lyon-Méditerranée,  pour  son  étude  des  oscilla- 
tions que  peuvent  éprouver  les  véhicules  de  chemins  de  fer. 

Prix  Boileau  (1300  fr.). —  Ce  prix  est  décerné  à  M.  Edmond 
Maillet,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  pour  ses  travaux 
d'hydraulique  souterraine  qui  permettent,  chaque  année,  de  pré- 
voir, dès  le  mois  de  mai  ou  juin,  quels  seront,  vers  la  fin  de  la 
saison  sèche,  les  débits  minima  des  sources  d'une  contrée. 

Prix  Plumey  (2500  fr.),  —  Décerné  à  M.  le  professeur  Stodola, 
du  Polytechnicum  de  Zurich,  pour  son  ouvrage  Sur  les  turbines  à 
vapeur. 

Astronomie  ;  Prix  Pierre  Guzman  (10Q,000  fr.;.  —  Le  prix  n'est 
pas  décerné. 

Prix  Lalande  (340  fr.). —  Le  prix  est  attribué  par  moitié  à 
MM.  IL-G.  AiTKEN  et  William-J.  Hussey,  astronomes  à  l'Observa- 
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loire  tic  Ij'ck,  pour  leurs  travaux  sur  les  (Hoiles  doubles  et  multi- 
ples. 

PrLu  Valz  460fr. i. —  ï.e  prix  Valz  est  décerné  à  M.  Palisa, 
pour  rensenible  de  ses  recherches  et  de  ses  travaux. 

Médaille  Janssen,  —  Cette  médaille  d'or  est  décernée  à  M.  A. 
Uicco,  directeur  des  Observatoires  de  Catane  et  de  l'Etna,  pour 
ses  travaux  d'astronomie  physique. 

PrLv  Wilde  i/iOOO  fr.j.  — -  Le  prix  est. partagé  entre  M.  TEitMiEii, 
pour  ses  recherches  sur  la  structure  géologique  des  Alpes  orien- 
tales, et  M.  Massav,  pour  ses  travaux  de  mécanique  appliquée  et 
particulièrement  ses  recherches  de  l'intégration  graphique. 

Prix  du  Baron  de  Joëst  f'iOOO  fr.).  —  Le  prix  est  décerné  à 
M.  Demoulin,  pour  ses  recherches  de  géométrie  infinitésimale. 

Prix  de  Laplace  îles  Œuvres  de  Laplacei. —  Le  prix  est  décerné 
à  M,  Piekre-Paul  Lkvv,  sorti  premier  de  l'Kcole  Polytechnique  et 
entré,  en  qualité  d'éleve-ingénieur,  à  l'Ecole  nationale  des  Mines. 

Pko(;ramme  des  prix  proposés  pour  les  années  1908,  190Î),  1910 
1911,  1912  et  1913*  : 

(rrand  Prix  des  Sciences  Mathématiques  (3000  fr.). —  Réali- 
s<»r  un  progrès  important  dans  l'étude  de  la  déformation  de  la 
surface  générale  du  second  degré. 

Les  mémoires  devront  être  envoyés  au  Secrétariat  de  l'Institut 
aidant  le  l''' janvier  iilOH. 

Prix  Francœur  (1000  fr.;.  —  Ce  prix  annuel  sera  décerné  à  l'au- 
teur de  découvertes  ou  de  travaux  utiles  au  progrès  des  Sciences 
mathématiques  pures  et  appliquées. 

Prix  Poncelet  [2000  fr.).  —  Ce  prix  annuel  fondé  par  M'"*'  Pon- 
celet,  est  destiné  à  récompenser  alternativement  l'ouvrage  le  plus 
utile  aux  progrès  des  Sciences  mathématiques  pures  ou  appli- 
quées, publié  dans  le  cours  des  dix  années  qui  auront  précédé  le 
jugement  de  l'Académie.  Le  prix  Poncelet  sera  décerné  en  lî)08  à 
un  ouvrage  sur  les  Mathématiques  pures. 

Prix  Bordin  '^000  ïw),  —  L'Académie  met  au  concours,  pour 
Tannée  1909,  la  question  suivante  : 

L'invariant  absolu  qui  représente  le  nombre  des  intégrales 
doubles  distinctes  de  seconde  espèce  d'une  surface  algébrique 
dépend  d'un  invariant  relatif  ç,  qui  joue  un  rôle  important  dans 
la  théorie  des  intégrales  de  diflTérentielles  totales  de  troisième 
espèce  et  dans  celles  des  courbes  algébriques  tracées  sur  la  sur- 
face. On  propose  de  faire  une  étude  approfondie  de  cet  invariant, 
et  de  chercher  notamment  comment  ion  pourrait  trouver  sa  valeur 
exacte,  au  moins  pour  des  catégories  étendues  de  surfaces. 


*  LeH   coucours  de    1907  ëUinl   clos  le  31  décembre  190C,  la  liste  de»  prix   proposés  pour 
1907.  publiée  dans  le  précédent  progriuninc  n'a  pas  été  rappelée. 
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Les  mémoires  devront  être  envoyés  au  Secrétariat  de  1*fnstitnt 
açnnl  le  ï''^  j a  tuner  lUOU. 

PrLv  Foiirneyron  (1000  fr.i.  —  I/Académie  rappelle  qu'elle  a 
mis  de  nouveau  au  concours,  pour  1908,  la  question  suivante  : 
Ktude  théorique  ou  expérimentale  des  turbines  à  vapeur. 

Prix  Vaillant  4000  iV.î.  —  L'Académie  a  mis  au  concours,  pour 
l'année  1009,  la  (juestion  suivante  :  Perfectionner,  en  un  point 
important,  l'application  des  principes  de  la  dynamique  des  fluides 
à  la  théorie  de  l'hélice. 

Prir  Boileati  (1300  fr.!.  —  Ce  prix  triennal  est  ilestiné  à  récom- 
penser les  recherches  sur  les  mouvements  des  fluides,  jugées  suf- 
iisantes  pour  contribuer  à  un  projrrès  de  l'hydraulique.  A  défaut, 
la  rente  triennale  échue  sera  donnée,  à  titre  d'encouraj^ement,  à 
un  savant  estimé  de  l'Académie  et  choisi  parmi  ceux  qui  sont  no- 
toirement sans  fortune.  L'Académie  décernera  le  prix  Boileaii 
«lans  sa  séance  annuelle  de  1909. 

Astronomie  ;  Prix  Pierre  Guzinan  ^100,000  fr.i.  —  Décerné  à 
celui  qui  aura  Irouvé  le  moyen  de  communi(|uer  avec  un 
astre  autre  ([ue  la  planète  Mars.  Prévoyant  que  le  prix  de 
cent  mille  francs  ne  serait  pas  décerné  tout  de  suite,  la  fonda- 
trice a  voulu,  jusqu'à  ce  que  ce  prix  lut  ga^né,  que  les  inté- 
rêts du  capital,  cumulés  pendant  cin((  années,  formassent  un  prix 
toujours  sous  le  nom  de  Pierre  (juzman,  qui  serait  décerné  Ti  un 
savant  français,  ou  étranger,  cjui  aurait  fait  faire  un  progrès  im- 
portant à  l'astronomie.  Le  prix  quinquennaK  représenté  par  les 
intérêts  du  capital  sera  décerné,  s'il  y  a  lieu,  en  1910. 

Prix  La  lande  540  fr.).  —  (le  prix  annuel  doit  être  attribué  à  la 
personne  qui,  en  France  ou  ailleurs,  aura  fait  l'observation  la 
plus  intéressante,  le  mémoire  ou  le  travail  le  plus  utile  aux  pro- 
grès de  l'astronomie. 

Prix  Valz  ;4()0  fr.  .  —  Ce  prix  annuel  est  décerné  à  l'auteur  de 
l'observation  astronomique  la  plus  intéressante  qui  aura  été  faite 
dans  le  courant  de  l'année. 

Prix  Damoiseau  i2000  fr.).  —  Ce  prix  est  triennal.  L'Académie 
met  au  concours,  pour  1908,  la  question  suivante  :  Théorie  de  la 
planète  Eros  basée  sur  toutes  les  observations  connues. 

Prix  Janssen.  —  Ce  prix  biennal^  qui  consiste  en  une  médaille 
d'or  destinée  à  récompenser  la  découverte  ou  le  travail  faisant 
faire  un  progrès  important  à  l'astronomie  physique,  sera  décerné 
en  1908. 

Prix  (j.  (le  Pontècoulant  iTOO  fr.j.  —  Ce  prix  biennal^  destiné  à 
encourager  les  recherches  de  mécanique  céleste,  sera  décerné 
dans  la  séance  publique  annuelle  de  1909. 

Histoire  des  Sciences;  Prix  Binoux  [2()0()  ïr.i,  —  Ce  prix  alter- 
natif sera  décerné,  en  1909,  à  l'auteur  de  travaux  sur  V Histoire  des 
Sciences, 
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PrLv  Petit  d'Ormoij  [deux  prix  de  10,000  fr.  .  —  1/Académie  a 
décidé  que,  sur  les  fonds  produits  par  le  le^s  Petit  d'Orinoy.  elle 
décernera,  tous  les  den.r  ans,  un  prix  de  div  mille  francs  pour  les 
Sciences  mathématicfues  pures  ou  appliquées,  et  un  prix  de  di.r 
mille  francs  pour  les  Sciences  naturelles.  Elle  décernera  les  prix 
Petit  d^Ormoy,  s'il  y  a  lieu,  dans  sa  séance  puhli({ue  de  1900. 

PrLv  Pierson-Perrin  ."iOOO  frJ.  —  Ce  nouveau  prix  InennaL  des- 
tiné à  récompenser  le  Français  qui  aura  fait  la  plus  bcdle  décou- 
verte physique,  telle  (jue  la  direction  des  ballons,  sera  décerné, 
pour  la  première  fois,  à  la  séance  publique  de  1000. 

Pri.v  Leconte  .*)(), 000  fr.  .  —  Ce  prix  doit  être  donné,  en  an  seul 
pri.i,  tons  les'  trocs  ans,  sans  préférence  de  nationalité  : 

1**  Aux  auteurs  de  découvertes  nouvelles  et  capitales  en  malhé- 
niatiques,  physique,  chimie,  histoire  naturelle,  médecine: 

2**  Aux  auteurs  d'applications  nouvelles  de  ces  sciences,  appli- 
cations qui  devront  donner  des  résultats  de  beaucoup  supérieurs 
à  ceux  obtenus  jusque-là.  —  L'Académie  décernera  le  prix  Le- 
conte, s'il  y  a  lieu,  en  1910. 

Nominations  et  distinctions. 

M.  J.  Adamczik,  est  nommé  professeur  ordinaire  de  j^éodésie  à 
l'Ecole  technique  sujiérieure  allemande  de  Prague. 

M.  R.  Baire  est  nommé  professeur  à  l'L'niversité  de  Dijon. 

M.  L.  BrAxcHi  est  nommé  membre  du  R.  ïstituto  Veneto. 

M.  W.  FiKDLKR  (/urichi,  est  nommé  membre  correspondant  de 
l'Académie  des  Sciences  de  Munich. 

M.  A. -G.  (iREENHii>L,  a  obtenu  la  Médaille  lioiptle^  de  la  Société 
royale  de  Londres,  pour  ses  travaux  mathématicjues,  en  parti- 
culier en  ce  qui  concerne  les  fonctions  elliptiques  et  ses  applica- 
tions. 

M.  M.  Ï^EKCH,  professeur  à  l'Université  de  Fribour^  Suisse  , 
est  nommé  professeur  ordinaire  à  l'Ecole  technique  supérieure 
tchèque  à  Brunn. 

M.  E.  Segke   Turini,est  nommé  membi-e  du  R.  Istituto  \'eneto. 

M.  IL  DE  Vries,  professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure  de 
Delft,  est  nommé  professeur  ordinaire  de  mathématicjues  à  l'I'ni- 
versité  d'Amsterdam. 

Cercle  mathématique  de  Palerme. 

Nous  avons  le  re<rret  d'apprendre  la  mort,  survenue  accidentel- 
lement le  1"  janvier  dernier,  de  M.  S.  Porceij.i,  le  dévoué  tréso- 
rier du  Cercle  depuis  près  de  vin^t  ans.  Il  a  été  rem|)lacé  dans  ces 
fonctions  par  M.  E.-P.  (^uerra. 
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Cours  universitaires. 
Semestre  d'hiver  190G-HH)1  (suite  . 

ANGLETERRE 

Oxford  ;  Université.  Lecture  Lisl  l'or  Hilary  Tenu,  1907.  i Course  be^in 
21  jan.)  —  VV.  Essox  :  Comparison  of  Analylic  and  Syiitljelic  melhods  iii 
the  Theory  of  Conics,  2  h.:  Synthetic  Theory  of  Cubics,  1.  —  Elliott  : 
Eléments  of  Elliptic  Functions.  2  ;  Theory  of  Numbers  (coulinued).  —  Tuk- 
NER  :  Elemenlary  Mathemalical  Aslronomy,  2.  —  Plum.mkr  :  Praclical  Work, 
—  LovK  :  Theory  of  the  Potential,  2;  Eléments  of  the  Differeiilial  and  Intégral 
Calciilus.  2.  —  KiRKBY  :  Higher  Plane  Curves.  2.  —  Dixon  :  Cîilruïus  of 
Finite  Différences.  1.  —  Campbell  :  Differential  Equalions  (coulinued),  2.  — 
Sampson  :  Iligher  Solid  Geometry  (continued),  2.  —  Thompson  :  Dynamics  oi  a 
Parlicle,  3.  —  Gekra.ns  :  Hydrodynamics,  2.  —  Hasflioot  :  Goomelriral 
Optics,  2.  —  RussELL,  Déterminants,  2.  —  Pedder  :  Trigouonielry,  1.  — 
Leidesdorf  :  Geometry  (Maxima  and  Minima,  Inversion,  elc.l.  2.  —  Jol- 
liffe  :  Analytic  Geometry  (continued),  2.  —  Me  Neile  ;  Intégral  Calculus, 
2.  —  IIayks  :  Elemenlary  Mechanics,  3. 

FRANCE 

Paris;  Collège  de  France  (l*^'' semestre  1906-07|.  —  Mécanique  analytique 
et  mécanique  céleste  ;  M.  Hadamard  traitera  des  trajectoires  i-éellos  de  la 
dynamique  (2  h.  par  semaine).  —  Mathématiques;  M  Humhert  étudiera 
quelques  applications  de  l'analyse  à  la  théorie  des  nombres  (2  h.  par  se- 
maine). —  Physique  générale  et  mathématique  ;  M.  Hrtllocin  étudiera  ht 
théorie  de  l'élasticité  des  solides  homogènes  et  hétérogènes  (2  h.  par  se- 
maine). —  Mathématiques.  Fondation  Claude-Antoine  PecctM.  Cours  de 
M.  Pierre  Bout  roux. 
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Annuaire   pour  Tan  1907,  publié   par  le  Bureau    des   Longitudes.  —   1  vol. 

in-16;  prix:  t  fr.  50  (franco  1  fr.  85);  Gauthier-Villars,  Paris. 

On  sait  que  V Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  apporte  chaqne  année 
une  foule  de  renseignements  utiles  à  l'ingénieur  et  à  l'homnie  de  science. 
Ce  nouveau  volume  contient  en  outre  deux  Notices  de  M.  A.  Bouquet  df  la 
Grye  :   l,    Diamètre  de   Vénus;   II,  Note  sur  la   AT®  Conférence   de  CJsso- 
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dation  géodésique  internationale  ;  et  une  notice  de  M.  H.  Deslandre»  sur 
y  Histoire  des  idées  et  des  recherches  sur  fe  Soleil.  Hês'élations  récentes  de 
l'atmosphère  entière  de  i astre. 

Cahlo  Bovrlet.  —  Cours  abrégé  de  Géométrie;  /.  (iéométrie  plane.  — 

1  vol.  car!.  W*  p.,  2  ïr.  50  ;  Hachelte  &  C'«,  Paris. 

Après  les  manuels  de  MM.  Borel  et  Grévy,  voici  encore  un  excellent  ou- 
vrage de  )çëoniétrie  élémentaire  rédigé  d'après  les  nouveaux  programme» 
Irançais  du  27  juillet  1905.  L'auteur  s'est  inspiré  de  la  méthode  de  M.  Mé- 
ray  ;  on  sait  que  celle-ci  présente  le  grand  avantage  d'être  plus  intuitive,  et. 
par  suite,  plus  accessible  à  de  jeunes  intelligences  ;  elle  permet,  en  outre, 
de  réaliser  une  union  plus  intime  entre  l'enseignement  du  dessin  et  celui  de 
la  géométrie. 

Le  livre  commence  par  une  introduction  du  dessin  géométrique,  destinée 
à  donner  aux  élèves  la  notion  expérimentale  du  parallélisme  fondée  sur  la 
translation  et  celle  des  angles  fondée  sur  la  rotation.  On  y  trouve  une  foule 
de  renseignements  sur  les  instruments  du  dessinateur,  leur  vérification  et 
leur  emploi,  sur  la  manière  d'inscrire  les  cotes,  de  préparer  et  d'appliquer 
une  teinte,  etc. 

La  géométrie  proprement  dite  n'est  abordée  qu'au  cleiixième  chapitre. 
L  auteur  définit  d'abord  la  translation  rectiligne  dont  il  déduit  la  théorie 
des  parallèles  ;  tout  ce  qui  concerne  la  mesure  des  angles  et  la  symétrie  par 
rapport  à  uo  point  est  basé  sur  l'idée  de  rotation  ;  les  théorèmes  relatifs 
aux  angles  dont  les  côtés  sont  parallèles  ou  perpendiculaires  se  démontrent 
alors  immédiatement  et  l'on  arrive  ainsi  très  vite  au  théorème  de  la  somme 
des  angles  d'un  triangle  qui  permet  de  résoudre  plusieurs  exercices  intéres- 
sants. 

Dans  le  troisième  chapitre,  l'idée  de  symétrie  par  rapport  à  une  droite 
facilite  bien  des  démonstrations  (propriétés  du  triangle  isocèle,  lieu  géomé- 
trique des  points  équ {distants  de  deux  points  donnés,  arcs  de  cercle  inter- 
ceptés par  deux  parallèles,  diamètre  perpendiculaire  à  une  corde,  etc.).  — 
Les  cas  d'égalité  des  triangles  sont  suivis  immédiatement  des  constructions 
correspondantes  ;  quant  aux  triangles  rectangles,  il  ne  nous  semble  pas  né- 
cessaire de  considérer  comme  spécial  le  cas  de  l'hypoténuse  et  de  l'angle 
aigu,  pui.squ*on  a  déjà  prouvé  que  les  deux  angles  aigus  sont  complémen- 
taires. 

Le  chapitre  IV  traite  des  lignes  proportionnelles  et  de  la  similitude. 
M.  Bourlet  a  eu  l'heureuse  idée  de  donner  la  première  place  à  l'homothétie. 
dont  le  pantographe  donne  des  exemples  concrets.  La  similitude  se  définit 
alors  très  simplement  :  «  Si  deux  figures  sont  homothétiques  et  que  l'on  dé- 
place l'une  d'elles,  elles  deviennent  semblables  u.  —  Kn  cherchant  les  con- 
ditions suffisantes  pour  que  deux  triangles  soient  semblables,  ou  arrive  aux 
cas  de  similitude.  A  propos  des  triangles  rectangles,  on  remarque  que  les 
rapports  de  deux  côtés  quelconques  ne  dépendent  que  de  la  grandeur  d'un 
augle  aigu,  et  l'on  est  ainsi  amené  tout  naturellement  à  la  définition  des 
lignes  trigonométriques. 

Viennent  ensuite  les  polygones  réguliers,  un  chapitre  relatif  aux  aires,  et 
enfin  quelques  explications  purement  graphiques  pour  le  tracé,  par  points 
<'l  par  tangentes,  de  quelques  courbes  usuelles  (coniques,  ronchoîdes  et 
oissoïdes). 
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Signalons,  en  terminant,  un  excellent  choix  d'excrciee.s  à  la  suite  de  chaqu** 
chapitre. 

1®  Exercices  pratiques  :  dessins  faciles  ou  exercices  numériques  ;  lauleur 
donne  quelques  méthodes  générales  pour  hi  résolution  des  problèmes  de 
construction. 

2°  Exercices  théoriques  devant  habituer  les  élèves  à  Faiie  quelques  raison- 
nements d'eux-mêmes. 

3"  Exercices  graphiques  :  dessins  plus  compliqués  à  exécuter  avec  soin. 

Nous  lirons  avec  plaisir  la  deuxième  partie  de  cet  intéressant  ouvrage 
(Géométrie  dans  l'espace),  qui  doit  paraître  sous  peu,  ainsi  que  le  «  Cours 
complet  »  où  M.  Bourlel  reviendra  sur  certains  théorèmes  qu'il  se  conlente 
pour  l'instant  d'admettre  on  de  vérilier  expérimentalement. 

Souhaitons  que  ces  manuels  contribuent  à  la  diffusion  des  méthodes  nou- 
velles, même  au  delà  des  frontières  françaises,  et  que,  dans  l'enseigni-inenl 
élémentaire,  l'édifice  euclidien  soit  remplacé  définitivement  par  un  svstènu* 
plus  simple  et  tout  aussi  cohérent. 

Louis  Kollros  (La  Chaux-de-KondsI. 

Claro  C.  Dassen.  —  Tratado  elemental  de  Geometria  Euclidea.  —  lomo  il. 

Geometria  del  espacio.   —  1  vol.    in-12",  XV  470  pages,  382  figures.  Coiù 

Hermanos,   Buenos-Ayres,  1905. 

M.  Dassen  a  fait  paraître  le  tome  II  de  son  traité  de  géonu'li-ie  ^  en 
s'inspirant  des  mêmes  idées  qui  l'avaient  précédemment  guidé  dans  la  roni- 
position  de  son  premier  volume;  c'est  dire  qu'il  a  conservé  le  plan  prinûlif. 
et  par  suite,  rangé  sous  le  titre  de  Principes  communs  aux  géométries  non 
euclidiennes  toutes  les  propositions  indépendantes  du  postulat  des  paral- 
lèles et  constituant  la  géométrie  générale.  Cet  ensemble  forme  la  !■*=  partie 
du  livre,  pages  1-215.  La  2™«  partie  renferme  l'exposé  des  principes  spé- 
ciaux à  la  géométrie  euclidienne.  Il  est  évident  que  ce  plan,  mettant  1  auteur 
dans  la  nécessité  de  fractionner  les  théories,  peut  l'exposer  à  des  longueurs; 
mais,  d'autre  part,  il  y  a  d'incontestables  avantages  à  mener  de  front,  par 
exemple,  l'étude  du  plan  et  de  ses  droites  avec  celle  de  la  surface  sphêriqne 
et  de  ses  grands  cercles. 

Voici,  sommairement,  le  contenu  des  divers  chapitres  : 

A*  partie.  —  Chap.  I.  Les  surfaces  les  plus  usuelles,  définitions  cl  pro- 
priétés fondamentales  :  le  plan,  la  surface  conique  de  révolution,  la  s])hère. 

(]hap.  IL  PerpendicAilaires  et  obliques  à  un  plan.  Sections  planes  de  la 
sphère,  grands  et  petits  cercles,  plans  tangents.  Compas  sphéritjue,  cons- 
truire le  rayon  d'une  sphère  solide.  M.  Dassen  donne  les  deux  eonslruclions 
classiques  de  ce  problême  1°  par  le  petit  cercle,  2"  par  le  grand  cercle.  Il 
faudrait  modifier  la  première  pour  la  rendre  applicable  aux  géométries  non 
euclidiennes,  et  il  suffit  pour  cela.  Pi  étant  le  rabattement  du  pùle  P  du  petit 
cercle  autour  de  Ai  Di  (page  51,  fîg.  46),  de  tracer  la  perpendiculaire  au 
milieu  de  Ai  Pi.  Son  point  de  rencontre  Oi  avec  Pi  Di  prolongé  liniile  If 
segment  Pi  Oi  égal  au  rayon  demandé. 

Chap.  III.  Plans  perpendiculaires  et  obliques  entre  eux.  Les  dièdres. 
L'auteur  a  parfaitement  raison  d'exposer  les  théorèmes  sur  les  dièdres  dans 
Tordre  même  qu'il  a  suivi  pour  les  angles  dans  le  plan.  En   vérité,    il  y  a  si 

ï  Voir  l'aiinlyse  du  toiiio  I,  E.  M.,    1905,  pages  244-2'i(î. 
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peu  de  termes  à  clianger  pour  aller  d'une  théorie  à  l'aulre,  et  im*  passade  si 
simple  présente  tant  d'avantages  que  l'on  ne  eonçoit  guère  aujourd'hui  la 
résistance  si  longtemps  opposée  à  lintrodui'tion  des  méthodes  de  M.  Mèray 
dans  l'enseignement. 

Chap.  IV.  Géométrie  sphérique  et  géométrie  d«'S  étoiles  de  rayons.  Prin- 
cipe de  dualité.  Correspondance  entre  les  éléments  constitutifs  d'un  système 
plan,  ceux  d'un  système  sphérique  et  ceux  des  étoiles  de  rayons.  L'auteur 
donne,  pages  88-10^,  un  lexique  des  termes  traduits  du  1«*"  système  dans 
les  deux  autres,  et  le  fait  suivre,  pages  104-142.  des  énoncés  des  théorèmes 
<lo  géométrie  plane  également  traduits  ;  il  aurait  pu  quelque  peu  abréger, 
en  laissant  aux  bons  élèves  le  soin  de  faire  eux-mêmes  cet  exercice  extrê- 
mement utile.  Le  chapitre  se  termine  par  la  liste  des  théorèmes  de  géométrie 
sphérique  et  solide  qui  échappent  à  la  loi  de  dualité. 

Chap.  V.  VI.  VII.  Polyèdres  réguliers  et  pyramides  i-éguJières.  leurs 
rapports  à  la  sphère  et  à  la  surface  conique. 

Chap.  VIII.  Dualité  réciproque  de  points  et  plans  dans  l'espace. 

11^*  partie.  —    La  seconde  partie  est  divisée  en  trois  livres. 

Le  livre  I  traite  des  droites  parallèles,  des  droites  et  plans  parallèles,  des 
prismes  et  cylindres.  M.  Dassen  y  place  ce  théorème,  qui  rentre  plulùt  dans 
h»  cadre  des  propositions  générales  :  Quatre  points  non  coplanaires  déter- 
minent une  surface  sphérique  et  une  seule. 

Livre  II.  Aires  et  volumes  des  polyèdres  et  corps  ronds. 

Livre  III.  Polyèdres  semblables. 

L'ouvrage  se  termine  par  des  résumés,  un  choix  de  problèmes  théoriques 
et  numériques,  et  quatre  notes  :  Note  1,  la  déiinition  du  plan.  —  Note  2,  la 
congruence  et  la  symétrie.  —  Note  3,  notions  de  topographie.  Note  4, 
courbes  et  surfaces  spéciales,  notions  très  sommaires  sur  les  courbes 
ellipse,  hyperbole,  parabole  et  sections  coniques,  sur  l'hélice  et  les  surfaces 
du  2'"«^  degré. 

Le  livre  de  M.  Dassen,  plein  de  mérites,  est  à  recommander. 

P.  Harbahin  (Bordeaux). 

Di*  Wilhelm  Fœrster.  —  Astrometrie  oder  die  Lehre  der  Ortsbestimmung 
im  Himmeisraume  zugleich  aïs  Grundlage  aller  Zeit-und  Raummessung 
Erstes  Heft.  —  1  vol.  in-S»  de  160  p.  ;   Georg  Reimer,  Berlin.  1905. 

On  répartit  ordinairement  l'ensemble  des  sciences  astronomiques  en  trois 
parties  :  l'Astronomie  sphérique,  l'Astronomie  théorique  et  l'Astronomie 
physique.  A  ces  vocables  surannés.  l'Auteur  propose  de  substituer  les  dé- 
nominations plus  précises  d'Astrométric,  d'Astr-omécauique  et  d'Astrophy- 
sique. La  première  correspond  à  peu  près  à  l'Astronomie  sphérique;  elle  se 
rapporte,  d'une  façon  générale,  à  l'élude  de  la  détermination  des  positions 
célestes.  C'est  cette  étude  que  M.  Fœrster  se  propose  d'entreprendre. 

Le  présent  fascicule  comprend  trois  chapitres.  Le  premier,  qui  n'a  qu'une 
vingtaine  de  pages,  renferme  des  notions  sur  la  vision,  la  mesure  des  an- 
gles et  la  trigonométrie  sphérique.  Le  second,  encore  plus  court,  il  n'a  que 
quelques  pages,  est  relatif  aux  définitions  des  divers  systèmes  de  coordon- 
nées Enfin,  le  troisième,  beaucoup  plus  étendu,  est  consacré  aux  mesures 
des  coordonnées. 

Le  sujet  est  exposé  d'une  façon  simple  et  originale.  Il  ne  comporte  pas 
de  développements  mathématiques  compliqués;  aussi,  est-il  à  la  portée  de 
tous  ceux   qui  s'intéressent   à    l'Astronomie,    suit   pour  satisfaire   leur  goilt, 
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soil  eu  vue  de  leurs  études.  Aux  uns  et  aux  autres,  le  Traité  de  M.  Fœrsler 
rendra  les  meilleurs  services.  M.  Godkfroy  (Marseille). 

D^*  ZoEL  G.  DE  Galdeano.  —  Tratado  de  Ânâlisis  matemâtico.  Tomo  tercero  : 
aplicaciôu  de!  Calcule)  infinitésimal  al   estudio   de    las  fî^ura8   planas.   — 
1  vol.  in-8*>  de  320  p.,  7  Pesetas;  Casafial,  Zaragoza,  1905. 
Le  tome   III   du    Traité    d'Analyse    mathématique   dont  M.  de  Galdeano 
poursuit  la  publication  depuis  quelques  années  est  consacré  aux  applications 
du  calcul  infinitésimal  à  l'élude  des   figures   planes.   Nous  y  constatons  la 
même  méthode,  à  la  fois  simple  et  solide,   qui  distingue   les  autres   parties 
de  ce  bon  ouvrage.  Nous  ne  pourrions,  à  ce  propos,    que   répéter,  une  fois 
de  plus,  les  éloges  que  nous  avons  précédemment  adressés   au  savant   Pro- 
fesseur; il  serait  superflu  d'y  insister  davantage. 

Le  présent  volume  débute  par  des  notions  générales  sur  la  géométrie 
euclidienne  et  sur  la  géométrie  non  euclidienne.  Voici,  ensuite,  Tordre  des 
matières  traitées  :  Livre  I,  géométrie  plane  [tangentes  et  normales,  trans- 
formations par  rayons  vecteurs  réciproques,  coordonnées  tangentielles,  lon- 
gueur d'un  arc  de  courbe,  contact,  courbure,  enveloppes^  étude  cinématique 
de  quelques  courbes  planes),  —  Livre  H  ;  singularités  des  courbes  planes 
(invariants,  covariants,  polaires,  asymptotes,  points  singuliers). —  Livre  III  ; 
étude  systématique  des  figures  planes  {propriétés  numératives,  ffessienne, 
formules  de  PlUcker,  transformations  planes). 

Telle  est  la  simple  énumération  de  toutes  les  questions  abordées  par 
M.  de  Galdeano:  elle  suffit  à  faire  saisir  à  la  fois  l'intérêt  et  la  richesse  du 
sujet  traité.  M.  Godefroi  (Marseille). 

R.  Gaks.  -  Einfûhrung  in  die  Vektoranalysis  mit  Anwendungen  auf  die 
mathematische  Physik.  —  l  vol.,  ViM-98  p.:  2  Mk  80:  B.  G.  Teubner, 
Leipzig. 

L'utilité  du  calcul  des  vecteurs  dans  la  Mécanique  et  dans  presque  toutes 
les  parties  de  la  Physique  mathématique  est  dorénavant  incontestable.  Dans 
l'électro-dynaniique  spécialement  l'analyse  vectorielle  constitue  la  seule 
méthode  naturelle.  Pour  en  faciliter  l'accès,  M.  Gans  donne  dans  les  deux 
premiers  chapitres  de  son  petit  traité,  d'après  la  méthode  américaine-an- 
glaise, les  premières  notions  sur  les  opérations  élémentaires.  les  opérateurs 
dilîérentîels  et  certaines  intégrales,  avec  quelques  applications  bien  choi- 
sies, empruntées  à  la  Mécanique,  à  la  Géométrie  différentielle  et  à  la  Phy- 
sique. La  théorie  des  «  dyadics  »  est  exclue.  Le  troisième  chapitre  traite 
des  coordonnées  curvilignes  orthogonales,  des  équations  de  Laplace  et  Pois- 
son, de  la  décomposition  d'un  vecteur  en  parties  potentielles  et  solenoïda- 
les.  et  des  déformations  mécaniques.  Le  quatrième  chapitre  enfin,  consacré 
à  l'hydrodynamique  et  l'électrodynamique,  contient  des  paragraphes  inté- 
ressants sur  les  déplacements  électrolytiques,  sur  l'induction  dans  une 
sphère  tournante,  la  théorie  des  électrons  et  les  potentiels  retardés.  Comme 
notation,  M.  Gans  a  cru  devoir  adopter  celle  de  MM.  Lorentz  et  Sommerfeld 
qui  est  aussi  celle  de  l'Encyclopédie  des  sciences  mathématiques.  Le  petit 
livre  de  M.  Gans  peut  rendre  de  très  réels  services  à  tous  ceux  qui  veulent 
s'initier  au  calcul  des  vecteurs  et  à  la  théorie  mathématique  des  électrons, 
qui  prend  actuellement  une  place  si  importante  dans  la  théorie  de  l'électri- 
cité.  M.  Fr.  DamKi.s  (Fribourg,  Suisse). 
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H.  LsBESGUE.  —  Leçons  sur  les  séries  trigonométriqnes  professées  au 
Collège  de  France.  —  1  vol.  in-S»  de  VII-128  pages  ;  3  fr.  50  :  Gauthier- 
Villars,  Paris. 

Ce  petit  volume  est  un  tableau  de  l'état  actuel  de  la  théorie  des  séries 
Irigonométriques.  Toujours  les  choses  les  plus  importantes  sont  mises  en 
lumière  ou  tout  au  moins  signalées.  Une  introduction  nous  initie  aux  pro- 
priétés générales  des  fonctions  de  variables  réelles  et  le  premier  chapitre 
nous  montre  le  début  historique  de  la  théorie. 

La  sommation  des  séries  étudiées  est  d'abord  envisagée  au  point  de  vue 
d'Euler  et  de  Lagrange,  d'après  lequel  une  série  trigonométrique  peut  être 
considérée  comme  la  partie  réelle  (ou  la  partie  imaginaire)  d'une  fonction 
analytique  représentée  d'abord  par  une  série  de  Taylor.  Vient  ensuite  la 
méthode  de  Fourier.  Signalons  aussi  une  méthode  récente  due  à  M.  Kneser 
d'un  caractère  absolument  original  et  d'ailleurs  de  la  plus  haute  importance, 
car  cette  même  méthode  s'applique  aux  séries  formées  non  pas  seulement  de 
sinus  et  de  cosinus,  mais  formées  aussi  d'intégrales  d'équations  linéaires  du 
second  ordre  à  coefficients  quelconques.  Et  l'on  sait  que  de  telles  séries 
jouent  un  grand  rôle  en  physique  mathématique,  notamment  dans  le  pro- 
blème du  refroidissement  d'une  barre  hétérogène  et  dans  d'autres  du  même 
genre  résolus  formellement  depuis  longtemps,  mais  inachevés  cependant 
faute  d'une  démonstration  suffisante  de  la  convergence  des  séries  obtenues. 
M.  Lcbesgue  ne  va  pas  si  loin  car  il  sortirait  de  son  sujet,  mais  il  a  eu  le 
mérite  de  développer,  à  propos  des  séries  trigonométriques  proprement 
dites,  une  méthode  analogue  à  celle  de  M.  Kneser.  11  nous  montre  aussi, 
sur  un  exemple  particulier  fourni  par  l'équation  de  Laplace,  que  les  déve- 
loppements en  séries  de  polynômes  des  fonctions  de  variables  réelles  sont 
liés  aux  équations    aux  dérivées  partielles  i\  solutions  analytiques. 

Le  chapitre  lïl  est,  à  mon  avis,  le  plus  élevé  et  le  plus  important.  Il 
traite  de  la  convergence  en  remplaçant  d'abord  la  série  trigonométrique  par 
une  intégrale  définie  bien  connue,  mais  il  ajoute  beaucoup  aux  considérations 
élémentaires  habituelles. 

Il  est  assez  malaisé  de  dire  au  premier  abord  quels  sont  les  cas  les  plus 
généraux  dans  lesquels  le  procédé  est  valable.  Pendant  longtemps  on  s'était 
contenté  des  conditions  dites  de  Dirichlet.  Il  y  en  a  d'autres  dues  à  MM. 
*  Dini,  Lipschitz,  Jordan.  Et  si  l'on  étudie  l'intégrale  définie  en  question 
indépendamment  de  son  origine,  elle  donne  des  résultats  qui,  s  ils  ne  se 
rapportent  plus  immédiatement  à  des  séries  trigonométriques,  n'en  sont 
pas  moins  fort  intéressants.  C'est  ainsi  que  M.  Lebesgue  est  amené  à  parler 
des  sommes  de  Gauss. 

Signalons  aussi  l'étude  des  séries  trigonométriques  divergentes.  Ces 
séries  peuvent  être  sommables  par  des  procédés  remarquables!  H  y  a  celui 
de  Poisson  qui  transforme  la  série  trigonométrique  en  une  fonction  harmo- 
nique et  celui  de  M.  Tejér  qui  n'est  autre  chose  que  la  méthode  de  somma- 
tion de  M,  Borel  convenablement  appliquée. 

Quant  aux  opérations  sur  les  séries  de  Fourier,  il  est  visible  que  M. 
Lebesgue  a  été  un  peu  trahi  par  le  sujet.  Le  plus  clair  est  qu'on  ne  sait  pas 
grand'chose,  mais  l'auteur  fait  des  eCForts  pour  montrer  les  difficultés  du 
sujet  et  la  nature  des  problèmes  qui  se  posent. 

Enfin  le  dernier  chapitre  intitulé  :  «  Séries  trigonométriques  quelcon- 
ques »,  revient  sur  la  délicate  question  de  savoir  quelles  peuvent  être  les 
séries  trigonométriques  représentant  des   fonctions  données.    C'est  surtout 
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une  belle  ^analyse  des  idées  de  Riemaim  et  des  recherches  qu'elles  ont  eatraî- 
nées.  A  ce  propos,  ajoutons  que  M.  Lebesgue  a  fort  bien  montré  les  nom- 
breuses analogies  que  les  questions  traitées  dans  ce  nouvel  ouvrage  ont  avec 
celles  traitées  dans  celui  qui  a  trait  à  l'intégration,  et  que  j'ai  déjà  analysé 
dans  ce  Journal.  La  grande  figure  de  Riemann  domine  ces  œuvres. 

A.  BuuL  (Montpellier). 

M.  Petkovitch.  —  La  Mécanique  des  Phénomènes  fondée  snr  les  Analo- 
gies. (Collection  Scientia.)  —  1  vol.  95  p.,  2  fr.  Gauthier- Villars,  Paris. 
Dans  le  Discours  préliminaire  aux  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes 
(Paris,  1859),  Lamé,  après  avoir  fait  ressortir  les  analogies  entre  la  théorie 
du  potentiel,  l'hydrostatique  et  la  théorie  de  la  chaleur,  analogies  qui  repo- 
sent sur  des  propriétés  communes  et  sur  l'identité  des  formules  analyti- 
ques, a  écrit  que  ce  rapprochement  «  fait  entrevoir  Tavénement  futur  d'une 
science  rationnelle  unique,  embrassant,  par  les  mêmes  formules,  les  troi.< 
branches  des  mathématiques  appliquées  que  je  viens  de  définir,  et,  en  outre, 
la  théorie  des  ondes  sonores  et  celle  des  ondes  lumineuses,  qui  ne  sont 
autres  que  la  théorie  générale  de  l'élasticité  dans  l'état  dynamique  )>. 

Le  petit  livre  de  M.  Pelrovitch,  qui  fait  partie  de  l'intéressante  collection 
Scientia,  est  un  premier  pas  vers  la  constitution  de  cette  science,  de  cette 
mécanique  générale,  que  Lamé  entrevoyait. 

L'analyse  d'une  analogie  entre  des  phénomènes  divers  fait  ressortir  d'elle- 
même  la  raison  intime  et^ commune  à  toutes  les  analogies  ;  celle-ci  réside 
dans  l'identité  des  rôles  joués  par  certains  éléments  dans  les  phénomènes 
analogues.  Alors  M.  Petrovitch  se  demande  avant  tout  s'il  est  possible  de 
schématiser  ces  rôles,  c'est-à-dire  de  les  dégager  en  quelque  sorte  de  ce 
qui  les  raUache  spécialement  à  telle  ou  telle  espèce  de  phénomènes  et  de 
les  présenter  sous  une  forme  assez  simple  et  assez  générale  pour  qu'ils 
puissent  s'adapter  à  tous  les  phénomènes  embrassés  par  une  même  analo- 
gie ;  et  après  cela  si  on  peut  aussi  schématiser  les  phénomènes  d'un  même 
groupe. 

C'est  à  ces  questions,  très  clairement  posées,  que  M.  Petrovitch  a  consa- 
cré son  petit  ouvrage,  plein  d'érudition  et  qu'on  lit  avec  beaucoup  de  plaisir. 
liC  livre  comprend  quatre  chapitres  ;  dans  le  premier,  l'auteur  a  fait  une 
soigneuse  et  très  intéressante  étude  des  analogies  déjà  connues,  et  aux- 
quelles il  faut  ajouter  maintenant  celle  entre  les  problèines  déquilibre  des 
corps  élastiques  à  connexion  multiple  et  les  mouvements  d'un  fluide  à  po- 
tentiel polidrome  et  qui  a  fait  l'objet  des  recherches  de  M.  Volterra.  L'au- 
teur a  toujours  soin  de  faire  bien  saisir  la  correspondance  entre  les  éléments 
correspondants  des  phénomènes  d'une  même  analogie. 

Dans  le  chapitre  II  (Esquisse  d'une  mécanique  générale  des  causes  et  des 
effets)  est  exposée  la  partie  nouvelle  et  originale  du  livre.  L'auteur  consi- 
dère les  systèmes  formés  par  des  objets;  chaque  objet  est  défini  par  un 
certain  nombre  de  variables  qui  déterminent  à  chaque  instant  sa  position, 
sa  vitesse,  ses  longueurs  d'onde,  les  diverses  radiations  simples,  etc.  Les 
causes  directes  ou  indirectes  qui  interviennent  dans  la  production  d'un  phé- 
nomène sont,  au  fond,  représentées  par  des  vecteurs  ;  et  la  généralisation 
des  principes  fondamentaux  de  la  dynamique  permet  de  traduire  en  équa- 
tions les  relations  entre  les  causes  directes  et  les  objets.  On  comprend  que 
l'on  peut,  par  conséquent,  généraliser  aussi  quelques-uns  des  théorèmes  de 
la  mécanique  :  principe  de  l'impulsion,  de  D'Alembcrt,  intégrale  des  force» 
vives,  etc. 
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Le  chapitre  III  s'occupe  des  Kchémas  g>énéraux  représentant  l'action  des 
causes.  L'auteur  examine  beaucoup  de  cas  particuliers  correspondant  à 
l'action  d'une  cause  d'intensité  constante,  ou  i\  variation  indépendante  ;  à 
l'action  simultanée  de  deux  causes  particulières,  etc.  ;  et  il  donne  toujours 
ile  nombreux  exemples  de  phénomènes  où  ces  actions  s'pppliquent. 

Enfin  le  chapitre  IV  contient  un  aperçu,  un  peu  vague  il  est  vrai,  de  l'ap- 
plication de  la  mécanique  générale  aux  cas  où  la  nature  des  causes  est 
exactement  connue,  comme  dans  les  phénomènes  purement  mécaniques,  ou 
bien  n'est  pas  connue.  En  conclusion,  l'auteur  veut  faire  ressortir  que  cer- 
taines particularités  de  l'allure  d'un  phénomène  peuvent  s'expliquer  par  des 
mécanismes  communs  à  un  grand  nombre  de  phénomènes  divers  —  ce  qui 
était  connu  depuis  longtemps  —  et  ces  mécanismes  seraient  fournis  par  les 
schémas  de  la  théorie  ébauchée  par  l'auteur. 

R.  MARcoLO^GO  (Messine). 

Salvatoke  Pinchcklk.  —  Lezioni  di  Algebra  complementare  ;  Analisi  Alge- 

brica,  2™*  fascicule  (p.  129-362).  —  Zanichelli,  Bologna. 

Dans  ce  deuxième  et  dernier  fascicule,  M.  le  professeur  Pincherle  étudie 
avec  grand  soin,  avec  la  vraie  rigueur,  celle  <|ui  est  sobre,  les  séries,  puis, 
ce  que  Ion  ne  fait  pas  toujours  dans  les  livres  élémentaires,  les  produits 
infinis  et  les  fractions  continues  arithmétiques. 

Puis  la  notion  générale  de  fonction  est  introduite  :  correspondance  de 
deux  ensembles.  Viennent  alors  les  propriétés  fondamentales  des  fonctions 
continues,  puis  la  théorie  de  la  dérivée  et  ses  applications  à  la  vai^alion  des 
fondions. 

Les  fonctions  rationnelles  sont  étudiées  avec  soin,  puis  les  séries  entières. 

X" 

Les  propriétés  de  e-^  résultent  de  l'étude  de  la  série  ^  ,- • 

^     '^  -^  12  ...  « 

La  convergence  de  la  série  du  binôme  est  étudiée,  pour  |  or  |  <^  1,  quel 
que  soit  l'exposant  m  de  |l  -|-  x)'». 

Enfin  la  fonction  logarithme  est  présentée  tant  pour  la  variable  réelle  que 
pour  la  variable  complexe,  ce  qui  permet,  on  le  sait,  de  voir  quel  est  le 
logarithme  d'un  nombre  réel  négatif. 

En  résumé,  par  sa  limpidité,  son  élégance,  le  livre  de  M.  Pincherle  est 
une  parfaite  introduction  à  un  cours  d'Analyse  savante,  et  l'on  sera  heureux 
de  voir  paraître  le  volume  annoncé  sur  la  Théorie  des  équations. 

R.  d'Adhémah  (Lille). 

René  de  Saussurk.  —  Théorie  géométriqae  du  mouYement  des  corps.  Fin 

de   la   !••«  partie  et  commencement   de   la   2™»  partie  :    La  Géométrie  des 

feuillets.  —  1  vol.  109  pages,  avec  deux  tables.  Librairie  Kiindig,  Genève. 

Dans  le  numéro  de  septembre  1905  de  VEnseign,  mathém.  nous  avons  fait 

une   courte    analyse   d'un    intéressant    mémoire    de    M.    de    Saussure.    Les 

Archis'es   des  sciences  physiques  et  naturelles  de  (ienève   (lom.  XXI,  1906) 

contiennent  la  suite  des  recherches  de  ce  géomètre. 

La  symétrie  par  rapport  à  un  point  ou  à  un  plan  a  conduit  l'auteur  aux 
notions  générales  des  translations  et  des  rotations  à  plusieurs  paramètres. 
Dans  la  fin  de  la  première  partie  du  nouveau  mémoire  il  s'occupe  de  la 
torsion  ou  de  la  symétrie  par  rapport  h  une  droite.  Les  mouvements  de 
torsion  sont  engendrés  par  un  corps  qui  se  déplace  en  restant  symétrique 
par  rapport  à  une  série  de  droites  ;   et   suivant   que  la  droite  mobile  décrit 
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une  surface  réglée,  une  congruenoe,  un  complexe  ou  enfin  toul  l'espace  réglé, 
le  mouvement  de  torsion  est  à  1.  2,  3,  4  paramètres.  La  torsion  à  un  para- 
mètre est  celle  qui  définit,  comme  on  sait,  le  mouvement  à  un  paramètre  le 
plus  général  d'un  corps  solide. 

Mais,  avant  tout,  J'auteur  fait  une  digression  très  intéressante  sur  l'appli- 
cation de  la  géométrie  des  complexes  linéaires  à  l'élude  des  mouvements 
infiniment  petits  d'un  corps  solide  qui  possède  n  degrés  de  liberté  (,^  1).  Il 
réussit  à  présenter  d'une  manière  tout  à  fait  géométrique  et  très  heureuse 
bien  des  résultats  de  la  théorie  de  R.  S.  Bail. 

II  aborde  ensuite  l'étude  des  mouvements  de  torsion  ;  mais  il  n'est  pas 
possible  de  résumer  tous  les  résultats  auxquels  il  arrive,  en  employant  tou- 
jours la  même  méthode  claire  et  élémentaire.  Citons  pourtant  la  conclusion 
plus  importante  qui  découle  des  recherches  de  l'auteur,  c'est-à-dire  que  les 
translations,  les  rotations  et  les  torsions  ne  sont  pas  des  mouvements  assez 
généraux  pour  servir  de  type  aux  déplacements  finis  d'un  corps  solide  avec 
plusieurs  degrés  de  liberté.  Ainsi,  par  exemple,  la  torsion  à  quatre  paramè- 
tres n'est  pas  le  mouvement  le  plus  général  d'un  corps  solide  qui  a  quatre 
degrés  de  liberté.  On  voit  déjà  donc  que  les  mouvements  de  torsion  ne 
peuvent  pas  être  pris  comme  base  d'une  théorie  générale  des  mouvements 
finis  à  plusieurs  paramètres. 

L'exposition  complète  de  ces  mouvements  exige  donc  quelque  autre  chose 
que  M.  de  Saussure  expose  dans  la  seconde  partie  de  son  travail,  qui  a 
aussi  le  but  de  développer  dans  l'espace  à  trois  dimensions  la  théorie 
des  éléments  fluides  dans  le  plan.  L'auteur  a  nommé  cette  seconde  partie  : 
La  géométrie  des  feuillets  ;  et  il  en  a  publié  seulement  les  deux  premiers 
chapitres.  Nous  comptons  la  résumer  et  la  faire  connaître  aux  lecteurs  de 
cette  Revue  dès  que  l'auteur  aura  publié  la  suite  de  ses  recherches. 

Pour  terminer,  nous  croyons  devoir  faire  observer  que  la  théorie  hydro- 
cinétique des  éléments  fluides  dans  un  plan  a  déjà  eu  une  application  ;  car 
l'auteur  a  appliqué  sa  méthode  à  la  construction  des  lignes  de  flux  de 
l'atmosphère  pour  les  directions  du  vent  observées  à  la  même  date  dans  les 
principales  villes  des  Etats-Unis,  et  il  a  obtenu  des  résultats  qui  corres- 
pondent aux  observatious. 

M.  Jean  Bertrand,  dans  un  article  sur  V Interpolation  en  Météorographie 
(Bulletin  de  la  Société  belge  d'Astronomie,  no»  7-8.  1905),  où  il  a  même  résumé 
les  recherches  de  M.  de  Saussure,  vient  de  faire  des  applications  nouvelles. 

Les  recherches  de  M.  de  Saussure  n'intéressent  donc  pas  seulement  les 
géomètres  ;  nous  souhaitons  les  voir  bientôt  achevées  et  publiées. 

R.  Marcolo>'go  (Messine). 

P. -H.  ScnouTK.  —  Mehrdimensionale  Géométrie.  Zweiter  Teil  :  Die  Polr- 
tope{T.  X.VXVI  de  la  Collection  Schubert).—  1  vol.  relié,  in-S»,  lX-326p.. 
avec  90  fig.  et   123  exercices  ;  J.   G.  Gôschen,  Leipzig,  1905. 
Le  second  volume  du  savant  professeur  de   Groningue    est  la  suite   natu- 
relle et  attendue  de  son  premier  ouvrage  :  Die  Unearen  Raume,  déjà  publié 
sur  la  géométrie  à  n  dimensions  ^    On  y  trouve  les  mêmes  qualités  caracté- 
ristiques de  simplicité  et  de  clarté,  et  le  souci  constant  de  mettre  en  lumière 
les  points  fondamentaux  et  essentiels  par  des  exemples  aussi  nombreux  que 
bien  choisis,  les  uns  résolus,  les  autres  proposés  comme  exercices  avec  une 
indication  relative  à  leur  résultat. 


*  Voir  l'aorflyse  de  cet  ouvrage  a;.  M.,  1903,  pages   l'i«-15o. 
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Voici  les  matières  renfermées  dans  les  chapitres  de  l'ouvrage  : 

l'«  partie.  Introduction  topologique  —  Notions  fondamentales;  le  théorème 
d'Euler. 

2ine  partie.  Relations  métriques  —  Congruence  el  similitude:  considéra- 
tions sur  les  volumes. 

3aic  partie.  Polytopes  réguliers  —  Polygones  réguliers;  Pol^-èdrcs  régu- 
liers; cellules  régulières;  Polytopes  réguliers  de  dimensions   supérieures. 

'i™«  partie.  Les  Polytopes  ronds.  —  Les  espaces  sphériques  ;  les  espaces 
cylindriques  et  coniques;  les  espaces  généraux  de  révolution   —   Exercices. 

L'ouvrage  de  M.  Schoute  est,  croyons-nous,  le  premier  traité  complet  el 
spécial  écrit  sur  la  géométrie  à  n  dimensions.  Il  mérite  d'être  répandu  et 
traduit.  P.  Barbakin  (Bordeaux). 

H.  Schubert.  —  Aoslese  ans  meiner  UnterrichU-  and  Vorlesnngsprazis, 
t.  IH.  —  1  vol.  in-16o,  250  p.  4  M  k.  ;  G.-J.  Gôschen.  Leipzig. 
Ce  volume,  comme  les  deux  précédents,  traite  des  questions  le»  plus  va- 
riées. Des  déterminations  de  centres  de  gravité  précèdent  quelques  pro- 
priétés élémentaires  de  la  parabole.  Viennent  quelques  remarques  relatives 
à  la  loi  de  Descartes,  sur  les  indices  de  réfraction  ;  puis  des  recherches  sur 
le  volume  de  certains  corps.  Suit  un  exposé  des  principales  formules  de  la 
trigonométrie  sphérique.  Celui-ci  sert  de  point  de  départ  au  dernier  chapi- 
tre, consacré  à  des  triangles  sphériques  héroniques,  c'est-à-dire  dont  les 
cosinus  et  sinus  des  angles  et  des  côtés  sont  tous  quantités  rationnelles. 

Si  d'un  bout  h  l'autre  du  recueil  aucun  excès  d'originalité  n'est  &  signaler, 
1  auteur  n'en  a  pas  moins  fait  œuvre  utile.  Son  livre  rendra  service  à  ceux 
qui  s'occupent  denseignement.  à  ceux  qui  désirent  avoir  à  disposition  des 
sujets  faciles  à  traiter,  constituant  un  tout  en  eux-mêmes. 

G.  Dumas  (Zurich). 

G.  VivArtTi.  —  Théorie  der  eindentigen  analytischen  Fanktionen.  Umar- 

beitung    unter   Mitwirkung    des   Verfasscrs,   deutsch  herausgegeben   von 

A.  GuTZMER.  —  1  vol.  cart.,  512  p.  gr.  in-8<»  ;  12  Mk.  Leipzig,  B.-G.  Teubner. 

On  a  quelque  diflîculté  à  se  représenter  cet  ouvrage  comme  traduit  de 
l'italien.  Si  l'on  ne  regardait  pas  le  frontispice  et  le  nom  du  véritable  auteur 
on  se  croirait  dans  un  fort  beau  monument  de  l'école  allemande,  monument 
élevé  dans  l'ombre  gigantesque  que  projette  toujours  Weierstrass,  el  pour 
la  plus  grande  gloire  de  cet  illustre  géomètre. 

Des  méthodes  de  Cauchy  rien  ou  à  peu  près.  Une  fonction  analytique  est 
déQnie  par  un  élément  taylorien.  H  est  tout  à  fait  en  dehors  de  ma  pensée 
de  donner  à  cette  constatation  la  forme  d'une  critique.  L'auteur  n'a  point 
voulu  davantage  envisager  le  point  de  vue  de  Hiemann  et  lier  les  fonctions 
analytiques  à  l'équation  de  Laplace.  Il  importe  simplement  d'averlir  le  futur 
lecteur  de  ce  qu'il  ne  saurait  trouver  dans  cet  ouvrage  et  nous  pourrons 
ensuite  indiquer  plus  librement  combien  il  est  admirabiemenl  ordonné  et 
rédigé  dans  les  limites  du  plan  d'abord  tracé. 

On  n'y  peut  guère  passer  tout  en  revue,  tant  il  y  a  de  choses,  tant  il  est 
au  courant  des  recherches  les  plus  récentes,  et  tant  la  bibliographie  y  est 
développée.  Je  me  contenterai  de  mentionner  quelques  points  particulière- 
ment saillants. 

Les  premières  pages  sont  consacrées  à  la  théorie  des  ensembles,  aux 
fonctions  des  points,  d'un  certain  domaine,  aux  séries  de  puissances. 

L'Enseignement  matbéin.,  9«  annëe  ;  1907.  C 
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Des  développements  très  originaux  et  peu  connus  sont  donnés  sur  la  va- 
leur nioyeiuK'  d'une  fonction.  11  faut  entendre  par  là  Je  résultat  obtenu  en 
dunnaiil  à  la  variable  d'une  fonction  analytique  des  valeurs  prises  en  des 
poinl8  qui  divisent  une  circonférence  en  2*»  parties  égales,  en  faisant  la  somme 
de  ces  valeuis,  en  la  divisant  par  2'»  et  en  passant  à  la  limite  pour  n  crois- 
sant indéfiniment.  Au  fond  cela  se  ramènerait  facilement  à  une  certaine  inté- 
grale définie  prise  le  long  de  la  circonférence  et,  d'ailleurs  encore,  ce  tbéo- 
rèmo  de  la  moyenne  intervient  de  façon  bien  connue  dans  la  tbéorie  des 
fonctions  harmoniques,  mais  ce  qui  me  fait  précisément  dire  qu'il  y  a  là 
quelque  chose  d'intéressant  et  qui  paraîtra  nouveau  à  beaucoup,  c'est  que 
les  notions  précédentes  ne  sont  pas  invoquées.  Signalons  l'étude  de  la  déri- 
vation et  de  l'intégration  des  séries  entières,  la  définition  des  points  singu- 
liers, \v  théorème  de  Laurent,  les  séries  de  fonctions  rationnelles  désignées 
sous  le  noni  d'expressions  arithmétiques.  Après  quoi  nous  passons  à  l'élude 
proprement  dite  des  fonctions  analytiques,  classées  d'après  la  nature  de  leurs 
points  singuliers.  L'auteur  en  fait  le  tableau  suivant  : 

A.  Fonctions  sans  singularités. 

B.  Fondions  qui  n'ont  que  des  pôles. 

1.  In  seul  pôle,  a)  à  l'infini,  h)  à  distance  finie. 

2.  Fonction  avec  un  nombre  iini  de  pôles. 

3.  »  »       M  u     infini   »        » 

C.  Fonction  avec  des  singularités  essentielles. 

1.  Une  seule  singularité,  a/  à  l'infini,  h)  à  distance  finie. 

2.  Un  nombre  iini  de  points  singuliers. 

3.  Un  nombre  infini  de  points  singuliers. 

a)  Une  infinité  de  pôles  et  un  point  essentiel. 

ù)  Une  infinité  de  pôles  et  un  nombre  fini  de  points  essentiels. 

c)  Un  nombre  infini  de  points  singuliers  arbitraires. 

Les  A  sont  des  constantes,  les  B  \a  des  polynômes,  etc.,  mais,  une  lois 
le  tableau  débarrassé  des  résultats  évidents,  toutes  les  autres  classes  de 
fondions  sont  étudiées  avec  la  plus  méthodique  et  la  plus  grande  clarté. 

Les  C  1  a  sont  des  fonctions  entières.  Leur  étude  si  importante  présente, 
en  outre,  la  plus  grande  élégance  et  de  nombreux  exemples  à  l'appui  des 
théorèmes.  La  décomposition  en  facteurs  est  étudiée  pour  sin  x  et  ex  avec 
la  méthode  de  Weierstrass  ingénieusement  complétée  de  façon  à  ne  pas  lais- 
ser subsister  le  facteur  que  le  créateur  de  la   théorie  laissait  indéterminé. 

Dans  une  troisième  et  dernière  partie  du  livre,  qui,  à  vrai  dire,  en  forme 
à  peu  près  la  seconde  moitié,  sont  exposées  les  recherches  récentes  sur  les 
sujets  étudiés  auparavant  de  façon  plus  classique. 

C'est  là  que  le  travail  d'analyse  deviendrait  prodigieusement  difficile 
puisqu  il  faudrait  parler  de  plusieurs  centaines  de  mémoires  et  de  notes 
dont  M.  Vivanti  a  réussi  à  tirer  un  tout  homogène. 

Je  n'essaierai  pas  une  telle  description.  Je  me  bornerai  à  dire  qu'il  s'agit 
d'abord  des  nouvelles  recherches  sur  les  fonctions  entières,  du  lemme  de 
M.  Picard  et  de  ses  généralisations  et  des  tentatives  nombreuses  faites 
pour  étendre  à  des  fonctions  non  entières  certaines  propriétés  deg  fonctions 
entières  (fonction  quasi-entières,  etc.). 

Signalons  aussi  les  fonctions  à  espaces  lacunaires  dont  un  type  intéres- 
sant est  dii  à  M.  Poincaré,    les   séries  divergentes,    le  prolongement  analy- 
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tique,  e^  la  possibilité  de  comparer  deux  fonctions  analytiques  de  façon  à  se 
renseigner  sur  les  singularités  de  l'une  eonnaissani  celles  de  l'autre. 

Admirable  ouvrage  atr  fond  pour  se  mettre  rapidement  au  courant  de» 
derniers  résultats  acquis  «à  la  science.  La  rédaction  nen  est  pas  alourdie  pjir 
remploi  exagéré  d'inégalités  ni  par  le  désir  de  remplacer  l'évident  par  lo 
rigoureux. 

J'insiste  encore  sur  la  richesse  de  la  bibliographie  ;  672  mémoires  sont 
cités  et  tout  est  merveilleusement  arrangé  pour  la  commodité  des  recherches. 

Remercions  M.  Vivanti  d'avoir  entant  de  science  et  de  patience  el  M.  Gu!/.- 
mer  d'avoir  traduit  si  bien  et  si  à  propos. 

A.  Bl'hl  (Montpellier). 
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!•  Sommaires  des  principaux  périodiques: 

American  Journal  of  MathematicSp  edited  by  F.  Morlky.  Vol.  XXVHI, 
1906:  no»  3  et  4  ;  The  Johns  Hopkins  Press,  Baltimore. 
Edw.  Kasner  :  The  Geometry  of  differenlial  Eléments  ol'  second  Order 
with  Respect  to  Group  of  ail  donit  Transformations.  —  Cordevio  :  Gyros- 
ropes  and  Cyclones.  —  Manmng  :  On  ihe  Primitive  Groups  of  Class 
Ten.  —  Yirgil  Sntder  :  On  certain  Unicursal  Troisted  Curves.  —  H.  Li- 
viNGSTON  CoAR  :  Fuuctions  of  three  Real  Independent  variables.  —  Coblk  : 
An  invariant  Condition  for  certain  Automorphic  Algebraie  Forms.  —  Kolo- 
soKF  :  On  some  Cases  of  Motion  of  a  solid  in  Infinité  Liquid.  —  V.  RACh- 
DALE  :  On  the  Arrangement  of  the  Real  Branches  of  Plane  Algebraie  Curves. 

Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles.  —  30"«  «nnée  1905-1906. 

Louvain,  1906. 

3me  el  4™«  fascicules.  —  J.  Neuberg  :  Sur  les  lieux  discontinus  ou  suites 
itératives  de  points.  —  R.  P.  H.  Bosmapts  :  Le  fragment  du  commentaire 
d'Adrien  Romain,  sur  l'Algèbre  de  Mahumed  Ben  Musa  El-Chowarezmi.  — 
Ch.  J.  DE  la  Vallée  Poussin  :  lo  Continuité  des  intégrales  des  équations  dif- 
férentielles contenant  un  paramètre.  —  2o  Sur  les  équations  aux  différen- 
liclles  totales.  —  J.  Delemer  :  Etude  sur  la  vibration  des  cordes  de  piano. 
—  DK  Sparre  :  Sur  la  stabilité  du  mouvement  du  cerceau. 

Atti  délia  Reale  Accademia  dei  Lincei,  anno  303,  1906  série  5,  Rendiconti, 

vol.  XV,  le*"  semestre  1906;  Rome. 

L,  Orlando  :  Alcune  applicazioni  dell'integrale  di  Fourier.  —  E.  Almansi  : 
Sul  principio  dei  lavori  virtuali  in  rapporlo  allattrito.  —  C.  Arzela  :  1» 
Condizioni  di  esistenza  degli  integrali  nelle  equazioni  a  derivale  parziali.-— 
2«»  Sul  le  equazioni  a  derivate  parziali.  —  E.  Bortolotti  :  1°  Sopra  una  n- 
eerca  di  limite;  —  2«  Sulle  trasformazioni  che  lasciano  invariata  la  frequenza 
di  insiemi  lineari.  —  G.  Castelnvovo  :  Sulle  série  Algebriche  di  gruppi 
dipunti  appartenenli  ad  una  curva  algebrica.  — H.  Lebesgue  :  Sur  les  fonc- 
tions dérivées.  —  E.  Lebox  :  Théorie  et   construction   de  tables   permettant 
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de  trouver  rapidement  les  facteurs  premiers  d'un  nombre.  —  B.  Levi  :   Rî- 
cerche  sulle  funzioni  derivate.  —  N.  Nielsen  :   lo  Sur  le  développement   en 
fraction   continue  de   la   fonction  Q  de  M.  Prym.  —  2o  Sur   quelques  pro- 
priétés nouvelles  des  fonctions  cylindriques.  —  L.  Orlando  :  SuU'  intégra - 
zione  di  una  nolevole  equazione  differenziale  a  derivate  parziali.  -^  M.  Pan- 
NP.LLi  :  \°  Sopra  alcuni  caratteri  di  una  varietà  algebrica  a  tre  dimensioiii 
rispotlo  allé  transformazioni  birazionali.  —  E.  Pascal  :  Sui  simboli  di  Rie- 
mann  nel  Calcolo  differenziale   assoluto.  —  G.  Peano  :   Sulle    differenze  li- 
nite.  —  S.  PiKCHERLE  :  Sulle  singolarità  di  una  funzione  che  dipcnde  da  dun 
funzioni  date.  —  V.  Volterra  :  1«  Nuovi   Studi  sulle  distorsioni  dei  solidi 
elastici.  —  2<>   Sull'  applicatione   del    metodo  délie  immagini  aile  equazioni 
del  tipo  iperbolico.  —  T.  Boggio  :  SuHa  deformazione  di  un  ellissoide  elas- 
tico.   —  G.  Lauricei.la  :  t°  Sull'  integrazione  délie  equazioni  dell'  equilibrio 
dei  corpi  elastrici  isotropi. — 2®  Sulla  risoluzionc  del  problema  di  Dirichlei 
col  metodo  di  Kredholra  e  sulla  integrazione  délie  equazioni  dell'  equilibrio 
dei  solidi  elastici  indelinili.   —  3°  Sul   problema  derivato  di  Dirichlel,  sul 
problema  dell'  eleltrostalica  e  sull'  integrazione  délie  equazioni  dell'  elasticità. 
—  R.  Makcoi.ongo  :  Sugl'  integrali  délie  equazioni  dell'elettrodinamica.  — 
Pavaxini  :  Sul  problema  dei  duo  corpi  nell'  ipotesi  di  un  potenziale  ncwto- 
niano  rilardato. 

Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences 
de  Paris.  —  1906.  i*   semestre,   T.  CXLIII.   —   Gauthier-Villars,    Paris. 

2  juillet  1906. —  S.  Carrus  :  Fouilles  do  Lamé  à  trajectoires  planes,  les 
plans  passant  par  un  point  fixe.  —  VA.  Maillet  :  Sur  la  classification  des 
irrationnelles.  —  Alliaume  :  Influence  de  la  tension  superficielle  sur  la  pro- 
pagation des  ondes  parallèles  à  la  surface  d'une  lame  liquide. 

16  juillet.  — A.  BuHL  :  Sur  le  caractère  arbitraire  des  développements 
dos  solutions,  même  uniques,  des  problèmes  de  la  Physique  mathématique, 
ot  sur  do  nouvelles  propriétés  des  séries  trigonométriques  généralisées. 

23  juillet...  —  E.  W.ïlsch  :  Extension  de  l'Algèbre  vectorielle  i\  l'aide  de 
la  théorie  dos  formes  binaires  avec  des  applications  à  la  théorie  de  l'élasti- 
cité. —  Pl^TROVITs€:H  :  Suc  uuo  classo  de  séries  entières. 

30  juillet,  6  août.  —  (Pas  de  mathématiques). 

13  août.  —  P.  DuHEM  :  Sur  les  deux  chaleurs  spécifiques  d'un  milieu 
élastique  faiblement  déformé;  formules  fondamentales. 

3  sept.  —  (ï.  Rkmou.ndos  :  Sur  la  croissance  des  fonctions  multiformes. 
13  sept.  —  A.  BvHL  :  Application  du  procédé  do  sommation  de  M.  E.  Bord 

aux  séries  trigonométriques  généralisées. 

10  octobre.  —  C.  Stormer  :  Sur  les  trajectoires  périodiques  des  corpus- 
cules électriques  dans  l'espace,  sous  l'influence  du  magnétisme  terrestre,  avec 
application  aux  perturbations  magnétiques. 

8  et  15  octobre.  —  H.  A.  Zeuthen  :  Le  principe  de  correspondance  pour 
une  surface  algébrique.  —  Rothé  :  Sur  la  transformation  de  M.  Darbonx  et 
l'équation  fondamentale  des  surfaces  isothermiques.  —  Faton  :  Sur  les  so- 
lutions uniformes  de  certaines  équations  fonctionnelles.  —  Lœwy  :  Méthode 
nouvelle  et  rapide  pour  la  détermination  des  erreurs  de  division  d'un  cercle 
méridien. 

22  octobre.  —  L.  Raffy  :  Surfaces  rapportées  à  leurs  lignes  de  longueur 
nulle  et  surfaces  isothermiques  de  promière  classo.  —   R.    Rothé  :  Sur  les 
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surfaccis  isotherniiqiies.  —  Rignier  :  Sur  l(*s  condilions  d'intégnibililc'  eoni- 
pJt-te  de  certain»  systèmes  diflerentiels. 

29  octobre.  —  L.  Biaîvchi  :  Sur  la  déformation  des  quadriques.  — 
J.  Clairin  :  Sur  les  transformations  de  quelques  équations  linéaires  aux  dé- 
rivées partielles  du  second  ordre.  —  E.  Trayxard  :  Sur  le  système  d'inté- 
g-rnlrs  de  difTérentielles  totales  appartenant  à  une  surface  hyperelliptique. 

5  novembre.  —  L.  Autonkk  :  Sur  certains  groupes  linéaires.  —  Kobn  : 
Sur  les  potentiels  d'un  volume  attirant  dont  la  densité  satisfait  à  léquation 
«le  Laplacr. 

12  novembre.  —  Kr.  Riesz  :  Sur  les  ensembles  de  fonctions.  —  Gambier  : 
Sur  les  équations  diiTérentielles  du  second  ordre  et  du  premier  dejçré  dont 
l'intégrale  générale  est  à  points  critiques  fixes. 

14  novembre.  —  S.  Lattes  :  Sur  les  courbes  qui  se  reproduisent  pério- 
diquement par  une  transformation  (X,  Y.  x,  r,  y').  —  L.  Hemy  :  Sur  une 
famille  <le  surfaces  hyperellipliques  du  quatrième  ordre. 

26  novembre.  —  K.  Ph:ard  :  Sur  la  détermination  des  intégrales  de  cer- 
taines équations  aux  dérivées  partielles  par  les  valeurs  des  dérivées  nor- 
males sur  un  contour.  —  Clairi.n  :  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre  si  deux  variables  indépendantes  qui  admettent  un  groupe 
d'ordre  pair  de  transformations  de  contact.  —  Lk  Roux  :  Sur  l'intégration 
des  équations  diiTérentielles. 

3  décembre.  —  L.  Raffy  :  Remanjne  sur  1»  recherche  des  surfaces  iso- 
thermiques. —  K.  Maim.et  Sur  certains  nombres  transcendants.  — 
G.  HuRAviTz  :  Sur  les  points  critiques  des  fonclion.H  inverses.  —  P.  (Zovsi.n  : 
Sur  les  fonctions  périodiques. 

10  décembre.  —  Félix  Bernslein:  Sur  la  théorie  des  ensembles.  — 
Eru.  ScH.MiDT  :  Sur  la  puissance  des  systèmes  orthogonaux  des  fonctions 
continues.  —  L.  Fejfk  :  Sur  le  calcul  des  limites. —  Rf:vkreau  :  Sur  une  classe 
d'équations  diCfcrentielles  réductibles  aux  équations  linéaires. 

17  décembre.  —  Séance  annuelle:  Prix  déccîrnés  par  rAcadéniie  en  190ft 
!v.  p.  68). 

24  décembre.  —  Pic:aru:  Sur  la  détermination  des  intégrales  des  équations  du 
type  elliptique  par  certaines  conditions  airx  limites. —  Paim.evé:  Sur  les  équa- 
tions diflérentielles  du  second  ordre  à  points  critiques  fixes.  —  Hadamard  : 
Sur  une  méthode  de  calcul  des  variations.  — Clairin:  Sur  les  équations  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes  qui 
admettent  un  groupe  d  ordre  impair  de  transformations  de  contact.  — 
Lrcorm':  Sur  l'extinction  du  frottement.  —  Belot  :  Formule  applicable  aux 
durées  de  rotation  directe  des  planètes  et  du  soleil. 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  herausgegeben  von 

K.   Hensei..  Band  131.  Georg  Reimer.  Berlin. 

Backr  :  Teber  die  arithmetische  Reîhe.  —  Boni.  :  l'eber  eine  DifTerential- 
gleichung  der  Stôrungstheorie.  —  Bi'sche  :  Ueber  Gitterhunkle  in  der 
Ebene.  —  Ermakoff  :  Equations  différeutielles  du  premier  ordre   ayant   des 

«  a.  ,  . 

multiplicateurs  de  la  forme  wir  —  «il      .  —  Farkas  :  Beitriigezu  den  Grunrl- 

I 
lagen  der  analyt.  Mechanik.  —  Fejér    :   Ueber  Stabilitiit    u.   îiabilitat    eines 
maleriellen   Punkles   im    widerstiebendcn    Mittel.   —  Gl•^UKLFI^;GEH   :    Briefe 
von  Gauss  '^\  Joh.    v.    Millier.    —   Horn  :   Bewegung<Mî    in    der    Nahe    einer 
Gleichgewichlslage.    —  J.   K.norlaich  :    Die    Biegungsinvarianten   u.    Kova- 
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rianlen  voii  gegebener  Ordnung.  —  Landsberg  :  Berne rkungen  zur  Theorit» 
dor  aigebraichen  Kurven.  —  Mandu  :  Ueber  die  Zerlegiing  von  Funklioiieii 
mehrerer  Variabeln  in  irreduktible  Faktoren.  —  Mertens  ^  Ueber  zyklische 
Gleichungen.  —  Rados  :  Die  Diskrîrainante  der  allgemcinen  Kreisteilungs- 
gleichung.  —  Schlesinger  :  Zur  Théorie  der  homogenen  linoaren  DifFeren- 
tialsysteme.  —  Schwkring  :  Anwendung  der  ellipt.  Funktioncn  auf  eine 
geometrische  Aufgabe.  —  Stéphanos  :  Sur  des  forces  donnant  lieu  à  des 
Irajectoires  coniques.  —  Teixeira  :  Sur  quelques  applications  des  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  du  sinus.  —  Thomé  :  Ueber  simull^me 
lineare  Differeniialgleichungen. 

Monatshefte  f.  Mathematik  a.  Physik,  herausgegeben  von  G.  v.  I^scherich, 
F.  Mertens  u.  W.  Wirtinger.  XVII.  Jahrg.  1906.  Eisenstein,  Wieu. 
Berger,  A.  :  Ueber  die  zur  dritten  Stufe  gehôrigen  hypergeoraetrischen 
Intégrale  am  elliptischen  Gebilde.  —  Biermann,  O.  :  Ueber  gewisse  lineare 
Transformazionen.  —  Carda,  K.  :  l®  Zur  Théorie  der  Jacobîschen  Difleren- 
tialgleichung.  —  2"  Ueber  eine  Schar  dreigliedriger  algebraischer  Gruppen 
der  Ebene.  —  Kberhard,  V.  :  Ein  Beitrag  zur  Telraederlehre.  — Er.nst,  P.  : 
Ueber  das  Kûppersche  Konoïd.  —  Gmeiner.  J.-A.  :  Otto  Stolz.  Nachruf.  — 
Grunwald,  J.  :  Ueber  duale  Zahlen  und  ihre  Anwendung   in  der  Geomeiric. 

—  Hahn,  h.  :  lo  Ueber  eînen  Satzvon   Osgood   in  der  Varialionsrechnung. 

—  2o  Ueber  das  aîlgemeineP  roblem  der  Variationsrechnuug.  —  Klug,  L.  : 
Konstruktion  der  Brennpunkle  der  ebenen  Schnitte  eines  Kegels  zweiter 
Ordnung.  —  Lkrch.  M.  :  Ueber  cinige  Punkte  der  Théorie  der  Euler- 
srhen  Intégrale.  —  Mack,  K.  Das  Herùhrungspioblem  fiir  die  allge- 
uieine  Regelschraubenfliiche.  —  Meder.  A.  :  Ueber  die  Déterminante  von 
Wronski.  —  Nielson,  N.  :  1°  Ueber  bestimmte  Intégrale  mit  der  Pryni- 
schen  Q-Fonktion.  —  2o  Notiz  ûber  die  Kugeifonktionen.  —  3»  Notiz  iiber 
eine  allgemeine  Integralformel.  —  Tauber.  A.  :  Ueber  die  unvollstandigen 
Gammafunktionen.  —  Waelsch,  E.  :  Ueber  niehrfache  Vekloreu  und  ihre 
Produkte  sowie  deren  Anwendung  in  der  Elaslizitiitstheorie.  —  Zi.ndler.  K.  : 
Zur  Diiferentialgeometrie  der  Linienkoniplexe. 

Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  dirigées  par  C.-A.  Laisant,  C. 
Bourlet  et  R.  Brigard.  4«  série.  T.  VI.  Gauthier-Villars,  Paris* 
Janvier-février-mars  1906.  —  G.  FoxTEiNÉ  :  Sur  une  surface  de  troisième 
ordre  qTli  est  l'analogie  du  cercle  des  neuf  points.  —  R.  Bricard  :  Sur  la 
Géométrie  de  direction.  —  J.-J.  Chapelon  :  Sur  la  snrface  lieu  des  centres 
de  courbure  des  courbes  d'une  surface  passant  par  un  point  de  cette  sur- 
face. —  L.  DvNOYER  :  Sur  les  courbures  de  poursuite  d'un  cercle.  —  A.  Gk- 
RARDi>-  :  Contribution  à  l'étude  de  l'équation  1.2.3.4...s-}-li=>'*.  —  A.  Mann-» 
HEiM  :  Démonstration  de  la  construction  trouvée  par  Hamilton  pour  déter- 
miner le  point  où  le  cercle  des  neuf  points  d'un  triangle  touche  le  cercle 
inscrit. —  A.  Man^heim  :  Note  à  propos  de  la  question  1960. —  H.  Laitrent: 
Sur  les  substitutions  linéaires  qui  laissent  une  forme  quadratique  invariantl^ 

—  E.  GuiTTON  :  Démonstration  de  la  formule   /       g-x"    dx  ■=.  \/^.    Perxot 

et  Moisso.N  :  Etude  des  points  à  l'inlini  d'une  courbe  algébrique.  —  H.  Lau- 
rent :  Sur  un  théorème  de  Charles  et  d'Abel.  —  Ph.  du  Plessis  :  Coilcours 
d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique  en  1906.  Composition  de  Géométrie 
analytique  et  mécanique.  —  Ch.  Méray  :  Construction  de  la   surface  du  se- 
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rond  ordre  déterminée  par  neuf  points  ou  neuf  plans  tangents.  —  H.  Padé  : 
Sur  la  propriété  de  concavité  de  Therpolbodie  de  Ponsot.  —  S.  LxTTfes  :  Sur 
les  courbes  invariantes  par  polaires  réciproques.  —  Jean  Servais  :  Concours 
d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique  en  1906.  Composition  d'Algèbre  et  Tri- 
gonométrie. —  F.-Gomes  Teixeira  :  Sur  une  propriété  de  la  strophoïde  et 
siir  les  cubiques  qui  coïncident  avec  leurs  cissoïdales.  —  Emile  Weber  :  Sur 
quelques  cercles  du  plap  d'un  triangle.  —  Stuyvaert  :  Un  théorème  sur  la 
collinéation  et  la  réciprocité.  —  H.  Laure:«t  :  Sur  une  généralisation  de  la 
transformation  birationnelle. —  Jean  Servais:  Concours  d'admission  à  l'Ecole 
Normale  supérieure  en  1906.  Première  composition  de  mathématiques. 
Sciences  1.  —  Jean  Servais  :  Concours  d'admission  à  l'Ecole  Normale  supé- 
rieure en  1906.  Deuxième   composition  de  mathématiques.  Sciences  ï  et  II. 

—  Paul  Lévy  :  Sur  la  densité  des  nombres  premiers  inférieurs  à  une  grandeur 
donnée.  —  A.  Vacquant  :  Note  sur  l'hyperbole  équilatère  inverse  d'une 
droite  OS  par  rapport  à  un  triangle  ABC  et  sur  le  triangle  pédal  du  point  S. 

—  J.  Juhrl-Rékoy  :  Sur  les  centres  de  gravité.  —  Agrégation  des  Sciences 
mathématiques  (Concours  de  1906).  —  C.  Clapier  :  Solution  de  la  question 
de  Mathématiques  élémentaires.  —  Certificats  de  calcul  différentiel  et  inté> 
gral.  —  Certificats  de  mathématiques  préparatoires  à  l'étude  des  Sciences» 
physiques. 

Prace  Matematyczano-Fizyczne,  prze/.  S.  Dicksteina.  T.  XYII,  1906. 

T.  Levi-Civita  :  Sur  la  recherche  des  solutions  particulières  des  systèmes 
difTércntiels  et  sur  les  mouvements  stationnaires.  —  K.  Zorawski  :  Ueber 
Kriimmungseigenschaftcn  der  Scharen  von  Linieiielementen.  —  W.  Siek- 
piNSKi  :  Sur  un  problème  du  calcul  des  fonctions  asymtotiques.  —  G. -A. 
Miller  :  Groups  generaled  by  two  operators  which  transform  each  other 
into  the  same  power.  — A.  Pkzeborskî  :  Sur  les  intégrales  non  analytiques 
des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  —  G.'Do- 
BORzrN&Ki  :  Tc^ber  die  van  der  Waais'che  Hypothèse  der  ûbereinstimmenden 
Zustànde.  —  G.  Mittag-Leffler  :  Sur  la  représentation  analytique  d'une 
branche  uniforme  d'une  fonction  monogène.  —  A.  Przeborski  :  Sur  les  inté- 
grales non  analytiques  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre. 

Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society.  Série  2,  vol.  4,  fasc.  \-\. 
W.  BuRNsiDE  :  On  the  Arithmetical  Nature  of  the  Coefficients  in  a,  Group 
of  Linear  Substitutions  of  Fijiite  Order  (Second  Paper).  —  G.-H.  Hardy  : 
The  Continuum  and  the  Second  Number  Class.  —  A.-C.  Dixon  :  On  «  Well- 
ordered  »  Aggregates.  —  E.-W.  Hobson  :  On  the  Arithmetic  Continuum.  — 
B.  Russell  :  On  soine  DifTiculties  in  the  Theory  of  Transfinite  Numbers  and 
Order  Types.  —  W.  Bi'rnside  :  On  the  Hessian  Configuration  and  ils  con- 
nection with  tho  Group  of  360  Plane  CoUineations.  —  L.-J.  Roceks  :  On  the 
Représentation  of  certain  Asymptotic  Séries  as  Convergent  Continued  Frac- 
lions.  —  H.  Bateman  :  The  Theory  of  Intégral  Equations.  —  H. -F.  Baker  : 
On  the  Monogeneity  of  a  Function  defined  by  an  Algebraic  Equation.  —  J. 
Brill  :  On  the  Expression  of  the  so-called  Biquaternions  and  Triquater- 
nions  with  the  aid  of  Quaternary  Matrices.  —  H. -F.  Baker  :  Remark  on  the 
Eisenstein7Sylve8ter  Extension  of  Fermat's  Tlieorem,  —  E.-W.  Hobson  : 
On  absolutely  Convergent  Improper  Double  Intégrais.  ^-  A.-C.  Dixo.n  and 
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20  Tafelu  praktischer  Beispiele  in  Lichtdruck.  —  1  vol.  cari.  in-'*".  60  p.; 

5  Mk.;  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 
A  LOIS  Lanner.  —  Neuere  Darstellungen  der  Grundprcbleme  der  reinen 
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Manuscrits  et  figures.  —  Nous  insistons  auprès  de  MM.  les  Collabo- 
rateurs pour  que  leurs  articles  destinés  à  L'Enseignement  Mathématique 
soient  écrits  lisiblement  et  d'un  seul  côté  de  la  feuille.  Lorsque  le  mé- 
moire est  accompagné  de  figures,  celles-ci  doivent  être  dessinées  asfec 
soin  sur  des  feuilles  séparées. 
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Tirages  à  part.  —  La  Direction  de  L'Enseignement  Mathématique 
remet  gratuitement  à  MM.  les  Auteurs  d'articles  de  fond  {^ingt-cinq 
tirages  à  part  sous  couverture,  sans  remaniement  de  leur  article.  Les 
Auteurs  pourront  d'ailleurs  obtenir  un  plus  grand  nombre  de  tirages  à 
part  (jusQu'à  concurrence  de  200  exemplaires  supplémentaires)  et  cela 
aux  conditions  fixées  par  un  tarif  spécial  qui  peut  être  demandé  à 
TAdrainistration;  toutefois  la  demande  du  tirage  supplémentaire  devra 
être  faite  en  retournant  l'épreuve  corrigée. 

Pour  tout  ce  qui  concerne  les  tirages  à  part  s'adresser  à  VAdmi-- 
nistration  de  l'Enseignement  Mathématique,  4,  rue  du  Vieux-Collège, 
Genève,  Les  Directeurs. 
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L'ENSEIGNEMENT  MATHÉMATIQUE 

REVUE  INTERNATIONALE 
ParaVwftnt  tons  las  deux  mois. 
A.d mi nist ration  :  '«,  rue  du  Yieux-Coliègc,  Genève  (Suisse). 

L'Enseignement  mathématique  parait  tous  les  deux  mois  (les  15  janvier,  mars, 
mai,  juillet,  septembre  et  novembre)  par  fascicules  de  80  à  96  pa|2^cs. 

Prix  du  Numéro  :  3  Francs. 

Abounemento*  —   Les  abonnements  sont  annuels  et  partent  de  janvier. 

Prix  de  VAbonnement  :  Union  postale 15  francs. 

On  s'abonne,  en  France  :  1»  Par  l'envoi  d'un  mandat  poste  à  la  Librairie 
GAUTHIER-VILLARS,  Paris,  55,  quai  des  Grands-Angustins  ;  2"  chez  les  princi- 
paux libraires. 

Dans  tous  les  autres  pays,   on  s'abonne  :  lo  Par  l'envoi  d'un  mandat  poste  à  la 

Librairie  GEORG  et  C'«,  à  Genève,  10,  Corraterie  ;  2"  chez  les  principaux  libraires. 

Rédft«t;lon«  —  Pour  tout  ce  qui  concerne  la  Rédaction,  s'adresser  : 

à  M.  C.  A.  Laisant,  162,  Avenue  Victor-Hugo,  Paris, 

ou  à  M.  H.  Fkhr,  19,  Rue  Ph.  Plantamour,  Genève, 

ou  à   M.  A.  BuHL,   6,  Rue    Villefranche,    Montpellier. 


SOMMAIRE  du  N"  2  (20  mars  1907). 

il.  BouRLET  (Paris).  —  La  Géométrie  descriptive  au  Conservatoire 

des  Arts  et  Métiers 80 

J.  Richard  (Dijon).  —  Sur  un  paradoxe  delà  théorie  des  ensembles 

et  sur  Taxiome  de  Zernielo D't 

G.  CoMBBBiAc  (Bourges).  —  Les  trois  concepts  géométriques.     .     .     09 

L.  Crblikr  (Biennej.  —  Génération  des  courbes  et  des  surfaces  su- 
périeures   107 

G.  Leur  (Montauban).  —   Sur   les   démonstrations   en    Géométrie 

descriptive     . 119 

Knquêle  sur  la  méthode  de  travail  des  mathématiciens. 

Questions  14  à  17,  par  II.  Fehr 123 

Questions  18  et  20,  par  Th.  Flournoy 128 

V.  BouYNiN  (Moscou  .  —  A  propos  de  rKncfuéte  sur  la  méthode  de 

travail  des  mathématiciens  .     , 135 

II.  Fehr.  —  Le  stéréoscope  et  ses  applications  scientifiques   .     .     .   142 

Chronique.  —  IV'«  Conjurés  international  des  malhcniaticiens.  —  Association 
scientifique  internationale  espérantisie  ;  créalion  d'un  bureau  perma- 
nent. —  Un  journal  mathématique  espéranlisle.  —  Association  alle- 
mande pour  l'avancement  de  renseignement  des  sciences  malhém.  et 
nat.  —  Association  italienne  pour  l'avanccmonl  des  sciences.  —  Fa- 
culté des  sciences  «le  Paris.  —  L'Exposition  mathématique  de  l'Univer- 
sité Columbia  de  New- York.  —  H"»©  Centenaire  d'Kuler.  — Association 
des  naturalistes  et  médecins  allemands.  —  Réunion  des  philologues  et 
professeurs  allemands.  —  Nominations  et  distinctions.  —  Le  Colonel 
Mannheim I'i6 

Notes  et  Documents.  —  Cours  universitaires  :  Allemagne,  Autriche.  France. 

Suisse L5o 

Bibliographie.  —  Fassbi.ndkr  :  Théorie  et  pratique  des  approximations  numé- 
riques. —  BiF.RMANN  :  Vorlesnngen  ùber  mathematischc  Niiherungs- 
methodcn.  —  Brioscui  :  Opère  matematiche.  —  Dasskn  :  Tratado  de 
Aritmetica  ;  Tratado  de  Algebra  f  Stuyrxrtj.  —  Horn  :  Gewôhnliche 
Differentialgleichungen  ^.-1.  fiiihl).  —  Joukfrkt:  Mélanges  de  Géomé- 
trie à  quatre  dinuMisions  ^  ^/.  ('omhehiari.  — IL  Laurknt:  La  Géométrie 
analytique  générale  ( Coinhehiacl.  —  N.  Niklsen  :  Handbuch  der  Théorie 
der  Gammal'unktion  f  ^wjrf^/royj.  —  E.-B.  Wilson  :  Seven  lectures  on 
Spherical  Ge:)metry  (Daniels) 159 

Bulletin  bibliographique.  —  Sommaire  des  périodiqiies.  —  Livres  nouveaux  .      165 

A  nos  lecteurs.  —  Nous  avons  dû  retarder  de  quelt/ues  Jours  la  publication  de 
ce  numéro  de  manière  à  poussoir  donner  une  liste  aussi  complète  que  possible  des 
cours  universitaires  du  semestre  d'été.  La  Rédaction. 
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Librniies  de  l'Université.  —  Même  Maison  à  B/île  et  Lyon. 


LliRÂIRIE  IIÎERIIÂTIOIIÂIE 

SCIENTIFIQUE  ET  LITTÉRAIRE 


LIVRES  FRANÇAIS,  ALLEMANDS,  ANGLAIS 


Dépositaires  des  publications  de  plusieurs  Sociétés  savantes 

Société  de  Physique  et  (THistoire  naturelle  de  Genh'e. 

Société  helvétique  des  Sciences  naturelles. 

Société  d* Histoire  et  d'Archéologie  de  Genève. 

Société  paléontologique  suisse. 

Société  de  Botanique  de  Genève^ 

etc.,  etc. 


RelaCionH  directes  avec  touii  len  pays. 


Catalogues  et  renseignements  gratis  et  franco  sur  demande 

COLLECTION 

DE 

L'ENSEIGNEMENT  MATHÉMATIQUE 


La  collection  des  huit  premiers  volumes,  années 

1899à  1906,  se  vend Fr.   % 

Les  tomes  I,  et  III  à  VIII,  pris  séparément  ...       »     15 
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Relations  directes  entre  Paris  et  l'Italie. 


Les  billets  d'aller  et  retour  de  Paris  en  Italie,  via  Mont-Cenis  et  via 
Simplon,  indiqués  ci-après,  sont  délivrés  toute  Tannée,  à  la  fçarc  de 
Paris,  dans  les  bureaux  succursales  et  dans  les  Agences  de  voyages. 

1.  Via  Mont-Cenis: 
BILLKTS  D'ALLER  ET  RETOUR  : 


De  Paris  à 


ou  vice  versa 


Turin  .  . 

Milan  .  . 
I  Gènes  .  . 

Venise.  . 
!  Florence 

Rome  .  . 

Naples.  . 


j^«  (^r.) 

2«  (fr.) 

147.  — 

106.  15 

104.  80 

110.  75 

109.  80 

121,  40 

210.  35 

153.  75 

217.  40 

154.  80 

206.  90 

189.  50 

315.  50 

223.  50 

3«  (fr. 
09.  25 


»      >  Validité:  30  jours 


do.        45  jours 


La  durée  de  validité  des  billets  valables  30  jours  peut  être  prolongée  de  15  jours, 
et  celle  des  billets  valables  45  jours  peut  être  prolongée  de  22  jours,  moyennant  le 
paiement  d'un  supplément  (cette  prolongation  ne  peut  être  accordée  que  par  les 
gares  de  départ  et  de  destination  du  billet). 

D'autre  part,  la  durée  de  validité  des  billets  a  Paris-Turin  »  est  portée  gratuite- 
ment à  60  jours  lorsque  les  voyageurs  prenqe ni,  k  Paris,  un  billet  de  voyage  circu- 
laire intérieur  italien  conjointement  avec  le  oillet  d'aller  et  retour  «  Paris-Turin  ». 
ou  lorsqu'ils  justifient  avoir  pris  à  Turin,  soit  un  billet  circulaire  italien,  soit  un 
billet  d'abonnement  spécial  italien,  soit  un  billet  d'aller  et   retour  combiné   italien. 

2.  Via  Simplon  : 
BILLETS  D'ALLER  ET  RETOUR  : 

^re    (fr.)       2™«  (fr.)    I 

Domodossola.  .     125.  —       89.  40 

Milan 148.  55     105.  95 

Venise 201,  25     142.  85 


De  Paris  à 
(ou  vice  versaj. 


Validité  : 
30   jours. 


La  durée  de  validité  des  billets  d'aller  et  retour  «  Paris-Milan  »  et  o  Paris- 
Venise»,  peut  être  prolongée  de  15  jours,  moyennant  le  paiement  d'un  supplément. 

La  validité  des  billets  d'aller  et  retour  «Paris-Domodossola»,  est  portée  gratui- 
tement à  60  jours  lorsque  le  voyageur  justifie  avoir  pris  à  Domodossola,  soit  un 
billet  circulaire  italien,  soit  un  abonnement  spécial  italien,  soit  un  billet  d'aller  et 
retour  combiné  italien. 

Arrêts  facultatifs.  — Enregistrement  direct  des  bagages.  — Franchise  de  SOkilog, 
de  bagages  sur  le  parcours  P.-L.-M.  Aucune  franchise  en  Italie  et  en  Suisse.  — 
Le  voyageur  doit  être  revenu  à  son  point  de  départ  le  dernier  jour  de  validité, 
normale  ou  prolongée,  du  billet  d  aller  et  retour,  à  minuit  au  plus  tard. 

— ••       ITINÉRAIRE      lULUSTRÉ       ••— 

La  Compagnie  vient  de  publier  un  Album  artistique  intitulé  «  Itinéraire  Illustré  :  Paris-Lyon- 
MarseilU'la  Côte- d'Azur,  n 

Cet  album  contient,  avec  des  notices  sur  les  points  les  plus  intéressants  situés  sur  l'itinéraire,  de 
fort  jolies  illustrations  en  simili-gravure  et  dessins  à  la  plume  ;  cet  album  est,  en  outre,  orné  de 
panoramas  cartographiques  mettant  sous  les  yeux  du  lecteur,  non  seulement  les  villes  et  localités 
situées  sur  la  Ii{^ne  du  chemin  do  fer,  mais  encore  les  pays  avoisinants  dans  un  rayon  fort  étendu. 

L'album  est  mis  en  vente,  au  prix  de  0  fr.  50  l'exemplaire,  dans  les  bibliothèques'  des  principales 
gares  du  réseau  ;  il  est  envoyé  également  à  domicile  sur  demande  accompagnée  de  0  fr.  60  en  tim- 
bres-poste et  adressée  au  Service  Central  de  l'Exploitation,  20,  boulevard  Diderot,  A  Paris. 
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LA   GEOiMETRIE   DESCRIPTIVE  AU   CONSERVATOIRE 
DES  ARTS  ET  MÉTIERS  DE  PARIS 

Extrait^  de  la  leçon  d'ouverture  de  M.  Carlo  Bolrlet. 


La  Géométrie,  telle  (|ue  l'ont  forgée  les  mathématiciens 
pendant  de  longs  siècles  depuis  Euclide,  est  une  Géométrie 
synthétique  d'une  élégante  logique,  mais  factice,  comme  toute 
science  qui  procède  par  synthèse.  Les  démonstrations  y  ont 
cette  forme  inattendue  et  quelque  peu  mystérieuse  qui,  sous 
prétexte  de  rigueur,  cache  la  nature  des  choses.  La  genèse 
des  idées  a  disparu  pour  faire  place  à  un  lien  logique  que 
rien  ne  semble  imposer; -et  Pétudiant  ne  trouve  dans  cette 
science  aucune  méthode  générale  qui  puisse  lui  servir  de 
guide,  soit  pour  classer  les  notions  acquises,  soit  pour  décou- 
vrir à  son  tour  quelques  propriétés  nouvelles. 

Les  beaux  travaux  de  Poncelet  et  de  Chasles  sur  la  projec- 
tion, rhomologie,  Thomographie,  avaient  jeté  une  lumière 
nouvelle  sur  la  froide  Géométrie  d'EucIide.  Us  avaient  doté 
la  science  d'un  des  premiers  exemples  de  ces  transforma- 
tions générales  des  figures  qui,  actuellement,  servent  de  base 
à  notre  Géométrie  supérieure  moderne. 

Mais,  à  étudier  de  plus  près  ces  transformations,  on  s'aper- 
çut bientôt  qu'il  y  en  avait  d'autres  beaucoup  plus  intuitives, 
plus  élémentaires,  dont  nous  nous  servions  d'ailleurs  aveu- 
glément, et  qui  étaient  à  la  base  de  la  géométrie  :  ce  sont  les 
déplacements  d'une  figure  invariable  et,  parmi  eux,  les  plus 
simples,  la  translation  et  la  rotation. 


*  M.  BouRLKT  a  bien  voulu  nous  autoriiier  à  reproduire  cet  extrait  de  sa  leçon  d'ouverture 
comme  profeBseur  titulaire  de  la  chaire  de  (çéométrie  descriptive  à  laquelle  il  a  été  nommé 
en  remplacement  de  M.  Rouohk.  V.  Rev.  Scient,  du  22  déc.  1906. 

L'Enaeignement  mathém.,  9«  année  ;  1907.  7 
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L'existence  même  de  la  Géométrie  implique  la  notion  de 
mouvement.  S'il  pouvait  exister  un  être  pensant,  condamné 
à  une  immobilité  absolue  au  milieu  d\in  Univers  également 
rigide  et  immuable,  un  tel  être  ne  pourrait,  quelque  puis- 
sante que  soit  sa  force  de  pensée,  imaginer  une  Géométrie 
quelconque,  car  il  serait  dans  Timpossibilité  absolue  de  com- 
parer deux  longueurs.  La  Géométrie  est  la  science  de  la  com- 
paraison des  figures  et  cette  comparaison  n'est  possible  qu'à 
condition  que  nous  puissions  déplacer  les  objets  sur  lesquels 
nous  raisonnons  pour  en  identifier  les  dimensions  com- 
munes. Puisque  donc  la  possibilité  du  déplacement  est  la 
condition  essentielle  d'existence  de  la  Géométrie,  il  semble 
naturel,  je  dirais  même  nécessaire,  de  faire  de  ce  déplacement 
l'instrument  fondamental  du  raisonnemenf  géométrique. 

En  faisant  de  l'étude  des  déplacements  élémentaires  le 
fondement  de  la  Géométrie  moderne,  en  nous  servant 
systématiquement  de  cet  instrument  primordial,  nous  cons- 
truirons une  science  non  seulement  |>lus  réelle,  plus  tan- 
gible, mais  encore  plus  vaste  et  plus  en  harmonie  avec  les 
grandes  découvertes  des  mathématiciens  du  siècle  dernier. 
Après  avoir,  à  la  suite  d'Euclide,  fait  un  long  détour  dans  le 
domaine  de  l'abstraction,  nous  reviendrons  au  concret.  Nos 
idées  auront,  suivant  la  loi  générale  de  révolution  humaine, 
décrit  un  cycle;  mais  ce  cycle  n'est  pas  fermé,  car  nous  le 
décrivons  à  la  manière  d'une  vis  qui  se  meut  dans  son  écrou 
et  avance  d'un  cran  à  chaque  tour.  Ainsi  chaque  cycle  nous 
fait  faire  un  pas  en  avant  dans  ce  vaste  inconnu  que  nous  nous 
efforçons  de  pénétrer. 

De  la  Géométrie  pure  à  la  Géométrie  descriptive,  il  n'y  a 
qu'un  pas,  car  la  seconde  est  l'application  directe  de  la  pre- 
mière aux  problèmes  de  la  pratique. 

La  Géométrie  descriptive  a  traversé  les  mêmes  phases 
que  la  Géométrie  pure.  Ayant  pris  naissance  dans  les  tracés 
empiriques  des  anciens  appareilleurs,  elle  fut  systématisée 
et  érigée  en  science  par  les  géomètres  et  particulièrement 
par  Monge  et  son  école.  Elle  passa  ainsi  des  mains  des  pra- 
ticiens dans  celles  des  théoriciens.  Bientôt  i^eux-ci,  oubliant 
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sa  raison  d'être,  lui  donnèrent  une  tournure  de  plus  en  plus 
dogmatique  pour  ne  plus  y  voir  qu'une  traduction  graphique 
de  Faits  analytiques. 

Deux  écoles  se  trouvèrent  ainsi  en  présence  :  Tune  théo- 
rique qui  met  la  Géométrie  descriptive  en  formules  et  l'ap- 
plique à  des  objets  irréels  ;  l'autre  pratique  qui  ne  veut  ja- 
mais perdre  de  vue  le  but  technique  du  Dessin  géométrique 
et  le  limite  aux  tracés  utiles.  Les  théoriciens  nous  défendent 
de  voir  dans  l'espace;  ils  établissent,  par  le  raisonnement 
pur  et  abstrait,  en  se  basant  sur  des  définitions  présentées 
a  priori^  des  règles  générales  immuables,  panacées  univer- 
selles, que  l'on  doit  appliquer  aveuglément,  sans  les  discuter, 
pour  obtenir  un  résultat  d'autant  moins  facile  à  contrôler 
qu'il  est  plus  inattendu.  Et,  pour  justifier  leurs  prétentions, 
ils  font  exécuter,  parfois,  à  leurs  élèves,  des  épures  bizarres, 
dont  les  données  sont  choisies  à  dessein  de  façon  à  en  rendre 
la  vision  impossible.  H  est  clair  que  si  l'on  opère  sur  des 
surfaces  illimitées,  placées  par  rapport  aux  plans  de  projec- 
tion de  manière  à  n'avoir  aucun  contour  apparent  où  le  regard 
s'accroche,  l'imagination  visuelle  a  peine  à  concevoir  les 
formes  des  objets  qu'il  s'agit  de  figurer.  Mais  ce  sont  là  des 
problèmes  dénués  d'intérêt,  jongleries  de  dessinateur,  dont 
nous  ne  savons  que  faire.  Dans  la  réalité,  nous  n'aurons  ja- 
mais à  considérer  que  des  portions  limitées  de  ces  surfaces 
illimitées;  et  nous  serons,  d'ailleurs,  toujours  libres  de  choi- 
sir nos  plans  de  projection  pour  en  rendre  la  vision  facile. 

Il  ne  faut  pas,  en  effet,  oublier  que  le  but  unique  de  la 
Géométrie  descriptive  et  de  la  Stéréotomie  est  de  représen- 
ter des  morceaux  de  pierre,  des  pièces  de  bois,  des  organes 
de  machines,  des  détails  et  ensembles  architecturaux  d'une 
façon  claire  et  précise  qui  en  permette  l'exécution.  L'artisan, 
auquel  on  transmettra  le  dessin,  doit  pouvoir,  d'un  premier 
coup  d'œil,  connaître  la  forme  et  les  détails  de  la  pièce  qu'il 
est  chargé  d'exécuter.  Le  rôle  —  je  dirai  plus  —  le  devoir  du 
dessinateur  est  donc  de  présenter  ces  objets  d'une  manière 
simple.  Il  doit,  non  pas  s'imposer  au  hasard  des  plans  de 
projection,  ni  même  un  mode  de  représentation,  mais  les 
choisir  judicieusement  pour  atteindre    le   maximum  d'effet 
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utile.  Il  doil  faire  voir;  et  pour  cela,  il  faut  d'abord  qu't7 
voie  lui-même. 

Loin  de  nous  la  pensée  de  nier  les  grands  services  que 
nous  ont  rendus  les  théoriciens.  Ceux  qui  ont  reçu  leur  ensei- 
gnement y  ont  trouvé  des  méthodes  générales  fécondes,  ils  y 
ont  appris  à  dominer  leur  sujet  et  à  en  dégager  ce  qu'il  con- 
tient d'essentiel.  Mais,  en  toutes  choses,  Texcès  est  détes- 
table; et  il  est  toujours  fâcheux  de  faire  dévier  systématique- 
ment une  science  du  but  fondamental  qui  justifie  son  exis- 
tence. 

Nous  nous  rangerons  donc.  Messieurs,  résolument,  dans 
le  parti  des  praticiens  ;  et  nous  nous  efforcerons,  suivant 
les  traditions  du  Conservatoire  des  Arts-et-Métiers,  à  rester 
ensemble  dans  le  domaine  technique,  le  seul  qui  puisse 
trouver  asile  ici.  Cela  ne  signifie  pas  que  nous  exclu- 
rons de  nos  études  les  idées  et  les  méthodes  générales, 
mais  nous  essaierons  d'en  faire  un  emploi  raisonné  et 
judicieux  ;  nous  chercherons  à  voir,  et,  au  besoin  des  mo- 
dèles placés  sous  nos  yeux  nous  aideront  à  ne  pas  perdre  de 
vue,  jusqu'au  jour  où  notre  imagination  seule  pourra  y  suf- 
fire, les  objets  que  nous  serons  appelés  à  représenter.  Nous 
saurons,  quand  il  le  faudra,  nous  inspirer  des  circonstances, 
éviter  l'usage  machinal  des  règles  compliquées,  pour  faire 
souvent  appel  au  simple  bon  sens  qui,  après  tout,  n'est  qu'une 
forme  vulgaire  de  cette  logique  naturelle  qui  est  le  fondement 
de  toute  l'intelligence  humaine. 

Jusqu'ici,  Messieurs,  nous  avons  passé  en  revue  les  appli- 
cations directes  du  dessin,  celles  qui  en  sont,  en  quelque 
sorte,  la  raison  d'être  primordiale. 

Le  cours  de  cette  année,  fermant  le  cycle  que  nous  recom- 
mencerons l'an  prochain,  sera  réservé  à  l'étude  de  la  Statique 
graphique.  Je  pense  que  la  place  que  doit  occuper  cette 
science  dans  ce  cours  ne  saurait  être  diminuée  ;  et  je 
ne  crois  pas  inutile  d'en  développer  ici  mes  raisons,  en 
définissant  nettement  les  limites  du  cadre  dans  lequel  nous 
aurons  à  nous  mouvoir. 

Le  Cours  de  Géométrie  descriptive  doit,  à  mon  avis,  com- 
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prendre  toutes  les  applications  du  Dessin  géométrique.  Mais 
que  devons-nous  enlendre  sous  ce  nom?  Comprendrons-nous 
dans  le  Dessin  géométrique  toutes  les  applications  graphi- 
ques de  la  science,  quelles  que  soient  leur  portée  ou  leur  na- 
ture ?  Certes,  non,  car,  s'il  en  était  ainsi,  nous  devrions  em- 
brasser toutes  celles  des  connaissances  humaines  qui  plus  ou 
moins  se  servent  de  représentations  graphiques.  Or,  notre 
esprit  a  tant  de  peine  à  demeurer  dans  Tabstrait,  que,  mt^me 
dans  celles  des  parties  de  la  science  pure  qui  sont  les  plus 
éloignées  des  applications  immédiates,  on  se  sert  de  schémas 
graphiques,  bornes  concrètes  qui  marquent  une  étape,  et  où 
la  pensée  lasse  s'arrête  pour  se  reposer.  Si  nous  voulions 
étudier  tous  les  cas  où  la  représentation  graphique  rend  des 
services,  nous  ne  saurions  plus  nous  arrêter.  Même  en  res- 
tant sur  le  terrain  géométrique,  nous  serions  ainsi  conduits 
à  exposer  ici  toute  la  Géométrie  analytique;  car,  si  celle-tâ, 
vue  sous  un  certain  angle,  est  la  traduction  analytique  de 
formes  géométriques,  elle  est  aussi,  prise  à  rebours,  la  tra- 
duction graphique  de  formules  et  d'équations. 

Le  Dessin  géométrique  a  un  rôle  plus  restreint  :  celui  de 
résoudre  graphiquement,  au  moyen  de  la  règle,  de  Véquerre 
et  du  compas  tous  les  problèmes  pratiques  qui  comportent 
une  pareille  solution. 

Et  le  champ  ainsi  délimité  est  encore  assez  vaste  pour  que 
le  cycle  de  nos  trois  années  ne  suffise  pas  à  le  parcourir  (mi 
entier. 
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SUR  UN  PARADOXE  DE  LA  THEORIE 
DES  ENSEMBLES  ET  SUR  L'AXIOME  ZERMELO 


J'ai  signalé  autrefois,  dans  la  Reçue,  générale  des  sciences^ 
un  paradoxe  relatif  à  la  théorie  des  ensembles.  L'explica- 
tion que  j'en  ai  donné  n'est  pas  entièrement  exacte,  comme 
l'a  remarqué  M.  Peano.  Je  voudrais  reprendre  la  question 
ici,  et  la  faire  suivre  de  quelques  réflexions  sur  ce  qu'on 
nomme  Vaxiome  Zermelo. 

Mon  paradoxe  concerne  l'ensemble  E  des  nombres  suscep- 
tibles d'être  définis  par  un  nombre  fini  de  mots. 

Cet  ensemble  est  dénombrable.  En  eff^et,  la  définition  d'un 
nombre  par  un  nombre  fini  de  mots  est  un  arrangement 
avec  répétition  des  26  lettres  de  l'alphabet.  Rangeons  par 
ordre  alphabétique,  d'abord  tous  les  arrangements  un  à  un, 
puis  à  la  suite  tous  ceux  deux  à  deux,  puis  tous  ceux  trois  à 
trois,  etc.  Puis,  parmi  ces  arrangements  conservons  seule- 
ment ceux  qui  définissent  des  nombres,  en  biffant  tous  les 
autres. 

Dans  la  suite  des  arrangements  restant  et  définissant  des 
nombres,  toute  définition  de  nombre  occupera  un  rang.  Ces 
définitions,  ou  les  nombres  correspondants  forment  donc 
un  ensemble  dénombrable. 

Cet  ensemble  que  je  nomme  E  est  défini  par  les  mots  qui 
précèdent.  Mais,  étant  donné  un  ensemble  dénombrable  de 
nombres,  on  sait  qu'on  peut  trouver  un  nombre  n'apparte- 
nant pas  à  l'ensemble. 

Pour  définir  un  pareil  nombre,  aux  chiffres 

0123456789 
faisons  correspondre  respectivement 

1234567811 
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à  chaque  chiflFre  x  correspond  un  autre  chiffre  (f  (x)  et  <f(x) 
est  distinct  de  x.  En  outre  f  (x)  n'est  jamais  égal  à  9. 

Formons  alors  un  nombre  N  ayant  zéro  pour  partie  entière 
et  pour  /?"*  chiffre  décimal  le  correspondant  du  w"*®  chiffre 
décimal  du  n^^  nombre  de  l'ensemble  E. 

Le  nombre  N  ainsi  défini  ne  fait  pas  partie  de  E,  car  s'il 
était  le  w"*  nombre  de  E,  son  /i™"  chiffre  serait  identique  au 
n"*  chiffre  du  w"'  nombre  de  E,  et  cela  n'est  pas. 

Voilà  donc  un  nombre  iN,  défini  par  un  nombre  fini  de 
mots  et  n'appartenant  pas  à  E,  ce  qui  est  contradictoire  avec 
la  définition  de  E. 

Telle  est  la  contradiction. 

Il  m'avait  paru  assez  facile  d'expliquer  ce  paradoxe.  Soit 
G  la  phrase  définissant  N.  Cette  phrase  est  un  arrangement 
de  mots.  Gomme  les  éléments  de  E  sont  des  arrangements 
de  mots,  en  formant  l'ensemble  E,  on  rencontrera  la  phrase  G. 
Supposons  qu'on  la  rencontre  au  rang/?.  A  ce  moment  elle 
n'a  pas  de  sens,  car  à  ce  moment  les  p  —  1  premiers  élé- 
ments de  E  sont  seuls  définis.  La  phrase  G  n'ayant  pas  de 
sens  devra  être  biffée. 

Voici  l'objection  de  M.  Peano.  Dans  la  phrase  G  on  peut 
remplacer  les  mots  :  l'Ensemble  E  par  leur  définition.  La 
phrase  G  acquiert  alors  un  sens  et  elle  définit  un  nombre. 

Le  paradoxe  subsiste  donc. 

Mais  alors  on  peut  remarquer  ceci  :  la  phrase  G  formule 
une  contradiction.  Soit/?  son  rang  dans  l'ensemble  E  ;  si  la 
phrase  G  définit  un  nombre  N,  soit  x  son  /i™*  chiffre.  La 
phrase  G  exprime  que  le/?'"®  chiffre  de  N  est  égal  à  y  (x)^  elle 
exprime  donc  que  : 

or  par  la  définition  de  9  (x)  on  a  9  (x)  ^  x, 

La  phrase  G  exprime  donc  que  le/?™®  chiffre  du/?™®  nombre 
de  E  est  différent  de  lui-même,  ce  qui  est  absurde.  On  de- 
vra donc  la  biffer. 

Il  reste  encore  une  difliculté.  M.  Peano  l'indique  et  la  ré- 
sout comme  il  suit  :  (Je  cite  textuellement  en  traduisant  en 
français  le  latin  sans  flexion  dont  l'auteur  fait  usage). 
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«  Si  la  phrase  qui  définit  N  n'exprime  pas  un  nombre, 
comme  il  est  démontré  ci-dessus,  alors  dans  le  calcul  de  N 
je  passe  cette  phrase  qui  ne  définit  pas  un  nombre,  et  la  dé- 
finition de  N  acquiert  un  sens.  C'est-à-dire:  si  N  n'existe  pas, 
alors  il  existe  ». 

«  La  contradiction  est  dans  l'ambiguité  de  la  phrase  N.  Il 
est  nécessaire  d'ajouter  d'une  manière  explicite,  «  cette 
phrase  non  exclue  »  ou  «  celte  phrase  exclue». 

«Alors  nous  biffons  la  phrase  ambiguë,  et  nous  continuons 
au  delà.  Vu  peu  plus  loin  nous  trouvons  les  deux  phrases  : 

«   N'   r=  (Phraso  N)  cette  phrase  exdue, 

«   N"  =  (Phrase  N)  cette  phrase  non  exclue. 

«N"  n'existe  pas,  par  la  raison  indiquée.  N'  représente  un 
nombre  déterminé,  appartenant  à  E,  et  évidemment  différent 
de  tout  autre  nombre  de  E.  » 

Telle  est  l'explication  de  M.  Peano.  On  pourrait  encore  y 
faire  cette  objection  que  l'ensemble  E  (qui  contient  N)  est 
malgré  tout  dénombrable.  Alors  cet  ensemble  E  étant  formé, 
la  phrase  G  aura  un  autre  sens  et  définira  un  nombre  qui 
n'est  pas  dans  E.  Cette  fois  le  nombre  n'est  défini  qu'après 
la  formation  totale  de  E  et  mon  explication  redevient  bonne. 

Je  n'insiste  pas  plus  longtemps  sur  ce  sujet,  de  peur  de 
patauger  dans  l'infini,  selon  l'expression  de  M.  Poincaré. 

Je  vais  parler  de  Y  axiome  Zermelo,  ce  qui  n'est  pas  sans 
liaison  avec  ce  qui  précède,  comme  on  pourrait  le  croire. 

On  est  conduit  à  l'axiome  en  question,  en  cherchant  à  dé- 
montrer la  proposition  suivante  : 

Si  A  est  un  ensemble  infini  non  dénombrable,  on  peut  tou- 
jours trouver  un  ensemble  dénombrable  B  contenu  dans   A. 

Un  ensemble  infini,  c'est  un  ensemble  tel  que  si  «i  at  ...  Op 
sont  p  éléments  distincts  de  l'ensemble,  on  peut  toujours 
trouver  un  élément  distinct  des  premiers,  Op^i  appartenant 
à  l'ensemble. 

D'après  cela,  dans  l'ensemble  A  on  peut  toujours  trouver 
une  série  d'éléments  cii  <22  . .  .  <2„  .  aussi  longue  qu'on  voudra 
contenue  dans  l'ensemble.  Si  on  se  contentait  de  cela  la  pro- 
position énoncée  serait  démontrée. 
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Mais  une  suite  infinie  ^i  ai  . . .  â„  . . .  n'est  définie  que  si 
Ton  peut  calculer  a^  .  On  dit  cela  dans  les  cours  de  mathé- 
matiques en  commençant  l'étude  des  séries.  Pour  démontrer 
complètement  la  proposition,  il  faudrait  donc  prouver  Vexis^ 
ience  d*une  règle  permettant  de  calculer  a„  en  fonction  de  n. 

On  peut  il  est  vrai  prendre  arbitrairement  ««  ,  mais  on  a 
rembarras  du  choix.  Cet  embarras  se  répète  une  infinité  de 
fois.  C'est  là  la  difficulté. 

Dans  les  ensembles  particuliers  on  a  en  général  la  possi- 
bilité d'une  pareille  règle.  Soit  par  exemple  l'ensemble  des 
nombres  transcendants.  On  pourra  prélever  dans  cet  en- 
semble un  ensemble  dénombrable 

TT  ,  Tt'  ,  ir*  ,  ....  tr«  ....  ,  etr . 

Mais  la  chose  est-elle  toujours  possible? 

Pour  plus  de  clarté  nous  énoncerons  l'axiome  Zermelo 
ainsi.  Etant  donné  un  ensemble  infini  A,  il  est  toujours  pos- 
sible de  faire  correspondre  à  chaque  entier  n  un  objet  a„  de 
Tensemble,  à  deux  entiers  distincts  correspondant  deux  élé- 
ments distincts. 

On  devra  également  admettre  Ténoncé  suivant  un  peu 
différent.  Dans  une  suite  d'ensembles  rangés.  Ai  A2  . . .  A,i  . . . 
sans  éléments  communs,  on  peut  prélever  une  suite  d'élé- 
ments, «1  «a  ...«/».. .  l'élément  ««  étant  dans  An  . 

Ces  propositions  constitueront  pour  nous  l'axiome  Zermelo. 
Elles  ne  paraissent  pas  démontrables  dans  le  cas  le  plus  gé- 
néral, elles  le  sont  dans  un  cas  très  étendu,  le  seul  qu'on 
ait  à  considérer  pratiquement.  Envisageons  la  1"  proposition. 
Supposons  ceci  «  Dans  l'ensemble  A  il  y  a  des  éléments  pou- 
vant être  définis  par  un  nombre  fini  de  mots».  En  faisant 
cette  hypothèse  supplémentaire  nous  ne  restreignons  pas 
beaucoup  la  question.  On  ne  peut  en  effet  se  faire  aucune 
idée  d'un  ensemble  ne  possédant  pas  cette  propriété. 

Avec  notre  restriction  V axiome  Zermelo  se  démontre  im- 
médiatement.  En  efïet  reprenons  les  arrangements  de  lettres 
dont  j'ai  parlé  au  début  de  ce  travail.  Parmi  ces  arrange- 
ments,   rangés   comme  nous  l'avons  dit,    biffons  tous   ceux 
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qui  ne  définissent  pas  des  éléments  de  l'ensemble  A,  Ceux 
qui  restent  définiront  des  éléments  de  l'ensemble  A  rangés 
dans  un  certain  ordre.  Nous  aurons  donc  bien  une  suite 
rangée   «i  «j  . . .  a„  . . .  formée  d'éléments  de  Tensemble  A, 

La  seconde  partie  se  démontre  de  même.  On  peut  suppo- 
ser rangés  des  éléments  des  ensembles  A,  Ai  . . .  A„ ,  par  la 
règle  précédente,  et  dans  chacun  d'eux  on  prendra  le  pre- 
mier élément,  «„  sera  alors  le  premier  élément  de  A» . 

Ces  démonstrations  laissent  un  peu  à  désirer.  Il  faut  en  ef- 
fet bien  préciser  dans  quel  cas  un  arrangement  de  lettres  dé- 
finit un  élément  de  l'ensemble  A.  Lorsqu'on  arrive  en  effet  à 
un  arrangement  de  mots  définissant  un  élément  de  l'en- 
semble A  mais  avec  une  incorrection  de  langage,  par  exemple 
en  omettant  les  articles,  doit-on  le  biffer  ou  non.  Il  faut  faire 
à  ce  sujet  des  conventions  précises,  car  pour  bien  démontrer 
l'axiome,  il  faut  supprimer  partout  Vembarras  du  choix. 

Je  considère  ces  questions  comme  curieuses,  mais  absolu- 
ment oiseuses  en  mathématiques.  La  vraie  mathématique, 
celle  qui  nous  fait  connaître  le  monde  extérieur,  n'a  que 
faire  des  ensembles  non  dénombrables,  et  des  objets  non 
susceptibles  d'être  définis  par  un  nombre  fini  de  mots.  Ces 
objets  n'existent  qu'en  un  sens  :  leur  existence  n'implique 
pas  contradiction.  Et  encore  n'est-ce  pas  sûr. 

En  géométrie  il  est  vrai  on  considère  des  segments  de 
droite,  des  arcs  de  courbe,  etc.  Ce  sont  des  ensembles  de 
points  non  dénombrables.  Mais  tous  les  points  obtenus  par 
une  construction  géométrique  quelconque  ont  une  position 
définie  par  un  nombre  fini  de  mois. 

J.  Richard  (Dijon). 
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En  remontant  le  cours  des  définitions  logiques,  on  parvient 
nécessairement  à  des  concepts  indéfinissables  logiquement. 
On  peut  les  appeler  empiriques  en  raison  de  ce  qu'ils  ne  sau- 
raient prendre  naissance  sans  données  fournies  par  Texpé- 
rience.  Ce  sont  les  concepts  de  cette  sorte  qu'il  s'agit  de  spé- 
cifier pour  la  Géométrie. 

Le  point  Géométrique.  —  La  notion  de  point  matériel  est 
le  substratum  des  conceptions  géométriques;  un  point  maté- 
riel possède,  à  tout  instant,  une  qualité  locale^  sa  position  ; 
les  points  géométriques  sont,  en  définitive,  les  positions 
ponctuelles  et,  par  suite,  sont  définis  comme  qualités  des 
points  matériels.  La  notion  de  point  matériel  joue  donc,  dans 
les  conceptions  géométriques,  le  même  rôle  latent  que  la  no- 
tion d^ensemblc  dans  la  génération  des  concepts  numériques, 
les  nombres  cardinaux  (ou  puissances)  se  définissant  en  effet 
comme  qualités  afférentes  aux  ensembles;  Tidée  de  position, 
ou  qualité  locale,  est  subordonnée  à  celle  de  matière  comme 
ridée  de  nombre  à  celle  d'ensemble. 

L'ensemble  des  points  géométriques  est  V espace;  c'est  la 
seule  signification  précise  qui  convienne  à  ce  terme.  On  attri- 
bue à  l'espace  la  puissance  du  continu  et  il  n'a  pas  d'autres 
propriétés  intrinsèques  que  celles  qui  appartiennent  à  tous 
les  ensembles  ayant  cette  puissance,  de  sorte  que  la  Géomé- 
trie  n'est  qu'une  application  de  la  théorie  des  ensembles  ayant 
la  puissance  du  continu. 

Les  propriétés  de  ces  ensembles  ne  trouvent  évidemment 
leur  application  dans  la  Géométrie  qu'autant  qu'elles  corres- 
pondent à  des  concepts  réellement  géométriques.  Mais  leur 
existence  n'en  est  pas  moins  indépendante  de  toute  considé- 
ration géométrique. 
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On  sait  que  tout  ensemble  M  ayant  la  puissance  du  continu 
est  susceptible  d'être  appliqué^  et  d'une  infinité  de  manières, 
sur  le  continu  numérique,  sur  la  variété  numérique  à  deux 
dimensions,  etc.  Ces  représentations  numériques  donnent 
lieu  à  des  notions  plus  générales  qu'elles-mêmes,  qu'il  est 
nécessaire  de  dégager  des  concepts  numériques.  C'est  ainsi 
qu'en  ce  qui  concerne  les  représentations  numériques  simples, 
un  même  ordre  est  défini  par  toutes  celles  qui  sont  suscep- 
tibles d'être  déduites  de  Tune  d'entre  elles  au  moyen  de  rela- 
tions de  la  forme  : 

où  f'[x  désigne  une  fonction  uniforme,  continue  et  toujours 
croissante  de  .r.  On  sait  d'ailleurs  que  l'idée  d'ordre  peut  se 
définir  en  dehors  de  toute  considération  numérique. 

Pour  élucider  complètement  la  question  géométrique,  il  est 
nécessaire  de  réaliser  une  généralisation  de  l'idée  d'ordre, 
suivant  1  indication  donnée  d'ailleurs  par  G.  Cantor;  il  suffit, 
pour  cela,  de  considérer,  outre  les  ordres  simples,  des  ordres 
complexes,  ceux-ci  étant  déterminés  par  les  représentations 
numériques  à  plusieurs  dimensions  comme  les  premiers  par 
les  représentations  numériques  simples  et  un  même  ordre 
complexe  correspondant,  par  suite,  à  une  infinité  de  repré- 
sentations numériques  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  sys- 
tèmes coordonnés.  On  obtient  ainsi  la  notion  d'ordres  conti- 
nus à  deux,  trois,  etc.  dimensions.  En  définitive,  ce  qu'ont  de 
commun  toutes  les  représentations  numériques  afférentes  à 
un  même  ordre  continu,  simple  ou  complexe,  se  réduit 
presque  à  une  notion  de  continuité.  Il  est  à  signaler  qu'un 
ordre  complexe  donne  lieu  à  la  notion  de  certains  ensembles 
simplement  ordonnés,  qui  suflisentà  le  caractériser  et  qui  se- 
ront appelés  ses  caractéristiques. 

Enfin  les  ordres  se  divisent,  comme  Ton  sait,  en  catégories 
ou  types  d'après  leurs  particularités  logiques.  Il  importe  de 
signaler  que  les  caractères  des  divers  types  d'ordre  sont  dé- 
finissables logi(|uement  (même  sans  l'intervention  des  con- 
cepts numériques),  mais  qu'un  ordre  déterminé  ne  saurait 
être  défini  sans  données  empiriques. 
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La  continuité  Géométrique.  —  Un  point  matériel  possé- 
dant, à  lout  instant,  une  position,  Tensemble  des  positions 
qu'il  occupe  pendant  un  intervalle  de  temps  se  trouve  or- 
donné suivant  le  même  type  d'ordre  que  cet  intervalle  de. 
temps  lui-même  considéré  comme  ensemble  d'instants,  c'est- 
à-dire  dans  un  ordre  continu  (simple).  Mais  la  réciproque 
n'est  pas  vraie,  c'est-à  dire  que  tout  ensemble  de  points  or- 
donné dans  un  ordre  simple  continu  ne  constitue  pas  une 
trajectoire  possible  pour  les  points  matériels.  Les  seuls, 
parmi  ces  ensembles,  qui  jouissent  de  cette  propriété  sont 
les  lignes^  et  Ton  se  trouve  ainsi  en  présence  d'un  nouveau 
concept  empirique. 

Ce  concept  peut  recevoir  la  désignation  générale  de  conti- 
nuité géométrique^  en  ^ppel^nt  géométriquement  continu  tout 
ensemble  de  points  tels  que  deux  quelconques  d'entre  eux 
soient  susceptibles  d'être  réunis  par  une  ligne  formée  de 
points  appartenant  tous  à  l'ensemble.  On  reconnaît  facile- 
ment que  le  concept  empirique  de  continuité  géométrique 
définit,  pour  l'espace,  un  ordre  complexe  de  la  nature  de 
ceux  dont  la  possibilité  a  été  signalée  pour  les  ensembles 
ayant  la  puissance  du  continu  ;  les  lignes  sont  les  caractéris- 
tiques de  cet  ordre. 

L'axiome  de  VAnalysis  situs,  c'est-à-dire  de  la  partie  de  la 
Géométrie  qui  a  pour  objet  l'étude  de  la  continuité  géomé- 
trique, doit  simplement  classer  Vordre  géométrique,  c'est-à- 
dire  indiquer  le  type  auquel  il  appartient.  Ce  type  n'est 
autre,  comme  l'on  sait,  que  celui  qui  est  caractérisé  par  la 
variété  numérique  à  trois  dimensions,  de  sorte  que,  ration- 
nellement, VAnalysis  sitûs  n'est  qu'une  application  de  la  théo- 
rie de  ce  type  d'ordre. 

Les  idées  de  localisation  et  d'ordre  géométrique  fournis- 
sent un  nouvel  exemple  de  la  distinction  à  observer  entre  la 
notion  d'un  ensemble  déterminé  et  celle  d'un  ordre  qui  lui 
est  afférent.  L'analogie  est  complète  avec  la  dissociation  ac- 
tuellement réalisée  des  notions  de  nombre  cardinal  et  de 
nombre  ordinal.  Dans  les  deux  cas,  de  nouvelles  données 
empiriques  interviennent  pour  définir  l'ordre  ;  pour  l'ordre 
géométrique,  elles  résident  dans  la  propriété  de  la  matière 
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de  ne  se  déplacer  qu'en  observant  certaines  conditions  et, 
quant  à  la  grandeur  relative  des  nombres  cardinaux,  elle  se 
définit  en  faisant  appel  à  la  notion  de  «  partie  d'un  en- 
semble», qui  n'est  nullement  impliquée  dans  celle  de  nombre 
cardinal. 

L'ordre  géométrique  a  donc  une  existence  objective,  et  il 
en  est,  par  suite,  de  même  de  ses  propriétés,  notamment  du 
nombre  de  ses  dimensions.  L'axiome  de  VAnalysis  sltuSy  ex- 
prime, en  définitive,  des  qualités  d'un  concept  empirique, 
savoir  de  Tordre  complexe  dont  les  lignes  sont  les  caracté- 
ristiques. 

Comme  la  théorie  de  l'ordre,  la  théorie  de  la  mesure  doit, 
rationnellement,  être  établie  en  toute  généralité  et  en  dehors 
de  toute  considération  de  réalisation  physique. 

La  notion  de  grandeur  continue  le  temps  ou  la  tempéra- 
ture, par  exemple)  se  réduit  évidemment  à  celle  d'ensemble 
ordonné  dans  un  ordre  continu.  Elle  est  donc  susceptible  de 
la  même  généralisation  que  celle-ci,  et  rien  n'empêche,  dans 
cet  ordre  d'idées,  de  parler  de  grandeurs  continues  à  deux, 
trois,  etc.  dimensions.  On  peut  étendre  à  ce  domaine  l'idée 
de  mesure,  et  il  est  facile  de  reconnaître  que,  dans  tous  les  cas, 
un  système  de  mesure  se  caractérise  par  une  fonction  numé- 
rique de  deux  éléments  définie  à  un  facteur  numérique  près 
à  déterminer  par  le  choix  d'une  unité.  Dans  tous  les  cas  éga- 
lement, les  fonctions  caractéristiques  des  systèmes  de  mesure 
doivent  satisfaire  à  certaines  conditions,  qui  ne  peuvent  trou- 
ver place  dans  cette  esquisse. 

Les  systèmes  de  mesure,  ou  métriques,  se  répartissent, 
d'après  leurs  propriétés  (correspondant  à  celles  de  leurs 
fonctions  caractéristiques),  en  catégories,  dont  l'existence  est 
évidemment  toute  logique.  Mais,  conformément  à  ce  qui. a 
lieu  pour  les  ordres,  une  métrique  déterminée  (ou  sa  fonction 
caractéristique)  ne  peut  être  définie  sans  l'intervention  de 
nouveaux  éléments  empiriques. 

La  mesure  Géométrique.  —  On  sait  que  le  concept  fonda- 
mental de  la  Géométrie  métrique  réside  dans  la  notion  de 
figure  invariable,  à  laquelle  on  peut  substituer  celle  de  dé- 
placement sans  déformation  ou  encore  celle  de  distance,  deux 
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quelconques  de  ces  trois  notions  se  définissant  très  simple- 
ment en  fonction  de  la  troisième.  A  ces  notions  se  rattachent, 
par  des  liens  purement  logiques,  celles  d'égalité  géométrique, 
de  ligne  droite,  de  longueur,  d'angle,  d'aire,  etc.,  toutes  no- 
tions servant  à  édifier  la  Géométrie  traditionnelle  ou  eucli- 
dienne. Celle-ci  constitue,  en  définitive,  la  théorie  d'un  sys- 
tème de  mesure,  d'une  métrique,  dont  la  fonction  caractéris- 
tique est  la  distance. 

A  ne  considérer  que  Tenchaînement  logique  de  ses  propo- 
sitions, cette  doctrine  n'est  évidemment  pas  spéciale  au  sys- 
tème de  mesure  ainsi  défini  empiriquement  et  doit  s'appliquer 
à  toutes  les  métriques  appartenant  à  une  certaine  catégorie, 
caractérisée  par  des  propriétés  purement  logiques;  cette  ca- 
tégorie est  constituée  par  les  métriques  dites  paraboliques 
et  archimédiennes .  La  doctrine  euclidienne,  ainsi  interprétée, 
est  applicable  à  la  mesure  géométrique  en  vertu  d'un  classe- 
ment de  celle-ci.  On  voit  combien  il  est  radicalement  absurde 
d'appliquer  le  qualificatif  ((  euclidien  »  au  substantif  a  es- 
pace »  ;  ce  qui  est  euclidien,  c'est  la  mesure  géométrique. 

La  notion  de  la  mesure  géométrique  a  manifestement  son 
origine  dans  l'observation  imparfaite  des  corps  sensiblement 
indéformables;  mais  une  grande  part  de  son  individualité 
€St  due  au  rôle  important  qu'elle  joue  dans  le  domaine 
concret. 

Elle  a  d'abord,  comme  tout  système  de  mesure,  un  rôle  de 
représentation.  La  qualité  locale  de  la  matière  a,  comme  on 
l'a  vu,  une  existence  propre,  indépendamment  des  autres 
concepts  géométriques.  Sa  représentation  numérique  peut 
être  conçue  de  bien  des  manières  différentes,  même  en  se 
bornant  aux  systèmes  de  coordonnées  qui  observent  la  con- 
tinuité géométrique.  Mais  la  définition  d'un  tel  système  de 
topographie  (au  sens  étymologique)  nécessite  toujours  Tin- 
tervention  de  données  empiriques  ;  elle  comporte  en  effet  un 
système  de  repères  et  des  instruments  d'opération,  qu'il  faut 
bien  trouver  dans  la  nature.  C'est  pour  cela  qu'on  est  né- 
cessairement conduit  à  recourir  à  l'emploi  des  notions  mé- 
triques, notamment  de  la  distance  et  de  l'angle. 

Mais    le   rôle    principal   des   notions   métriques   est   celui 


Digitized  by 


Google 


10*  6.   COMBEBIAC 

qu'elles  jouent  dans  les  lois  physiques.  On  peut  dire  en  effet, 
d'une  manière  générale,  que  la  qualité  locale  de  la  matière 
nesl  reliée  à  ses  autres  qualités  physiques  que  par  l'intermé- 
diaire des  notions  métriques.  Il  suffit  de  citer  les  lois  sur 
l'élasticité,  la  chaleur,  l'électro-magnétisme,  la  gravité,  etc. 
On  pourrait  objecter,  il  est  vrai,  que  les  notions  physiques 
reçoivent  peut-être,  dans  leur  définition  même,  l'empreinte 
métrique,  de  sorte  que  la  Physique  ne  serait  que  l'élude  de 
certaines  propriétés  des  corps  par  rapport  aux  notions  mé- 
triques. Mais  si  cette  observation  pourrait  être  admissible  en 
ce  qui  concerne  les  systèmes  de  mesure  des  grandeurs  phy- 
siques, elle  ne  parait  pas  applicable  à  certaines  relations 
d'équivalence,  telles  que  l'équilibre  de  température  et  l'éga- 
lité de  pression  entre  deux  corps. 

Il  parait  donc  impossible  d'éliminer  les  notions  métriques 
(et,  à  plus  forte  raison,  l'idée  de  la  continuité  géométrique 
qu'elles  impliquent;  des  lois  physiques  où  elles  figurent,  et 
elles  reçoivent  de  ce  fait  une  objectivité  nouvelle. 

La  nature  et  le  rôle  de  la  Géométrie.  —  La  question  de 
la  nature  logique  de  la  Géométrie  ne  pouvait  être  pleinement 
élucidée  avant  les  travaux  de  G.  Cantor  sur  les  ensembles  et 
de  S.  Lie  sur  les  groupes  continus  de  transformation,  parce 
que  ce  sont  ces  travaux  qui  ont  permis  de  spécifier  les  caté- 
gories logiques  auxquelles  appartiennent  les  concepts  géo- 
métriques. 

Il  importe  de  distinguer  :  d'une  part,  des  notions  logique- 
ment définies  'ensembles  ayant  la  puissance  du  continu,  or- 
dres simples  ou  complexes,  métriques)  :  d'autre  part,  des 
concepts  d'origine  empirique  (espace,  c'est-à  dire  ensemble 
des  points  géométriques,  ordre  géométrique,  mesure  géomé- 
trique;. Les  catégories  logiques  doivent  faire  l'objet  de  doc- 
trines fondées  sur  leurs  définitions  et  édifiées,  par  consé- 
quent, avec  toute  la  généralité  qu'elles  comportent.  Quant 
aux  concepts  empiriques,  ils  sont  à  classer,  au  moyen 
d'axiomes,  dans  les  catégories  logiques,  et  ne  doivent  pas, 
rationnellement,  donner  lieu  à  des  doctrines  spéciales;  mais, 
même  considérés  comme  idéaux,  ils  sont  parfaitement  déter- 
minés et  il  en  est,  par  suite,  de  même  de  leurs  propriétés  ini- 
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tiales,  telles  qu'elles  sont  révélées  par  Tobservation  mentale, 
c'est-à-dire  par  Vintuition. 

C'est  dans  ses  roncepts  empiriques  que  réside  le  véritable 
intérêt  de  la  Géométrie  et  son  unique  raison  d'être.  Son  in- 
dividualité est  donc  indépendante  de  son  appareil  logique  et, 
par  suite,  la  terminologie  qui  lui  est  propre  ne  saurait  être 
reportée,  sans  abus  de  langage  et  sans  équivoque,  dans  les 
théories  générales  dont  la  Géométrie  n'est  qu'une  applica- 
tion. Ces  théories  sont  d'ailleurs  elles-même  un  objet  parfai- 
tement défini,  bien  que  non  géométrique,  et  elles  n'ont  rien  à 
gagner  à  affecter  la  forme  de  ces  jeux  logiques  où  se  com- 
binent artificiellement  des  mots  qui,  selon  la  formule  chère 
à  certains  néo-logiciens,  ne  doivent  avoir  aucune  significa- 
tion, comme  si  l'idéal  mathématique  consistait  dans  l'auto- 
matisme. 

En  ce  qui  concerne  le  rôle  scientifique  de  la  Géométrie,  on 
a  répété  à  satiété,  sans  que  la  moindre  démonstration  ait 
d'ailleurs  jamais  été  tentée,  que  la  Géométrie  constitue,  vis- 
à-vis  de  la 'réalité,  un  système  de  coordination,  de  représen- 
tation ou  d'analyse  et  on  en  a  finalement  situé  l'origine  et  la 
nature  dans  la  physiologie  humaine;  c'est  ainsi  qu'on  en  est 
venu  à  affirmer  sérieusement  que  les  trois  dimensions  de 
l'espace  sont  dues  à  l'existence,  chez  les  vertébrés,  de  trois 
directions  «  cardinales  ».  On  devrait  alors  rechercher  dans 
la  seule  conformation  de  l'oreille  les  raisons  de  la  diversité 
des  sons  et  voir,  dans  les  théories  de  l'acoustique,  de  la  cha- 
leur, de  roptif|ue  et  de  l'électro-magnétisme,  des  systèmes 
artificiels  ne  dépendant  que  de  la  nature  des  sens  humains. 
L'unité  de  la  Physique  se  réaliserait  ainsi  dans  la  Physiologie. 

Il  ne  manque  à  ces  conceptions,  ou  plutôt  à  ces  formules, 
que  d'avoir  wwe  signification  ;  on  serait  curieux,  par  exemple, 
de  voir  définir  les  choses  à  représenter  ou  à  coordonner  et 
celles  qui  doivent  servir  à  représenter  les  premières.  Con- 
traires au  bon  sens,  susceptibles  de  faire  illusion,  comme 
toutes  les  théories  philosophiques,  en  raison  du  soin  avec  le- 
quel elles  évitent  toute  application  aux  faits  concrets,  ces  di- 
vagations sans  fondement  procèdent  de  la  théorie  idéaliste 
ou  subjectiviste  de  la  Connaissance,  qui  devrait  pourtant  bien. 

L'En»«ign(Mnent  mathém.,  9*  année;  1907.  8 
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près  cl*un  demi-siècle  après  les  études  réalistes  de  Helniholtz 
et  de  Taine,  avoir  perdu  tout  crédit  dans  le  monde  scienti- 
lîque.  N'est-il  pas  manifeste,  par  exemple,  que  Tidée  de  la 
troisième  dimension  s'imposerait  rapidement,  bien  qu'incons- 
ciemment, au  spectateur  d'une  scène  cinématographique, 
comme  le  serait  un  homme  uniquement  pourvu  du  sens  de 
la  vue  ?  C'est  que  les  objets  et  les  événements  ne  sont  pas, 
comme  le  disent  les  subjectivistes,  des  «  complexes  de  sen- 
sations »  ;  ce  sont  des  «complexes  de  prévisions»  (savoir, 
c'est  prévoir).  Tout  objet  de  Connaissance  est  conçu  comme 
source  de  faits,  comme  cause  ;  «  Réalité  »  se  résoud,  en  der- 
nière analyse,  çn  «Causalité». 

Les  propriétés  géométriques  de  la  matière  (car  il  doit  bien 
être  permis,  même  aux  mathématiciens,  de  se  souvenir,  de 
temps  à  autre,  que  les  figures  sont  des  positions  possibles 
pour  la  matière)  n'ont  ni  plus  ni  moins  de  réalité  que  les  qua- 
lités dites  physiques.  La  Géométrie  est  donc,  en  définitive, 
une  branche  de  la  Physique  ;  seulement,  une  frondaison,  peut 
être  un  peu  abusivement  luxuriante,  en  a  masqué  le  point 
d'insertion,  comme  cela  pourrait  se  produire  pour  la  Méca- 
nique, la  Thermodynamique,  etc.  Les  Mathématiques,  pas 
plus  que  l'Art,  n'ont  rien  à  gagner  à  renier  leur  mère  :  la 
Nature. 

G.  CoMBEBiAC  (Bourges). 
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GÉNÉRATION  DES  COURBES  ET  DES  SURFACES 
SUPÉRIEURES 

(Notes  de  géométrie  synthétique  *.) 


I 


Courbes  du  (n  +  p)*  degré. 

Nous  appellerons  groupe  du 
(n  +  P)^  degré  deux  faisceaux 
de  rayons  tels  que  tout  rayon 
du  premier  correspond  à  p 
rayons  du  deuxième  et  tels  en- 
core que  chaque  rayon  de  celui- 
ci  correspond  à  n  du  premier. 

Théorème.  Le  lieu  des  points 
de  coupe  des  rayons  homologues 
de  deux  faisceaux  formant  un 
groupe  du  (n  +  p/  degré  est  une 
courbe  du  (n  -+■  p)*  degré.  Le 
sommet  du  premier  faisceau  est 
un  point  multiple  d'ordre  n  et 
celui  de  l'autre  un  point  multiple 
d'ordre  p. 


Courbes  de  la  (n  +  p)^  classe. 
Un  groupe  de  la  (n  +  vY  (^^^sse 
est  formé  de  deux  ponctuelles 
dans  lesquelles  chaque  point  de 
l'une  correspond  k  p  de  l'autre 
et  chaque  point  de  celle-ci  à  n 
de  la  première. 

Théorème.  L'enveloppe  des 
droites  joignant  les  points  homo- 
logues de  deux  ponctuelles  ap- 
par  tenant  à  un  groupe  de  la 
(n  -|-  p)''  classe  est  une  courbe 
de  la  (n  +  p)''  classe.  La  pre- 
mière  base  est  une  tangente  mul- 
tiple d'ordre  n  et  Vautre^  une 
d ordre  p. 


En  désignant  par  a  et  /3  les  coeflicients  angulaires  de  deux 
rayons  homologues  ou  les  abscisses  de  deux  points  homo- 
logues, ces  valeurs  a  et  /3  seront,  en  se  basant  sur  les  défini- 
tions précédentes,  liées  par  Téquation  : 


dans  laquelle  on  a  : 

.  F 1"^)  =  A«'*  +  Bec"-*  -h  . . .  -f  L«  -f  P  . 


(1) 


*  Voir  L.  Grblibr  :  C.  A.,  11  juin  et  2  juillet  1D06;  et  T*  Enseign.  mathématique»,  15  no- 
vembre U06. 


Digitized  by 


Google 


108 


L.   CRELIER 


Ko  prenant  Sn,  sommet  du 
premier  faisceau  comme  origine 
et  Sp,  sommet  de  l'autre  sur 
Taxe  des  jc  avec  une  abscisse 
égale  à  k  nous  aurons  pour  les 
équations  de  deux  rayons  homo- 
logues : 

1=  tut 
y  =  p  i-r  —  X)  . 

On  en  déduit  : 

En  introduisant  ces  valeurs 
dans  Téquation  générale  i)  et 
en  posant  : 

Ar»-|-Bj«-^  x-h  ...  -hLj^-'*"* 

nous  aurons  : 

^^  Kl"'  [xy)  J^yP-^x-k)  F;"Nx>-) 
-h  ...   J^y[x^kf-''V^^^[xy)Jt 

Cette  équation  représente  le 
lieu  des  points  cherché.  Elle  est 
du  [n  +  pf  degré  et  le  terme 
inférieur  du  degré  n.  D'autre 
part  X  ■=  k  entraine 

r^F  ijr>|=:  0 


Nous  prendrons  les  ponctu- 
elles comme  axes  et  nous  utili- 
serons les  coordonnées  liné- 
aires. Toute  droite  joignant 
deux  points  homologues  sera 
définie  par  les  équations  : 

1  l 

On  a  donc  : 


a  =  -     et     p  —  ~  . 


En  introduisant  ces  valeurs 
dans  Téquation  générale  on  ob- 
tient évidemment  Téquation  de 
Fenveloppe  cherchée  ;  soit  : 


ou  aussi 


rP  =  0 


'/ï.(7)=«- 

On  en  déduit  de  suite*: 

-hFi^^jtjrrO. 

L'équation    est     bien    de    la 
[p  +  ^Y  classe. 

La  valeur  f^  x  entraîne 

en  conséquence,  la  première 
base  est  une  tangente  multiple 
d'ordre  Al.  D'un  autre  côté  ^=  oc 
nous  donne  : 


Dans  ces  conditions  la  courbe 
est  du  '/ï  +  P"  degré.  L'origine 
S„  est  un  point  multiple  d'ordre 
n  et  le  point  iky  o)  est  aussi  un 
point  multiple  d'ordre  p. 


P  —  4-  P 
1  v^  ' 
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ou 


Corollaire.  Quand  les  fais- 
ceaux ont  deux  rayons  homolo- 
gués  confondus^  la  eotirbe  se  ra- 
mène à  une  courbe  du  (n  + 
p  —  1)^  degré.  Le  sommet  du 
premier  faisceau  est  un  point 
multiple  d'ordre  (n  —  i)  et  Vau- 
tre un  d'ordre  (p  —  1).  La  droite 
formée  par  les  rayons  homolo- 
gues s'est  détachée  de  la  courbe, 

La  ligne  des  sommets  est  con- 
fondue avec  les  rayons  homo- 
logues dont  il  est  question.  En 
la  prenant  comme  axe  des  .r,  la 
solution  a  =  0  entraînera  jî  =  0  . 

Cette  condition  donne 

P,+  ,=  o. 

l/équation  de  la  courbe  de- 
vient : 

A  cause  du  dernier  terme  on 
trouve 

j  =  0     et 


'-©=»■ 


La  deuxième  base  est  une 
tangente  multiple  d'ordre  p. 

Corollaire.  Quand  les  deux 
diifisions  ont  un  point  homologue 
commun  la  courbe  est  de  la  [n  -\- 
p  —  1)*  classe,  La  première  base 
est  tangente  multiple  d'ordre 
(n  —  i)  et  l'autre  d'ordre  i p  —  1  ) . 


Le  point  commun  est  pris 
comme  origine  et  la  solution 
a  =  0  donne  ^  =  0  . 

Ceci  entraîne  par  conséquent: 

P,  +  ,  =  0. 
L'équation  du  lieu  devient 

ou 

La  classe  de  la  courbe  est 
in  +  p-l). 


y  :=  00  donne 


^;%-.''(i)=« 


Celle-ci  montre  suffisamment 
que  le  degré  de  la  courbe  est 
{n  -{'  p  —  1),  puis  que  les  points 

(o^o)    et   (k,o)    sont   des    points 


On  a  donc  [n  —  ii  solutions 
en  —  différentes  de  li  =  x  ;  la 
première     base     est     tangente 
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multiples   d'ordre,    le    premier      multiple  d'ordre  /i  —  i  :/*  =  3c 
\n  —  1   et  l'autre  p  —  !..  donne  : 


|(p.;^  +  ...4-P,_.)  =  o. 


Il  y  a  -j?  —  1    solutions  en   — 

différentes  de  y  =  oc  ;  la  deu- 
xième base  est  tangente  multiple 
d'ordre  p  —  1'.  Comme  ju  =:  x 
donne  également  y  =  x  ,  toute 
droite  passant  par  l'origine  se- 
rait une  tangente  et  l'origine 
déifient  un  point  isolé  détache  de 
la  courbe. 


Construction  des  coirbks. 


En  coupant  le  faisceau  Sn  par 
un  rayon  issu  de  S^  puis  Sp  par 
un  des  rayons  homologues  du 
précédent  issu  de  S«,  on  obtient 
deux  ponctuelles  formant  un 
groupe  du  [n  +  pY  ordre  régi 
par  le  cas  spécial. 

En  d'autres  termes,  la  courbe 
du  [n  +  /?/*  degré  correspon- 
dant à  deux  faisceaux  du  [n-\-pY 
degré  également  se  déduira 
d'une  courbe  de  la  (/i  +  /?  —  1)* 
classe  dépendant  de  deux  ponc- 
tuelles ayant  un  point  homo- 
logue commun. 

Le  choix  des  ponctuelles 
étant  arbitraire,  il  y  a  une  infi- 
nité de  courbes  analogues  de 
\2iin  -\-  p  —  1*  classe  qui  peu- 
vent servir  pour  la  construction 
de  la  courbe  principale. 


Etant  donné  un  groupe  de 
la  in  +/?)*"  classe  formé  par 
deux  ponctuelles,  nous  pouvons 
former  deux  faisceaux  ayant  un 
rayon  homologue  commun  et 
formant  un  groupe  du  [n  -^  pY 
degré  régi  par  le  cas  spécial.  Il 
suffit  pour  cela  de  joindre  un 
point  d'une  ponctuelle  avec 
tous  ceux  de  l'autre  puis  un  des 
points  homologues  de  celle-ci 
avec  tous  ceux  de  la  première. 
La  cou  rbe  pri mi tive  de  la  [n  -\-pY 
classedépendainsi  d'une  courbe 
du  [n  -\-p  —  1)*^  degré.  Le  choix 
des  sommets  des  faisceaux  se- 
condaires étant  arbitraire,  la 
courbe  auxiliaire  peut  avoir 
une  infinité  de  positions. 

Quand  on  veut  déterminer  de 
nouvelles  tangentes  de  la  courbe 
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principale,  on  mène  un  rayon 
d'un  des  faisceaux  secondaires, 
puis  on  joint  ses  points  de  coupe 
avec  la  courbe  auxiliaire,  avec 
le  sommet  du  deuxième  faisceau. 
Les  divers  rayons  ainsi  obtenus 
donnent  des  points  homologues 
sur  les  deux  bases,  et  les  lignes 
de  jonction  de  ces  points  homo- 
logues sont  des  tangentes  nou- 
velles de  la  courbe  primitive.    . 


Pour  obtenir  les  points  de  la 
courbe  du  [n  +/>)•  degré  engen- 
drée par  les  deux  faisceaux  pri- 
mitifs on  peut  remarquer  que  les 
tangentes  à  la  courbe  auxiliaire 
menées  par  un  point  quelconque 
d'une  des  ponctuelles  considé- 
rées, donnent  les  points  homo- 
logues sur  l'autre.  En  outre,  si 
l'on  joint  les  points  homologues 
des  ponctuelles  avec  les  som- 
mets respectifs  on  obtient  des 
rayons  homologues  des  deux 
faisceaux.  Les  points  de  coupe 
des  rayons  homologues  sont 
les  points  cherchés. 

Dans  un  mémoire  précédent  (L'Eus,  malh.  1.  c.)  nous 
avons  montré  que  pour  les  courbes  du  (  n-\-  1)"  degré  ou  de 
la  in  -f  1)®  classe,  les  courbes  auxiliaires  se  ramenaient  suc- 
cessivement par  degré  et  par  classe  jusqu'à  des  coniques. 

Remarque  :  Pour  construire  deux  faisceaux  ou  deux  divi- 
sions formant  un  groupe  du  (ri  +  pY  ordre  il  faut 

(/i  -|-  1)  i  p-|-  1)  —  {  =:z  np  -]-  p  -{-  n  coeHicienls 

dans  Téquation  fondamentale  (1),  autrement  dit,  une  (tourbe 
du  [n  +  pY  degré  ou  de  la  [n  +  pY  classe  dépendant  d'un 
tel  groupe  peut  être  construite  dès  qu'on  connaît  fip  -]-  p  +  n 
paires  d'éléments  homologues. 


Courbes  du  4*"  degré  a i^ec  deux 
points  doubles. 

Ces  courbes  proviennent  de 
deux  faisceaux  tels  qu'à  chaque 
rayon  du  premier  en  correspon- 
dent deux  du  deuxième  et  in- 
versement. 11  faut  huit  paires 
de  rayons  homologues  pour  les 
déterminer. 

La  courbe  auxiliaire  qui  per- 
met de  les  construire  est  une 
courbe  de  la  troisième  classe, 
courbe  générale  déterminée  par 
un  ensemble  de  neuf  tangentes. 


Courbes  de  la  4*  classe  açec 
deux  tangentes  doubles. 

Ces  courbes  proviennent  de 
deux  ponctuelles  telles  qu'à 
chaque  point  de  l'une  corres- 
pondent deux  points  de  l'autre 
et  inversement. 

Elles  demandent  huit  paires 
de  points  homologues  pour 
être  construites. 

La  courbe  auxiliaire  à  laquelle 
on  peut  les  rattacher  est  une 
courbe  générale  du  troisième 
degré  donnée  par  neuf  points. 
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No  il  {fe  lie  constru  et  ion  des  co  ur- 
bes  du  3*  degré  par  neuf  points. 
La  courbe  est  engendrée  par 
un  groupe  du  (2  +  2)**  degré 
avec  un  rayon  homologue  com- 
mun aux  deux  faisceaux. 

Au  point  de  vue  constructif, 
nous  admettrons  la  courbe 
comme  provenant  d'un  faisceau 
de  coniques,  homographique 
avec  un  faisceau  de  rayons. 

Le  faisceau  de  coniques  est 
déterminé  par  quatre  points  ; 
chacune  d'elles  passera  par  un 
autre  des  points  connus.  Consi- 
dérons une  nouvelle  conique 
déterminée  par  les  cinq  der- 
niers points.  Un  point  quelcon- 
que de  celle-ci  donne  une  invo- 
lution  de  rayons  avec  le  faisceau 
de  rayon  S' fondamental. 

D'autre  part  les  tangentes  des 
coniques  du  premier  faisceau 
prises  par  l'un  quelconque  des 
quatre  points  constituent  un 
faisceau  de  rayons  homogra- 
phique avec  rinvolution. 

Comme  on  possède  cinq  paires 
d'éléments  homologues  de  ces 
deux  derniers  faisceaux,  on 
peut  construire  la  cubique  à 
point  double  correspondante 
et  en  déduire  le  faisceau  simple 
puis  la  cubique  cherchée. 


Nouvelle  construction  des 
courbes  de  3^  classe  par  neuf 
tangentes.  On  peut  considérer 
cette  courbe  comme  provenant 
d'un  groupe  de  la  (2  -|-  "If  classe 
avec  un  pdint  homologue  com- 
mun aux  deux  bases.  Construc- 
tivement  nous  formerons  avec 
les  éléments  connus,  un  faisceau 
de  courbes  de  deuxième  classe 
et  une  division  de  points  simples 
qui  lui  est  homographique. 

Nous  prendrons  quatre  tan- 
gentes pour  déterminer  le  fais- 
ceau de  coniques,  chacune  d'el- 
les s'appuiera  sur  une  autre  des 
tangentes.  Nous  considérerons 
en  outre  une  nouvelle  conique 
déterminée  par  les  cinq  der- 
nières tangentes.  Une  quelcon- 
que cie  ces  tangentes  coupera 
les  paires  de  tangentes  à  cette 
dernière  conique  issues  des 
points  de  la  division  fondamen- 
tale, suivant  une  involution. 
D'un  autre  côté  les  points  de  tan- 
gence  des  coniques  du  premier 
faisceau  avec  une  des  tangentes 
fondamentales  formeront  une 
division  de  points  homographi- 
que avec  rinvolution  précédente. 

Comme  on  a  cinq  paires  de 
points  homologues  de  ce  groupe 
nouveau,  on  peut  d'après  ce 
qui  précède  construire  la  courbe 
de  troisième  classe  à  tangente 
double  correspondante  et  en 
déduire  la  base  de  la  division 
simple  puis  la  courbe  générale 
cherchée. 


En  appliquant  le  raisonnement  général  à  ces  nouvelles 
courbes,  considérées  comme  courbes  auxiliaires  dans  des 
groupes  du  (2  -|-  2)*'  ordre,  on  obtiendra  sans  difficulté  les 
courbes  relatives  à  ces  groupes. 
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II 


Cônes  du  (n  +  p)^  degré. 

Deux  faisceaux  de  plans  dont 
les  arêtes  ont  un  point  commun 
peuvent  former  un  groupe  du 
(n  +  p)*  degré  dans  les  mêmes 
conditions  que  deux  faisceaux 
de  droites.  Un  plan  du  premier 
•correspond  à  ^  du  deuxième  et 
«n  de  celui-ci  à  /i  du  premier. 

Théorème.  Le  lieu  géométri- 
que des  lignes  d* intersection  des 
plans  homologues  de  deux  fais- 
ceau.r  de  plans  d'un  groupe  du 
(n  +  P^*  degré  est  un  cône  du 
(n  +  p)"  degré,  L*  are  te  du  pre- 
mier faisceau  est  une  génératrice 
multiple  d'ordre  n  et  celle  de 
t autre  une  d'ordre  p. 

Dans  un  système  de  trois 
axes  nous  considérerons  Taxe 
des  X  comme  arête  du  premier 
faisceau  et  celui  des  y  comme 
arête  du  second. 

Les  équations  des  plans  du 
premier  faisceau  seront  de  la 
forme 


Celles  des  plans  de  l'autre  : 

-.  =  ^x. 

Les  valeurs  a  et  fi  sont  liées 
par  Téquation  (1)  du  chapitre 
précédent,  de  telle  manière  que 
toute  valeur  de  fi  en  donne  n 
de  a  et  une  de  a  en  donne  p 
àefi. 

On  a: 


«  =  -     et     ô  =  -  . 


Cônes  de  la  (n  +  p)*  classe. 

Deux  faisceaux  de  rayons  si- 
tués chacun  dans  un  plan  et 
ayant  les  sommets  communs  for- 
ment un  groupe  de  la  {n  +  p)^ 
classe  quand,  à  tout  rayon  du 
premier  en  correspondent  p  du 
deuxième  et  à  tout  rayon  du 
deuxième  n  du  premier. 

Théorème.  U  enveloppe  des 
plans  passant  par  deux  rayons 
homologues  de  deux  faisceaux 
formant  un  groupe  de  la  (n  +p)* 
classe  est  un  cône  de  la  (n  +  p)" 
classe.  Le  plan  du  premier  fais- 
ceau est  un  plan  tangent  mul- 
tiple d'ordre  n  et  C autre  -un 
plan  tangent  multiple  d'ordre  p 

Nous  prendrons  le  plan  du 
premier  faisceau  comme  plan 
des  (Xofi)  et  celui  du  deuxième 
comme  plan  des  lAovi.  Le  som- 
met commun  sera   situé  en   un 

point  fixe  A  =  —  . 

Tout  plan  passant  par  deux 
rayons  homologues  déterminera 
des  coordonnées  fi  el  v  telles 
que 


—  =  a     et 


=  P 


X  est  connu,  puis  les  valeurs  a 
et  fi  sont  liées  par  la  relation 
fondamentale  fl). 

En    introduisant  ces  valeurs 
on  ohtient  : 


4- 


"•;'V.(i)=« 


+ 
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On  introduit  ces  valeurs  et 
on  trouve  Téquation  de  la  sur- 
face, lieu  géométrique. 

On  obtient  : 


/..  CRELIEK 
ou 


4- 


(i^"(?) 

"?;.(!)=» 


OU 


En  divisant  par  s""^^  on 
trouve  : 

Donc  la  surface  est  un  cône 
du  degré  (n  -{-  p). 

11  reste  facile  de  voir  analyti- 
quement  que  les  axes  des  .r  et 
des ^  sont  des  génératrices  mul- 
tiples d'ordre  n  et  p. 

Corollaire.  Quand  les  fais- 
ceaux de  plans  ont  deux  plans 
homologues  communs,  le  cône  se 
ramène  à  un  cône  t/w  (n  +  P  —  1)® 
degré.  La  première  arête  est 
une  génératrice  multiple  d'ordre 
(n  —  i)  et  Vautre  d'ordre  (p  —  i). 

Le  plan  homologue  commun 
sera  pris  comme  plan  des  xoy, 
et  la  solution  a  =  0  devra  don- 
ner ^  =  0.  Comme  pour  les 
courbes  par  degré  du  chapitre 
précédent  on  aura 


P,+  ,  =  0. 


On  en  tire  également  : 

Nous  avons  donc  un  cône  de 
la  [n  +/?)®  classe  et,  en  faisant 

X  ^=z  j  =z  constante,  nous  trou- 
vons la  section  par  le  troisième 
plan.  C'est  une  courbe  de  la 
(n  +  pY  classe  d'équation 

Il  en  résulte  a  priori  que  le 
plan  (Ao^)  est  tangent  multiple 
d'ordre  n  et  le  plan  (Xov)  l'est 
également  d'ordre  p. 


Corollaire.  Quand  les  deux 
faisceaux  de  rayons  ont  deux 
rayons  homologues  communs,  la 
sur /a  ce  em^eloppe  se  ramène 
à  un  cône  de  la  (n  -|-  p  —  i)** 
classe.  Le  plan  du  premier  fais- 
ceau est  tangent  multiple  d'ordre 
(n  —  i)et  l'autre  d'ordre  (p  —  ij. 

Le  rayon  homologue  commun 
sera  l'axe  oX  et  la  solution 
fj,  =z  ce  donnera  v  =  oo  ce  qui 
correspond  à 

a  =  0     el     p  =  0  . 
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L'équation  du  cône  donne: 


B 


On  peut  sortir  z  et  Ton  a  : 
,f-1f(»)(jz)+  ...  + 
on  obtient  aussi 


De  même  que  pour  les  déve- 
loppements analogues  on  a: 


Par  analogie  nous  pouvons 
écrire  pour  Téquation  de  la 
surface  : 


ou  en  multipliant  par  ^^  et   en 
divisant  par  X 


Nous  avons  un  cône  du  [n  + 
p  —  1)«  degré. 

Le  plan  z  =  0  s'est  détaché 
de  la  surface  et  les  arêtes  ou  les 
axes  ox  et  oy  sont  des  généra- 
trices multiples  d'ordre  [n  —  1) 
et(/;--l). 

Ceci  se  démontre  en  menant      ^" 
des  plans  sécants  du  cône  par 
ces  axes. 


...h-x''-»,fW(X,»)  + 

1/'-»F('>)(>j»)  =  0 


f+p- 


'(fT)  = 


Nous  avons  également  un 
cône  de  classe  (n  +/?  —  1). 

Comme  tous  les  plans  passant 
par  Taxe  oX  correspondent  à 
^  =  00  et  y  =  00  ,  ils  sont  tan- 
gents et  dans  ce  cas  la  droite 
ioX]  est  une  génératrice  détachée 
du  cône. 

En  outre  les  plans  Xo[jl  et  "kov 
sont  tangents  multiples  d'ordre 
[n  —  W  et  [p  —  1). 
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Construction  des  cônes. 


1.  Etant  donné  deux  faisceaux 
de  plans  formant  un  groupe  du 
(n  -\-  pY  degré,  nous  pouvons 
considérer  deux  plans  homo- 
logues coupant  les  faisceaux. 

Ces  plans  correspondent  à 
deux  faisceaux  de  rayons  avec 
un  rayon  homologue  commun  ; 
autrement  dit  le  cane  du  (n  -|-  p)" 
degré  dépend  d'un  cône  de  la 
(n  -f  p  —  1)«  classe  régi  par  le 
corollaire. 

2.  En  faisant  /?  =  1,  on  a  des 
groupes  du  [n  -|-  1)"  degré,  et  les 
cônes  correspondants  dépen- 
dent de  cônes  auxiliaires  de  la 
n""  classe.  De  la  même  manière 
que  nous  avons  montré  que  les 
courbes  de  cette  nature  se  ra- 
menaient par  une  alternance  de 
classes  et  de  degrés  jusqu'à  des 
coniques  nous  pouvons  établir 
la  même  loi  pour  les  cônes  et 
dire  : 

Un  cône  du  (n  +  1'''  degré 
as^ec  une  génératrice  multiple 
d'ordre  n  se  ramené  à  un  cône 
de  la  n"  classe  asfec  un  plan  tan- 
gent multiple  d* ordre  n  —  1. 

f.a  transformation  dualistique 
est  applicable  à  ce  dernier  cône 
et  en  procédant  comme  dans  les 
couibes,  nous  dirons  : 

La  construction  d*un  cône  du 
(n  -[-  ^f  degré  se  ramené  à  celle 
d'un  cône  du  deuxième  degré  ou 
de  la  deuxième  classe, 

3.  Théorème.  Quand  une  gé- 
nératrice multiple  d'ordre  yi\  —  1) 
d'un  cône  du  n®  degré  est  consi- 
dérée comme  arête  d* un  faisceau 
de  plans  formant  une  ins>olution 


1.  Etant  donné  deux  faisceaux 
de  rayons  formant  un  groupe 
de  la  (n  +  pY  classe,  nous  pou- 
vons considérer  deux  rayons 
homologues  et  les  joindre  par 
des  plans  avec  tous  les  autres 
rayons  des  faisceaux.  On  forme 
ainsi  deux  faisceaux  de  plans 
avec  un  plan  homologue  com- 
mun donnant  un  groupe  du 
[n  +  pY  degré  dépendant  du 
corollaire.  En  d'antres  termes  : 
Un  cône  de  la  (n  +  p /  classe 
dépend  d'un  cône  auxiliaire  du 
(n  +  P  —  ^y  degré  régi  par  le 
corollaire, 

2.  Avec  p=:  i  les  cônes  auxi- 
liaires sont  du  /i*  degré.  II  est 
évident  que  les  développements 
connus  pour  les  coui-bes  sont 
applicables  aux  cônes  et  nous 
avons  : 

Un  cône  de  la  (n  -f  1'  classe 
avec  un  plan  tangent  multiple 
d'ordre  \\  se  ramène  à  un  cône 
du  n^  degré  a^^ec  une  génératrice 
multiple  d'ordre  n  —  J . 

Ce  cône  est  évi<lcm nient  dé- 
pendant d'un  autre  comme  nous 
Tavons  vu  dans  les  courbes  et 
par  une  succession  de  transfor- 
mations nous  pouvons  remon- 
ter à  un  cône  du  deuxième  de- 
gré ou  de  la  deuxième  classe. 


3.  Théokème.  Si  dans  un  plan 
tangent  multiple  d'ordre  n  —  1) 
d'un  cône  de  la  n'  classe  nous 
considérons  une  im^olution  de 
rayons  de  degré  n  ayant  le  som- 


Digitized  by 


Google 


GENERATION  DES  COURBES  ET  DES  SURFACES       117 


du  11*  degrés  les  lignes  d'inter^ 
section  des  n  plans  homologues 
aç^ec  le  cône  sont  dans  un  même 
plany  et  les  plans  correspondant 
à  chaque  groupe  de  n  plans  de 
l'inçolution  passent  par  une 
même  arête  commune. 

La  démonstration  de  ce  théo- 
rème découle,  a  priori^  du  théo- 
rème des  cônes,  du  in  +  pY  de- 
gré. 

4.  Les  cônes  du  4'  degré  avec 
deux  générations  doubles  dé- 
pendent d'un  cône  auxiliaire  de 
la  troisième  classe  donné  par 
neuf  plans  tangents. 

La  construction  de  ce  cône 
peut  être  déduite  directement 
de  la  construction  que  nous 
avons  indiquée  pour  les  courbes 
de  la  3'*  classe  par  neuf  tan- 
gentes. 


met  du  cône  comme  centrey  les 
plans  tangents  du  cône  issus  des 
n  rayons  homologues  d'un  même 
groupe  passent  par  une  arête 
commune  et  les  arêtes  relatives 
aux  différents  groupes  de  rayons 
sont  situées  dans  un  même  plan. 

La  démonstration  de  ce  théo- 
rème découle  du  théorème  gé- 
néral des  cônes  de  la  [n  -|-  pY 
classe. 

4.  Les  cônes  de  la  4*  classe 
avec  deux  plans  tangents  mul- 
tiples d'ordre  deux,  dépendent 
d'un  cône  auxiliaire  du  troisième 
degré  donné  par  neuf  généra- 
trices. 

La  construction  de  ce  cône 
est  analogue  à  la  construction 
que  nous  avons  indiquée  pour 
les  courbes  du  3*  degré  par 
neuf  points. 


III 


Surfaces  réglées  du  (n  +  p)®  degré. 

Deux  faisceaux  de  plans  dont  les  arêtes  ne  sont  pas  situées 

dans  un  même  plan  peuvent  également  former  un  groupe  du 

[n  -|-  pY  degré.  Dans  ce  cas,  tout  plan  du  premier  faisceau 

correspond  à  />  du  deuxième  et  tout  plan  du  deuxième  à  n  du 

'  premier. 

Théorème.  —  Le  Lieu  géométrique  des  lignes  d'intersection 
des  plans  homologues  de  deux  faisceaux  de  plans  dont  les 
arêtes  ne  sont  pas  dans  un  plan  et  qui  forment  un  groupe  du 
(n  -|-  p/  degré  est  une  surface  réglée  du  (n  -|-  \if  degré.  La 
première  arête  est  une  ligne  multiple  de  la  surface,  d'ordre  n 
et  la  deuxième  une  d'ordre  p. 

Nous  pouvons  prendre  une  des  arêtes  comme  axe  des  x 
et  la  deuxième  comme  étant  située  dans  le  plan  yoz. 
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Les  plans  du  premier  faisceau  auront  comme  équation  : 

Si  maintenant  nous  posons  comme  équations  de  la  deu- 
xième arête  : 

tout  plan  passant  par  cette  droite  aura  pour  équation  : 
px  +  hj  +  k^z  +  X-,=  0  . 

Les  valeurs  A:i ,  A:s,  ht  sont  des  constantes  qui  définissent 
Tarête,  tandis  que  a  et  /3  sont  les  paramètres  variables  qui 
donnent  les  plans  homologues. 

a  et  /3  sont  liés  par  Téquation  (1).  En  tirant  leurs  valeurs 
des  équations  que  nous  avons  et  en  les  introduisant  dans 
Téquation  (1)  nous  obtiendrons  évidemment  le  lieu  géomé- 
trique cherché. 

On  a: 

z 
7 

P= X 

On  obtient  ensuite  : 

ou 

^"^  ^p  +  iiy-)  +  ^"M-  h  -  *.^  -  ^.)f;"'(^-^)  +  . . .  + 

(- %  -  X-,z  -  Â-,)''F|«^jz)  =  0 

Cette  éqgation  correspond  à  une  surface  du  {n  +/?)•  degré. 
La  surface  étant  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  en 
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restant  dans  deux  plans  homologues,  elle  est  bien  une  sur- 
face réglée.  D'aulre  part  tout  plan  passant  par  Taxe  ox 

z 
z  =  my     ou      —  =  m  =   constante 

y 

donne  comme  intersection  avec  la  surface  : 

jcP  .  A-|-x^-*(Mj-i-  N)B  +  a^-^Mj4-  N)*C-f  . . .  -|- 
(Mj  H-  N)^  .1  =  0 

Il  en  résulte  que  Taxe  est  une  droite  multiple  d'ordre  n 
et  l'on  démontrerait  de  la  même  manière  que  la  droite 
kiy  +  kti  +  Art  =  0  est  une  droite  multiple  d'ordre  p. 

L.  Crelier  (Bienne). 


SUR  LES  DEMONSTRATIONS  EN  GEOMETRIE 
DESCRIPTIVE 


On  n  a  pas  Thabitude,  pour  démontrer  les  théorèmes  qui 
appartiennent  spécialement  à  la  Géométrie  descriptive,  de 
recourir  aux  moyens  fournis  par  cette  dernière. 

On  s'impose  ainsi  des  considérations  inutilement  compli- 
quées et  on  méconnaît  le  but  général  de  cette  science,  au 
moment  même  de  la  développer.  Les  démonstrations  sui- 
vantes de  trois  théorèmes,  dont  deux  sont  bien  connus  et  le 
troisième  peut-être  nouveau^  montreront  l'avantage  de  faire 
autrement.  Cette  manière  de  procéder  placerait  la  Géométrie 
descriptive  à  doubles  projections  naturellement  avant  la 
méthode  des  plans  cotés,  contrairement  à  ce  que  suppose  le 
programme  officiel  des  lycées  de  France. 

Théorème  I.  —  Pour  que  deux  droites  AB,  CD,  soient 
perpendiculaires  y  il  faut  et  il  suffit  qu'il  en  soit  ainsi  de  leurs 
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projections  sur  un  plan  P  parallèle  à  la  direction  de  Vune 
AI3  e/  non  perpendiculaire  à  Vautre  CD. 

Pour  le  démontrer  je  prendrai  P  pour  plan  horizontal  de 
projections  et  a  6  pour  ligne  de  terre.  AB  sera  une  horizon- 
tale, par  conséquent  parallèle  à  la  direction  de  «6  ou  de  la 
ligne  de  terre  XX. 

1®  La  condition  est  nécessaire:  CD  étant  perpendiculaire 
à  AB  Test  à  XX  et  est  donc  soit  de  bout  soit  de  profil.  Dans 
les  deux  cas  cd  est  perpendiculaire  à  XX  ou  a  b. 

2®  Elle  est  suffisante:  cd  étant  perpendiculaire  àab  ou 
XX,  CD  est  soit  de  bout  soit  de  profil,  par  conséquent  per- 
pendiculaire à  XX  et  à  sa  parallèle  AB. 

ThéorÈiME  II.  —  Pour  que  les  projections  de  deux  droites 
perpendiculaires  AB,  CD,  soient  deux  droites  perpendicu- 
laires il  faut  et  il  suffit  que  le  plan  de  projection  P  soit  parai- 
lèle  à  la  direction  de  l'une  des  droites  sans  être  perpendicu- 
laire à  l'autre. 

Ici  la  condition  suflisante  revient  à  la  condition  nécessaire 
du  théorème  précédent.  Pour  démontrer  la  nécessité  je 
prends  encore  P  pour  plan  horizontal  de  projections  et  a  b 
par  exemple  pour  ligne  de  terre  XX.  Par  hypothèse  cd  est 
perpendiculaire  à  «6  ou  XX,  donc  CD  est  soit  de  bout  soit 
de  profil.  Dans  le  premier  cas  elle  est^parallèle  à  la  direction 
du  plan  horizontal  P.  Dans  le  second  cas,  comme  AB  est 
frontale  et  que  CD  lui  est  perpendiculaire,  a'b'  sera  perpen- 
diculaire à  c'rf'  et,  par  conséquent  parallèle  à  la  direction  de 
X  X  ;  AB  est  donc  horizontale  ou  parallèle  à  la  direction  de  P* 

Théorème  III.  —  Pour  que  deux  droites  AB  et  CD,  non 
parallèles  aux  directions  des  plans  de  projections,  soient  per- 
pendiculaires,  il  faut  et  il  suffit  que  les  cotes  réduites  de 
leurs  secondes  extrémités  B  et  D,  par  rapport  respectivement 
à  leurs  premières  extrémités  A  et  C,  soient  inversement  et  né- 
gativement proportionnelles  aux  segments  a  6,  co  fi^o,  obtenus 
en  projetant  orthogonalement  les  projections  horizontales  ab^ 
cd  des  deux  droites  sur  l'une  quelconque  d'entre  elles  et  choi- 
sissant les  origines  a  et  co  d'après  les  premières  ejrtrémités 
A  et  C. 

il)  fT/  .¥d'  =  -Vb  .7j^. 
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Le  théorème  reste  vrai  si  Von  rem- 
place les  cotes  par  les  ordonnées  et 
les  projections  horizontales  par  les 
projections  verticales. 

Pour  le  démontrer  je  mène  par  A 
la  parallèle  AE  à  CD  et  j'emploie  un 
second  plan  verlical  de  projections 
parallèles  à  AB.  On  remarque  que 
acQla'e'  sont  parallèles  respective- 
ment à  cd  et  à  c'd\  Les  secondes 
projections  verticales  de  AB  et  AE 

sont  a^bv^  a^e^  telles  que  << 

\ 

^t,  =  fb'  et  p7ev  =  êV'  . 

\, 

Le  parallélisme  de  AE  et  CD,  celui 
des  côtés  dans  les  triangles  ode't  et  c'd'i'  ainsi  que  dans 
triangles  aeb  et  cdd  où  ci  est  parallèle  à  ab^  donne 


\ 

les 


ae 

a'e' 

cd 

c'd' 

^' 

«V 

7d' 

Td' 

ae 

7b 

cd 

ci 

'^h 

«V 

cj^ 

â'd' 

ah 
71 

o    o 


donc 


(2) 


1**  La  condition  est  nécessaire:  De  ce  que  CD  et  par  consé- 
quent AE  sont  perpendiculaires  à  AB,  il  résulte  d*abord  que 
a^eç  Test  à  a^b^  et  ensuite  qu'il  a  été  possible  de  choisir  e  sur 
la  seconde  ligne  de  rappel  bb^;  cette  dernière  particularité  ne 
serait  irréalisable  que  si  ae  était  perpendiculaire  à  ab,  ce  qui 
est  contraire  à  notre  hypothèse,  puisque  Tune  des  deux 
droites  AB,  AEou  AB,  CD  serait  horizontale.  Le  triangle 
a^b^e^^  rectangle  en  «y,  donne 

(3)        â7p\=  —pTiivXP^v  ,     d'où     ôï  X  ôi  =  —  pT'  X  tV        ('i) 
I/Eoseignement  mathém.,  9«  année  :  1907.  U 
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Cette  relation  est  homogène  par  rapport  au  second  Facteur 
a  6  et  au  facteur  eV,  on  peut  donc  remplacer  ces  segments 
par  les  grandeurs  dont  .2  constate  la  proportionnalité.  On 
trouve  ainsi 


Khy 


ah  X  Codo  =  —  ^'b'  X  9^  .     ce  qui  esl  (1). 


2^  La  condition  est  suffisante:  La  relation  (1)  est  vraie  par 
hypothèse.  Donc  d'abord  on  peut  choisir  e  comme  précé- 
demment: en  effet,  le  premier  membre  de  (1)  est  signifi- 
catif donc  cocU^o  et  par  suite  cd  n^est  pas  perpendiculaire 
à  ab.  Ensuite  (5),  qui  est  une  forme  de  (l;  devient  (4)  par  la 
substitution  inverse  de  la  précédente,  et  par  conséquent  (3). 
Celle-ci  prouve  que  b^a^^  est  droit,  donc  a^^  est  perpendi- 
culaire à  ajb^^  donc  AE  ou  CD  Test  à  AB. 

Corollaire.  —  La  condition  de  perpendicularité  de  deux 
droites  AB,  CD,  se  simplifie  si  Ton  choisit  les  extrémités  de 
celle  CD,  qui  ne  fournit  pas  Taxe  de  projections  ab^  de  ma- 
nière que  la  projection  orthogonale  correspondante  c^/do  soit 
égale  à  la  cote  réduite  /3'6'  relative  à  l'autre  droite  :  il  faut 
alors  et  il  suffit  que  la  seconde  cote  réduite  Vôl  ne  diffère  que 
par  le  signe  de  la  valeur  de  la  projection  horizontale  ab  de 
cette  autre  droite. 

George  Lehr  (Montauban). 
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DES  MATHÉMATICIENS 


LES  RESULTATS»  —  VII 


Question  14. 


i4.  Quand  vous  abordez  une  question  cherchez-vous  à  étu- 
dier de  suite  d'une  façon  aussi  générale  que  possible  les  pro- 
blèmes plus  ou  moins  précis  que  vous  vous  posez?  Préférez- 
vous  habituellement  traiter  d'abord  des  cas  particuliers^  ou 
un  cas  étendu^  pour  généraliser  ensuite  progressivement  ? 

C'est  cette  dernière  méthode  «  la  méthode  expérimentale  » 
comme  Tappelie  Tun  de  nos  collaborateurs,  qui  est  la  plus 
répandue.  Elle  consiste  à  procéder  par  généralisations  suc- 
cessives en  partant  de  cas  simples.  Sur  60  réponses  à  la  ques- 
tion i4,  30  doivent  être  rangées  dans  cette  première  caté- 
gorie. Mais  il  n'existe  pas  de  méthode  générale  s'appliquant 
à  la  fois  à  toutes  les  questions  et  à  tous  les  mathématiciens. 
Il  en  est  aussi  un  bon  nombre  (14)  qui  préfèrent  aborder 
directement  le  cas  général  et  utiliser  les  cas  particuliers 
simplement  à  titre  de  vérification.  Enfin,  les  16  autres 
emploient  tantôt  Tune  des  méthodes,  tantôt  l'autre,  suivant 
la  nature  de  la  question. 

Beaucoup  de  réponses  sont  à  peu  près  identiques.  Nous 
reproduisons  ci-après  les  plus  typiques;  elles  caractérisent 
en  même  temps  les  différentes  méthodes. 

Rép.  1  (France).  —  Oui,  je  préfère  rester  dans  Tétude  générale  ; 
mais  quand  je  ne  réussis  pas  promptement,  je  cherche  la  clef  du 
général  dans  Tétude  approfondie  et  le  rapprochement  des  cas  par- 
ticuliers faciles.  Une  théorie   mathématique  a  presque  toujours 


'  Voir  VEns.    math.»    7«  année,  n«  5,  p.  387-395;  no  6,   p.  473-478,  1905;    8*  année,  n«   1, 
p.  43-48,  n«  3,  p.  317-225,  n»  4,  p.  293-310,  n«  5,  p.  383-:J85,  n»  6,  p.  463-475,  1906. 
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pour  base  son  cas  particulier  le  plus  simple.  Exemple  :  la  théorie 
des  équations  linéaires  se  fonde  sur  le  cas  d'une  seule  inconnue, 
celle  des  séries  entières  sur  celui  de  la  simple  progression  géo- 
métrique 1  4-  -^^  +  -^  +  •••  fTh.  d'Abel),  celle  des  singularités 
des  fonctions  implicites  sur  le  cas  du   monôme  à  exposant  frac- 

n 

tionnaire  //  =  .r    ,  ramené  à  Téquation  binôme  «"•  —  a."  =  0,  etc. 

Ch.  Mbray. 

Rép.  IV  (Autriche).  —  Cela  dépend  de  la  difficulté  du  sujet. 
Si  Ton  a  l'espoir  de  pouvoir  dominer  le  cas  général,  il  est  préfé- 
rable de  tendre  dès  le  début  vers  la  généralité.  Zindler. 

Rép.  VI  'Allemagne).  — J'examine  d'ordinaire  le  cas  général  et 
je  cherche  à  m'assurer  de  sa  justesse  et  de  sa  portée  par  des  hypo- 
thèses particulières.  (...j 

Rép.  IX  France  .  —  Suivant  les  cas;  mais  plus  un  sujet  est 
neuf,  plus  il  est  nécessaire  de  s'en  faire  une  idée  sur  des  cas 
simples;  c'est  la  méthode  expérimentale.  (...) 

Rép.  XV  {Allemagne).  —  J'ai  beaucoup  appris  et  trouvé  par 
l'étude  de  cas  particuliers.  -...) 

Rép.  XXII  Etats-Unis).  —  Dans  beaucoup  de  problèmes,  lorsque 
le  cas  général  est  trop  difficile,  je  préfère  approfondir  d'abord  un 
certain  nombre  de  cas  particuliers  et  je  cherche  ensuite  à  obtenir 
le  cas  général  par  induction.  E.  B.  Escott. 

Rép.  XXin.  (France).  —  Je  n'ai  pas  de  règles  absolues  ;  d'ordi- 
naire j'étudie  des  cas  simples,  puis  je  me  trouve  conduit  à  géné- 
raliser, sans  avoir  eu  d* avance  la  volonté  de  cette  généralisation. 

C.  A.  Laisant. 

Rép.  XXXIII  (France).  —  C'est  une  question  de  mesure.  En  gé- 
néral l'esprit  humain  ne  peut  aller  que  du  particulier  au  général. 
Mais  il  faut  se  méfier:  ainsi,  pour  les  courbes  algébriques^  les  sin- 
gularités diminuent  le  nombre  des  transcendantes  attachées,  tan- 
dis que  c'est  le  contraire  pour  les  surfaces  algébriques.  De  même 
le  problème  de  Dirichlet  peut  offrir  plus  de  difficultés  dans  le 
plan  que  dans  l'espace.  R.  d'Adhêmar. 

Rép.  XLIIl  (France).  —  Actuellement,  je  cherche  à  étudier  la 
question  aussi  généralement  que  possible,  en  principe,  quitte  à 
en  tirer  ce  que  je  peux,  en  particularisant  au  besoin.  Mais,  inver- 
sement, si  l'idée  m'en  vient,  je  généralise.  A  ce  point  de  vue  je 
fais  comme  je  peux. 

Pratiquement,  ou,  si  l'on  veut,  inconsciemment,  j'ai  plutôt  la 
tendance  à  généraliser,  mais  par  la  marche  naturelle  de  mes  idées 
plutôt  que  systématiquement. 

J'ai  remarqué  plusieurs  fois  que  l'étude  d'une  voie  ou  d'un  but 
déterminé  aboutissant  à  un  échec  m'engageait  dans  une  autre  voie 
où  je  réussissais,  ce  qui  me  fait  dire,  assez  souvent,  on  trouve  ce 
qu'on  peut,  non  ce  qu'on  veut.  E.  Maillet. 
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Rép.  LV  (Etats-Unis).  —  Autrefois,  notamment  dans  mes  re- 
cherches sur  la  théorie  des  groupes,  je  partais  de  cas  particuliers  ; 
puis  je  suis  parvenu,  peu  à  peu,  à  aborder  immédiatement  le  cas 
général  en  vérifiant  toujours  à  Taide  de  cas  simples. 

L.  E.  DiKsoN. 

Rép*  LXIX  (Italie I.  — Je  préfère  partir  du  cas  général  lorsque 
mes  moyens  intellectuels  me  le  permettent.  (...) 

Rép.  LXXVl  (France).  —  Les  concepts  sont  d'autant  plus  précis 
et  faciles  à  hianier  qu'ils  sont  plus  particuliers  ;  mais  une  propriété 
a  d'autant  plus  de  valeur  qu'elle  est  plus  générale.  J'adopte  le  plus 
haut  degré  de  généralité  que  me  permet  ma  capacité  de  concep- 
tion, sauf  à  procéder  à  une  généralisation  ultérieure.     Combbbiac. 


Question  15. 

15.  —  Faites-vous  une  dlslincllon,  au  point  de  vue  de  la 
méthode^  entre  le  travail  d*invention  et  celui  de  rédaction  ? 

Il  existe  évidemment  une  différence,  au  point  de  vue  de  la 
méthode,  entre*  le  travail  d'invention  où  la  pensée  a,  pour 
ainsi  dire,  libre  cours,  et  celui  qui  consiste  à  coordonner 
d'une  manière  systématique  les  résultats.  Nos  correspondants 
sont  presque  unanimes  à  le  reconnaître.  Sur  46  réponses, 
42  parlent  dans  ce  sens;  les  4  non  ne  sont  pas  molivés.  Les 
réponses  affirmatives  sont  souvent  aussi  1res  brèves, -de  sim- 
ples oui  ;  d*aulres  sont  accompagnées  de  développements 
très  intéressants,  ainsi  que  nos  lecteurs  peuvent  le  constater 
d'après  les  extraits  ci-dessous. 

Rép.  I  (France).  —  L'invention  n'a  pas  de  méthode,  sauf  le  pas- 
sage du  simple  au  composé;  le  souci  constant  des  analogies  (elles 
sont  perceptibles  entre  toutes  choses  au  mondei,  lé  cheminement 
prudent  et  progressif  du  connu,  pris  pour  base  d'opération,  à  l'in- 
connu, objet  des  explorations.  Dans  la  rédaction,  l'ordre  histo- 
rique me  parait  détestable  :  il  faut  toujours  présenter  les  choses 
de  la  manière  et  dans  l'ordre  qui  rendent  leur  conception  sédui- 
sante et  définitive,  Ch.  Méray. 

Rép.  II  (France).—  L'un  porte  l'autre.  Je  ne  puis  mieux  dire. 

A.  AUDEBRANDT. 

Rép.  IV  (Autriche).  —  Oui,  dans  le  travail  d'invention  on  ne 
peut  immédiatement  s'astreindre  à  une  rigueur  absolue. 

ZiNDLRR. 

Rép.  VII  (Allemagne).  —  Oui.  — Pendant  une  lecture,  avoir  le 
crayon  à  la  main,  réfléchir,  puis  rédiger.  M.  (Iantor. 
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Rép.  IX  (France).  —  Oui.  On  trouve  par  le  chemin  que  Ton  peut. 
Quand  on  a  trouvé  on  voit  clair,  alors  on  voit  quel  est  le  meilleur 
chemin.  C'est  celui  qu'il  faut  montrer.  Autrement  la  société  n'est 
plus  une  société  coopérative,  ce  qu'elle  doit  être.  (...) 

Rép.  XXIU  (France).  —  La  distinction  est  essentielle;  mais  le 
travail  de  rédaction  provoque  assez  souvent  l'invention  ;  on  est 
amené  alors  à  interrompre  la  rédaction  pour  suivre  la  pensée  qui 
est  venue.  C.  A.  Laisant. 

Rép.  XXXVIII  (Allemagne).  —  Oui,  la  rédaction  est  plus  systé- 
matique. Wernicke. 

Rép.  XLVIIl  (Hollande).  —  Pendant  le  travail  d'invention  les 
théorèmes  se  présentent  souvent  sans  ordre  logique,  ce  qui  fait 
que,  par  exemple,  une  conséquence  se  révèle  quelquefois  avant  le 
théorème  principal.  Le  travail  de  rédaction  doit  y  apporter  l'ordre 
et  combler  les  lacunes.  J.  Cardinaal. 

Rép.  LXXVl  (France).  —  Oui,  certes.  Le  point  de  vue  n'est  pas 
le  même.  Bien  heureux  ceux  à  qui  les  résultats  se  présentent  sous 
une  forme  ordonnée  et  propre  à  être  facilement  assimilée  par  le 

public.  COMBBBIAG. 

Rép.  LXXVIl  (Etats-Unis).  —  Oui.  Le  premier  est  un  vrai  plai- 
sir :  le  second  un  labeur  très  ardu.  F.  R.  Moulton. 


Questions  16  et  17 

i6'.  — ^  Vos  habitudes  de  travail^  depuis  vos  études  terminées^ 
vous  semblent-elles  avoir  été  sensiblement  les  mêmes  ? 

11.  — Dans  vos  principales  recherches  y  avez-vous  poursuivi 
constamment  votre  but^  sans  discontinuité,  ou  bien  avez-vous 
abandonné  le  sujet  à  certains  moments,  pour  y  revenir 
plus  tard  ? 

Si  vous  avez  pratiqué  les  deux  méthodes,  de  laquelle,  en 
générale  vous  étes-vous  le  mieux  trouvé  ? 

Si  Ton  parcourt  les  réponses  à  la  question  16,  on  est 
frappé  de  voir  combien  elles  sont  à  peu  près  identiques. 
Pour  la  plupart  de  nos  correspondants  (45  sur  53)  les  habi- 
tudes de  travail  sont  restées  sensiblement  les  mêmes.  Les 
réponses  négatives  elles-mêmes  parlent  plutôt  d'une  unifica- 
tion dans  la  méthode  que  de  modifications  profondes. 

La  majorité  est  encore  plus  forte  pour  la  question  17  et 
cela  tient  à  la  nature  même  des  questions  que  se  posent  les 
mathématiciens.   56  sur  62   estiment   que   des  interruptions 
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sont  nécessaires.  li  est  rare,  si  non  impossible,  que  Ton 
puisse  résoudre  et  épuiser  une  question  de  quelque  ampleur 
sur  un  sujet  nouveau  dans  une  première  étude.  Ce  n'est  que 
lorsqu'il  s'agitde  problèmes  dont  on  possède  déjà  les  éléments 
principaux  que  Ton  peutse  borner  à  un  seul  examen  pour  obte- 
tenir  un  ensemble  de  résultats  satisfaisants  et  bien  coor- 
donnés. Presque  toutes  les  réponses  sont  rédigées  dans  ce 
sens;  nous  nous  bornons  à  reproduire  ici  celles  qui  offrent 
le  plus  de  variétés  dans  les  considérations  qui  viennent 
justifier  la  réponse, 

Rép.  I  (France).  —  16.  Oui,  depuis  Tâge  tout  au  moins  où  j'ai  pu 
avoir  quelques  idées  à  moi.  —  17.  Il  faut  songer  sans  cesse  au 
sujet  que  Ton  travaille,  s'y  acharner  souvent.  Mais  il  est  bon  par- 
fois de  le  laisser  pour  revenir  plus  tard,  car  alors  Tesprit  a  géné- 
ralement perdu  des  maiwais  plis  qui  lui  cachaient  obstinément 
des  choses  aperçues  sans  peine  dans  d'autres  dispositions, 

Ch.  Mbray. 

Rép.  Il  (France).  —  16.  Elles  n'ont  pas  pu  être  les  mêmes,  vu  la 
variété  des  occupations  que  j'ai  eues.  Cependant,  plus  j'avance  en 
âge,  plus  je  me  possède,  plus  la  méthode  tend  à  s'unifier  1^  dans 
les  recherches,  2**  les  réflexions,  3°  la  notation,  4**  les  discussions, 
5**  la  rédaction.  —  17.  J'ai  dû  pratiquer  les  deux  méthodes;  j'ai 
une  préférence  intuitive  pour  la  première,  la  seconde  m'a  parfois 

réussi.  AUDEBRANDT. 

Rép.  VI  (Allemagne).  —  16.  Oui.  —  17.  En  général,  je  me  suis 
occupé  d'un  sujet  sans  interruption  essentielle  ;  mais  dans 
beaucoup  de  cas  je  suis  revenu  plus  tard  sur  la  même  question. 

(...) 

Rép.  VII  (Allemagne).  —  16.  Ma  manière  de  travailler  est  la 
même  depuis  50  ans.  —  17.  Une  fois  engagé  dans  une  recherche 
je  ne  l'abandonne  que  lorsque  j'ai  terminé,  ou  que  j'ai  la  convie- 
lion  de  ne  pas  pouvoir  la  terminer.  Mor.  Cantor. 

Rép.  IX  (France).  —  16.  Oui.  —  17.  J'ai  fait  les  deux,  l'interrup- 
tion a  l'inconvénient  d'exiger  un  nouvel  effort  de  mise  au  point. 
Il  ne  faut  l'employer  que  si  on  y  est  obligé  ou  si  l'on  sent  qu'on 
aurait  avantage  à  reprendre  son  étude  avec  un  esprit  nouveau. 

Rép.  XI  (Russie).  —  17.  Les  grands  problèmes  sont  toujours 
présents  à  mon  esprit  et  j'y  reviens  toujours  ;  quant  à  des  sujets 
moins  étendus,  ils  peuvent  souvent  être  traités  d'une  seule  haleine. 

N.  Dklaunay. 

Rép.  XII 1  (Angleterre).  —  17.  Lorsqu'il  s'agit  de  problèmes 
difficiles,  il  est  souvent  nécessaire  de  les  abandonner.  (Certaines 
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questions  peuvent  être  traitées  en  quelques  semaines  ou  mois  ; 
d'autres  doivent  attendre  et  subir  des  interruptions  de  plus  d'une 
annéo.  (...) 

Rép,  XVI  (Belgique).  —  1(5.  Oui.  —  17.  J'ai  souvent  abandonné 
un  sujet  pendant  des  mois  et  des  années,  pour  y  revenir  ensuite. 

Stuyvabrt. 

Rép.  XXI  (Autriche).  —  1«.  Ma  méthode  de  travail  a  toujours 
été  la  même.  —  17.  Il  m'est  arrivé  d'interrompre  un  travail  parce 
que  je  ne  pouvais  pas  avancer  et  de  le  reprendre  plus  tard  avec 
succès.  Toutefois,  j'ai  fait  mes  meilleurs  travaux  d'un  seul  trait. 

L.    BOLTZMANN. 

Rép,  XXIII  (France].  —  10.  Oui,  à  peu  près.  —  17.  Je  n'ai  pour- 
suivi le  sujet  qu'autant  qu'il  continuait  à  m'intéresser.  Il  faut  une 
certaine  persistance,  mais,  quand  arrive  la  fatigue,  on  ne  fait  plus 
grand  chose  de  bon.  Souvent  j'ai. laissé  de  côté,  très  longtemps, 
un  travail  entrepris,  pour  le  reprendre  beaucoup  plus  tard,  et  je 
ne  m'en  suis  pas  mal  trouvé.  C.-A.  Laisant. 

Rép.  XXXVII  (France).  —  Kî.  Oui,  —  17.  Lorsqu'un  sujet  parait 
ne  plus  rien  donner,  il  y  a  tout  avantage  à  l'abandonner,  sauf  à  le 
reprendre  après  un  an  ou  deux.  Bien  souvent  on  voit  alors  la 
question  à  un  autre  point  de  vue.  Des  questions  oubliées  et  repri- 
ses à  deux  ou  trois  intervalles  m'ont  conduit  à  des  résultats  impor- 
tants. Il  est  rare  (jue  du  premier  coup  on  tire  d'une  question  tout 
ce  ((ui  est  possible.  Fabry. 

Rép.  XliVI  (Espagnej.  —  10.  Oui.  —  17.  Dans  les  recherches  je 
trouve  convenable  une  certaine  discontinuité.  Vaincre  les  diffi- 
cultés dans  certains  moments  favorables.  La  continuité  dans  une 
seule  recherche  produit  de  la  fatigue.  Z.-G.  de  Galdkano. 

Rép.  LVIl  (Klats-Unisl.  —  lO.  Ma  méthode  n'est  pas  aussi  sys- 
tématique et  aussi  régulière  <|ue  je  le  désirerais.  —  17.  J'ai  la  ten- 
dance à  abandonner  une  longue  étude  pour  la  reprendre  après 
quelque  temps.  Des  travaux  plus  courts 'peuvent  être  traités  d'une 
manière  continue.  Il  me  semble  que  la  meilleure  méthode  consiste 
en  un  travail  continu  avec  interruptions  pour  le  repos, 

E.-F.  Thompson. 

Rép.  LXXXIV  (Suissei.  —  17.  J'ai  souvent  abandonné  un  sujet 
pour  y  revenir  ensuite.  Cela  dépend,  du  reste,  de  la  disposition 
dans  laquelle  on  se  trouve.  G.  Oltramark. 

Questions  18  et  20> 

18.  —  Quel  estf  d*après  vous,  le  temps  minimum  qu'un 
mathématicien  ayant  d'autres  occupations  journalières  doit 


1   L'étude  doH  question»  18  et  20  cHt  di^e  n    M.  Th.  Flournoy,   professeur  de  psychologie  k 
l'Université  de  Genève. 
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consacrer  dans  sa  journée,  sa  semaine  et  son  année  aux 
mathématiques  pour  arriver  à  cultiver  avec  fruit  certaines 
branches  des  mêmes  mathématiques  ?  Vaut-il  mieux  quand 
on  a  le  choix,  d'après  vous,  travailler  tous  les  jours  un  peu  : 
une  heure,  par  exemple,  au  minimum  ? 

20.  —  Si  vous  avez  des  occupations  professionnelles  absor- 
bantes, comment  vous  appliquez-vous  à  les  concilier  avec  vos 
travaux  personnels  ? 

Il  nous  a  paru  indiqué  de  rapprocher  les  réponses  aux 
questions  18  et  20  à  cause  de  leur  connexité,  et  de  renvoyer 
à  un  prochain  article  l'étude  du  n**  19. 

Près  des  deux  tiers  de  nos  documents  renferment  des  ré- 
ponses à  la  question  18  \  mais  elles  sont  loin  de  s'accorder 
«ntre  elles,  ce  qui  n'esl  pas  pour  étonner  lorsqu'on  pense  à 
la  variété  des  tempéraments  individuels,  et  aussi  aux  divers 
sens  du  mot  travailler.  Autre  chose  est  en  effet  d'apprendre, 
<!'est  à  dire  d'étudier  et  de  s'assimiler  y\ï\e  science  déjà  exis- 
tante, autre  chose  de  préparer  un  enseignement,  autre  chose 
encore  d'inventer  et  de  se  livrer  à  des  recherches  origina- 
les, etc.  H  y  a,  de  même",  des  natures  pondérées,  qui  l'ont 
tout  avec  suite  et  régularité,  comme  si  elles  ignoraient  égale- 
ment la  lassitude  et  l'emballement;  et  il  y  a  des  natures  ex- 
plosives, procédant  par  saccades  ou  bourrées  suivies  de 
périodes  d'inactivité  plus  ou  moins  prolongées.  Ce  sont  ces 
oppositions,  et  leurs  combinaisons  diverses,  qu'on  voit  se 
refléter  dans  les  extraits  ci-dessous  de  notre  enquête. 

Les  uns  recommandent  avant  tout  la  régularité  du  travail, 
à  raison  d'une,  deux,  trois,  jusqu'à  six  heures  chaque  jour 
ou  chaque  semaine.  Les  autres,  davantage  frappés  des  phéno- 
mènes d'entrainement  et  de  fatigue,  préconisent  les  coups 
de  collier,  et  ont  plus  de  confiance,  par  exemple,  dans  deux 
journées  consécutives  de  travail  par  semaine,  ou  dans  quatre 
heures  par  jour  pendant  deux  mois,  que  dans  une  ou  deux 
heures  chaque  jour  pendant  toute  l'année.  D'autres  encore, 
songeant  évidemment  avant  tout  à  la  production  originale, 
ne  veulent  d'aucune  règle  et  s'abandonnent  pour  ainsi  dire 
à  l'inspiration  du  moment,  travaillant  jour  et  nuit  quand 
une  idée  les  tient,  quitte  à  ne  plus  rien  faire  ensuite  pendant 
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des  semaines  ou  des  mois.  De  tout  cela  on  ne  peut  rien  con- 
clure, en  somme,  de  général.  Mais  n'est-ce  pas  aussi  un 
résultat  que  d'avoir  mis  en  lumière  cette  extrême  diversité^ 
et  par  conséquent  le  droit  et  le  devoir  de  chacun  de  se  for- 
ger sa  propre  méthode  et  d'adopter  le  mode  de  travail  que 
l'expérience  lui  aura  montré  être  le  mieux  adapté  à  ses  cir- 
constances personnelles? 

Même  conclusion,  ou  absence  de  conclusion,  quant  à  la 
question  20,  qui  a  provoqué  une  quarantaine  de  réponses.  Il 
n'y  a  pas  de  panacée,  il  n'y  a  que  des  expédients  variables  et 
généralement  précaires,  pour  résoudre  l'éternel  conflit  en- 
tre les  devoirs  professionnels,  absorbants  et  ingrats,  et  les 
recherches  personnelles,  les  chères  études  de  prédilection. 
En  se  levant  tôt,  en  se  tenant  à  un  horaire  rigoureux,  en 
empiétant  sur  le  repos  de  la  nuit  et  des  vacances,  etc. ,  cha- 
cun se  tire  d'affaire  comme  il  peut  —  rarement  à  son  entière 
satisfaction  — .  Heureux  les  privilégiés  à  qui  la  destinée,  et 
leur  nature,  permettent  de  concilier  pleinement  ces  deux  sor- 
tes d'occupations,  ou  de  se  confiner  exclusivement  dans 
l'une  d'elles! 

Rép.  1  (France).  —  18.  Je  ne  puis  formuler  aucune  règle  :  à  un 
travail  de  copie,  on  peut  se  mettre,  se  retirer  quand  on  veut  ; 
mais  le  travail  intellectuel  ne  produit  rien  s'il  n'entraîne  pas 
l'ouvrier,  et  dans  ces  conditions  il  est  presque  impossible  de  s'y 
mettre  quand  il  n'attire  pas,  de  s'en  arracher  quand  il  attire.  Je 
ne  considère  pas  comme  possible  d'abandonner  un  problème  dont 
la  solution  est  en  bonne  voie,  autrement  que  sous  le  coup  de 
quelque  nécessité. 

20.  La  difficulté  n'existe  pas  pour  moi,  puisque  mon  métier 
consiste  précisément  à  cultiver  les  mathématiques.  Je  constate 
que  leur  étude  (et  le  reste)  m'a  fait  trop  souvent  négliger  mes 
affaires  proprement  dites.  Mérav. 

Rép.  Il  (France).  —  18.  Nulla  dies  sine  linea  î...  Ce  doit  être 
l'idéal,  mais  la  réalité  en  est  bien  loin!  —  20.  Utiliser  les  marches 
libres...  comme  on  peut!  Audebrand. 

Rép.  m  (Angleterre).  —  Il  faut  prendre  tout  le  temps  qu'on 
peut,  et  c'est  bien  peu.  Une  heure  n'est  pas  assez  pour  s'en- 
traîner. Bryax. 

Rép.  VU  (Allemagne).  —  18.  11  m'est  impossible  de  travailler 
régulièrement.  Tantêt  j'ai  travaillé  12  à  14  heures  par  jour, 
tantôt  je  n'ai  pas  travaillé  du  tout,   ou  peu.  Mais  je  ne  voudrais 
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absolument  pas  ériger  cela  en  règle. —  20.  J'ai  toujours  considéré 
qu'il  fallait  d'abord  m'acquitter  de  mes  devoirs  professionnels  ; 
mes  travaux  de  prédilection  sont  toujours  venus  en  seconde 
ligne.  Cantor. 

Rép.  IX  (France).  —  Réponse  difficile.  En  thèse  générale,  il  me 
faut  de  la  continuité  dans  le  travail.  (...) 

Rép.  XI  (Russie).  —  18.  Af^s  longa  et  çîta  hres^is  est  :  on  ne 
saurait  rattraper  le  temps.  Travailler  chaque  jour  une  heure  et 
seulement  une  heure,  dans  la  voie  des  recherches  scientifiques, 
est  tout  à  fait  contraire  à  ma  nature  :  lorsque  je  suis  possédé  par 
une  idée,  elle  est  dans  ma  tète  toute  la  journée  et  je  saisis  tous  les 
instants  possibles  pour  faire  mes  calculs  et  mes  constructions.  — 
20.  En  pensant  à  mes  problèmes  même  au  milieu  des  occupations 
professionnelles,  et  en  réservant  les  soirées  pour  les  recherches 
et  lectures  mathématiques.  Delaunay. 

Rép.  XIll  (Angleterre).  —  18.  Il  vaut  mieux  travailler  3  heures 
tous  les  deux  jours  qu'une  demi-heure  chaque  jour.  Mais  il  fau- 
drait donner  au  moins  3  ou  4  heures  par  jour  aux  recherches  si 
on  en  a  le  loisir,  c'est-à-dire  si  les  autres  travaux  ne  prennent  pas 
plus  de  6  heures.  (...) 

Rép.  XIV  (Irlande).  —  18.  C'est  Pinclination  qui  doit  décider. 
Mais  les  distractions  sont  fatales.  —  20.  Il  faut  séparer  entière- 
ment ces  deux  sortes  de  choses,  de  façon  à  les  mettre  sur  des 
jours  différents.  (...) 

Rép.  XVI  (Belgique).  —  18.  Deux  heures  par  jour  au  minimum 
et  de  préférence  tous  les  jours.  —  20.  Les  devoirs  professionnels 
ont   naturellement   le   pas   sur   les   travaux   personnels. 

Stuyvaert. 

Rép.  XX  (France).  —  18.  Je  considère  qu'il  faut  donner  une  ou 
deux  heures  par  jour  aux  mathématiques  pour  maintenir  le 
niveau  de  ses  connaissances.  —  20.  Très  simplement  :  en  me 
levant  matin.  Brocard. 

Rép.  XXI  (Autriche).  —  18.  Je  n'avancerais  pas  en  ne  travaillant 
qu'une  heure  par  jour.  Quand  je  suis  en  train,  je  travaille  six 
heures  par  jour,  et  davantage;  mais  ensuite,  quand  je  ne  suis 
plus  en  train,  je  ne  fais  plus  rien  pendant  des  mois.  —  20.  Je  n'ai 
pas  d'occupations  professionnelles  régulières  en  dehors  de  mon 
enseignement.  Ce  dernier  favorise  à  un  haut  degré  mon  activité 
scientifique  en  stimulant  continuellement  mes  lectures,  en  me 
faisant  exprimer  à  ma  façon  et  sous  une  forme  précise  ce  que  j'ai 
lu,  et  en  me  mettant  en  contact  avec  des  jeunes  gens  travailleurs 
dont  les   questions   me   sont   un  nouveau    stimulant. 

BOLTZMANN. 

Rép.  XXII  (Etats-Unis).  —  Il  est  difficile  de  fixer  un  minimum; 
mais  même  avec  une  ou  deux  heures  seulement  par  semaine,  on 
peut  faire  des  progrès  évidents.   Je  pense  qu'il  vaut  mieux  tra- 
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vailler  un  peu  chaque  jour,  pourvu  que  ce  ne  soit  pas  moins  d'une 
heure  à  la  fois,  plutôt  que  de  travailler  plus  longuement,  mais  à 
des  intervalles  plus  prolongés.  Escott. 

Rëp.  XXIII  (France).  —  18.  11  n'y  a  pas  de  règle  à  formuler. 
Pour  mon  compte,  je  suis  resté  des  semaines,  peut-être  des  mois, 
sans  m'occuper  de  mathématiques.  Par  contre,  j'ai  passé  quelque- 
fois des  nuits  entières  à  travailler  sans  interruptions.  Il  faut  que 
Ton  soit  entraîné  par  le  sujet  ;  quand  l'attrait  cesse,  on  ne  fait 
rien  qui  vaille.  C'est  vrai  pour  l'invention,  pour  la  rédaction  et 
pour  les  lectures, 

20.  J'ai  toujours  pris  un  quart  d'heure  s'il  s'offrait  à  moi,  une 
semaine  s'il  m'était  possible.  Même  très  occupé,  on  trouve 
toujours  un  peu  de  temps  pour  faire  des  mathématiques  quand 
on  en  a  le  goût.  11  m'est  souvent  arrivé  de  griffonner  sur  mon 
pupitre  des  équations  au  milieu  des  séances  les  plus  tumul- 
tueuses de  la  Chambre.  Laisant. 

Rép.  XA'VI  (France).  —  18.  Ma  manière  de  travailler  exclut 
celte  question.  Je  travaille  en  me  promenant.  S'il  faut  un  calcul 
un  j>eu  compliqué  et  que  je  n'aie  sur  moi  pas  de  quoi  écrire, 
j'acliève  au  retour.  Richard. 

Rép.  XXXIII  (France).  —  18.  Il  me  semble  qu'en  une  heure  on 
ne  fait  rien.  J'aurais  plus  de  confiance  dans  4  heures  par  jour 
pendant  2  mois  qu'en  une  heure  chaque  jour  de  l'année. 

R.   d'AoHÉMAR. 

Rép.  XXXV  (France).  -  18.  Question  toute  personnelle.  11  faut 
évidemment  que  l'on  dispose,  soit  toutes  les  semaines  de  quelques 
heures,  soit  tous  les  ans  de  quelques  semaines, pendant  lesquelles 
l'esprit  n'est  ni  absorbé,  ni  fatigué  par  les  occupations  profes- 
sionnelles habituelles.  Il  est  préférable  de  travailler  deux  jours  de 
suite  chaque  semaine  plutôt  que  une  heure  ou  deux  tous  les 
jours  (avec  d'autres  occupations  absorbantes).  (...) 

Rép.  XXXIX  (Grèce).  —  18.  Deux  à  trois  heures  par  jour  au 
moins,  excepté  les  dimanches  et  peut-ètr.e  un  à  deux  mois  dans 
rannée.  Oui,  tous  les  jours,  ne  fût-ce  même  que  pour  une  demi- 
heure.  Hatzidakis. 

Rép.  XL  (Allemagne).  —  18.  J'estime  qu'il  vaut  mieux  s'occuper 
de  mathématiques  chaque  jour  qu'une  fois  par  semaine,  etc.  Il 
serait  désirable  de  s'en  occuper  au  moins  deux  heures  chaque 
matin  ;  il  faut  que  l'esprit  soit  frais  pour  pouvoir  produire. 

Mexzel. 

Rép.  XLI  (Ecosse).  —  18  et  20.  J'aimerais  consacrer  toute  la 
journée  aux  mathématiques  pures,  mais  hélas  je  ne  peux  pas,  j'ai 
trop  peu  de  loisir  pour  cela  (il  est  astronome  dans  un  observa- 
toire Rèd.].  (...) 

Rép.  XLII  (Italie).  —  18.'  Je  n'ai  jamais  eu  le  choix.  J'ai  pris  le 
temps  où  je  pouvais.  Pendant  les  vacances,  j'ai  préféré  travailler 
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chaque  jour  quatre  ou  cinq  heures,  le  matin  pour  l'invention,  le 
soir  pour  la  rédaction.  — ►  20.  Eu  sacrifiant  toutes  les  heures  qui 
devraient  être  accordées  au  repos  et  au  divertissement. 

Amodeo. 

Rép.  XLIII  (France).  —  18  et  20.  Quand  j'avais  un  service  d'in- 
génieur, en  province,  j'avais  pour  principe  de  toujours  faire,  même 
le  dimanche,  au  moins  une  demi-heure,  ou  mieux  une  heure  de 
mathématiques  par  jour  (lectures,  recherches  ou  rédactions). 
Comme  me  l'avait  dit  Hermite  avant  ma  sortie  de  l'Ecole  des 
Ponts  et  Chaussées,  quand  on  le  veut  sérieusement  on  trouve  tou- 
jours ce  temps  pour  étudier  les  mathématiques.  Avec  ce  procédé 
on  fait  quelque  chose  :  c'est  pour  moi  un  minimum  de  principe,  il 
est  désirable  qu'on  ne  reste  pas  au-dessous  d'une  heure  en 
moyenne.  Maillet. 

Rép.  XLIV  (Italie).  —  18.  Pour  être  s^raiment  mathématicien,  il 
faut  vouer  à  cette  sublime  science  tout  son  temps  disponible  et  y 
penser  constamment...  Marletta. 

Rép.  XLVI  (Espagne).  —  18.  Quand  il  y  a  d'autres  occupations, 
je  conseillerais  au  moins  trois  heures  par  jour. 

Z.  de  Galdeano. 

Rép.  XLVII  (Suisse).  —  18.  11  faut  travailler  les  mathématiques 
tous  les  jours,  au  moins  un  peu,  une  heure  au  minimum.  —  20.  Il 
me  faut  employer  mes  moments  de  loisir,  soirées,  dimanches, 
vacances.  Gubler. 

Rép.  XIJX  (France).  —  18.  Certainement  deux  ou  trois  heures 
consacrées  par  jour  aux  mathématiques  permettraient  une  spécia- 
lisation assez  rapide  ;  mais  combien  peu,  surtout  chez  les  profes- 
seurs qui  veulent  travailler  personnellement,  peuvent  s'estimer 
assez  heureux  pour  jouir  régulièrement  même  d'une  heure  ? —  20. 
Ceci  devient  presque  de  l'adresse  :  il  faut  avoir  l'esprit  assez  délié, 
le  travail  assez  facile  pour  ne  consacrer,  l'habitude  aidant,  que  le 
temps  strictement  nécessaire  aux  occupations  professionnelles  et 
s'en  réserver  un  peu  pour  les  chères  études.  On  y  arrive  à  la 
longue,  mais  ce  n'est  pas  donné  à  tout  le  monde.  Heureux  les  ren- 
tiers qui  ont  du  temps  de  trop  !  Barbarin. 

Rép.  L  (Etats-Unis).  —  18  et  20.  Une  heure  par  jour,  en  y  ajou- 
tant de  temps  à  autre  une  demi-journée  au  moins  de  travail  con- 
tinu, me  paraît  nécessaire  pour  arriver  à  un  résultat.  Je  m'applique 
à  trouver  chaque  jour  un  moment  pour  faire  des  mathématiques, 
et,  en  outre,  une  journée  entière  chaque  semaine.  Davis. 

flép  LI  (France).  —  18.  Cela  dépend  beaucoup  des  circons- 
tances. Ma  vie  a  été  exceptionnellement  éprouvée,  très  traversée 
par  les  longues  maladies  de  tout  mon  entourage.  De  là  une  très 
grande  inégalité.  La  régularité  vaudrait  certainement  mieux,  en 
lui  adjoignant  des  coups  de  collier  au  service  de  l'inspiration 
lorsqu'elle  vient.  —  20.  Avec  un  travail  constant,  inlassable,  sans 
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aucune   perte  de  temps  et  avec  le  plus  possible  d'ordre  et  de 
méthode.  Haton  de  la  Goupillière. 

Rép.  LVII  (Etats-Unis).  —  18.  Quand  on  a  d'autres  occupations 
quotidiennes,  pour  continuer  à  s'intéresser  profitablement  aux 
mathématiques  il  faut  leur  consacrer  au  minimum  une  heure  par 
jour,  et  de  temps  en  temps  plusieurs  heures.  Deux  ou  trois  heures 
par  jour  vaudraient  mieux.  -  20-  Etant  professeur  de  mathémati- 
ques, c'est  à  cela  que  mon  travail  est  principalement  consacré. 

E.-P.  Thompson. 

Rép.  LIX  (Allemagne).  —  18  et  20.  Mon  idéal  serait  de  pouvoir 
consacrer  4  ou  5  heures  chaque  matin  aux  travaux  scientifiques  ; 
malheureusement,  la  plus  grande  partie  de  mon  temps  est  absor- 
bée par  mon  enseignement.  Je  me  réserve  deux  matinées  par 
semaine  pour  mon  travail  personnel  et  je  me  lève  à  5  heures,  été 
et  hivçr.  Tapelmacher. 

Rép.  LX  (Suisse).  —  18.  Je  trouve  que  le  mieux  est  de  concen- 
trer ses  énergies  mathématiques  sur  un  ou  deux  jours  par  semaine. 

ËMCH. 

Rép.  LXII  (Etats-Unis).  —  18  et  20.  Le  seul  moyen  de  mener  à 
bonne  fin  un  travail  mathématique  est  de  lui  réserver  chaque  jour 
un  certain  temps,  le  plus  possible,  sur  lequel  on  ne  laissera  empié- 
ter aucun  autre  travail  quelque  pressant  qu'il  soit.      Tallmann. 

Rép.  LXVl  (Etats-Unis).  —  20.  En  ayant  un  programme  jour- 
nalier strict.  Snydbr. 

Rép.  LXVllI  (Etats-Unis).  —  18.  Le  mieux  est  de  travailler  un 
peu  chaque  jour,  deux  heures. 

20.  En  consacrant  un  temps  spécial  aux  occupations  profes- 
sionnelles et  en  ne  leur  permettant  pas  d'empiéter  sur  mes 
travaux  mathématiques.  Conant. 

Rép.  LXIX  (Italie).  —  18.  Une  heure  de  travail  par  jour  me 
semble  peu  :  on  risque  d'oublier  dans  les  23  autres  heures  plus 
qu'on  n'a  appris  dans  la  première.  (...) 

Rép.  LXXII  (Etats-Unis).  —  18.  Je  croîs  que,  quand  on  a  du  goût 
pour  les  mathématiques,  le  moindre  temps  régulièrement  con- 
sacré à  cette  étude  chaque  jour  ou  chaque  semaine  est  déjà  profi- 
table. Cela  ne  suffit  peut-être  pas  à  donner  des  résultats  impor- 
tants, mais  le  bénéfice  subjectif  qu'on  en  retire  vaut  cependant 
la  peine,  pour  peu  qu'on  ait  une  profession  ayant  quelque 
connexion  avec  les  mathématiques.  Quant  à  savoir  si  le  travail 
mathématique  doit  être  fait  à  heures  fixes,  cela  dépend  du  type 
d'esprit...  —  20.  Je  suis  dans  l'enseignement,  en  sorte  que  mon 
travail  personnel  ne  vient  qu'au  second  plan  :  j'en  suis  réduit 
à  faire  de  mon  mieux  pour  réserver  un  peu  de  temps  à  mes  propres 
travaux  ;  c'est  le  cas  général  en  Amérique.  (...). 

Rép.  LXXIV  (Italie).  —  18.  Trois  heures  journellement.  Il  vaut 
mieux  travailler  tous  les  jours  un  peu.  Pirondixi. 
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Rép.  LXXV  (France).  —  J'ai  toujours  consacré,  en  dehors  de 
mes  obligations  professionnelles,  pourtant  très  lourdes,  trois 
heures  par  jour  en  moyenne  aux  recherches  personnelles.  Long- 
temps, j'ai  pris  ces  heures  de  travail  dans  la  soirée.  Depuis  Tâge 
de  45  ans,  j'ai  compris  que  ce  travail  du  soir  produisait  peu  et  me 
fatiguait;  je  lui  ai  substitué  le  travail  de  l'après-midi. 

De  Longchamps. 

Rép.  LXXVIl  (Etats-Unis).  —  J'estime  qu'il  faut  toujours  réflé- 
chir à  des  sujets  mathématiques  pour  que  cela  soit  profitable. 

MOULTON. 

Rep.  LXXXn  (Suisse).  —  18.  Travailler  toutes  les  fois  que  l'on 
se  trouve  en  bonne  disposition.  Mais  il  faut  savoir  provoquer  soi- 
niéme  ces  bons  moments  et  en  tirer  parti  en  s'astreignant  à  un 
minimum  de  travail  personnel  chaque  jour  autant  que  possible. 
•  20.  —  Mes  occupations  professionnelles  et  la  direction  de 
VEns.  Math,y  ne  me  laissent  que  fort  peu  de  temps.  Fehr. 

Rép.  LXXXIV  (Suisse).  —  18.  Il  faut  travailler  lorsque  les  idées 
surgissent,  mais  on  ne  peut  pas  limiter  le  temps  qu'on  y  a 
consacré,  attendu  qu'en  pareil  cas  la  notion  du  temps  n'existe 
plus.  Oltramare. 
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Réflexions  sur  les  réponses  ^  aux  questions  4  et  5. 

Par  V.  BoBYNiN  (Moscou). 

Etant  donné  le  nombre  peu  considérable  des  réponses  à  la 
première  et  principale  partie  de  la  question  4*,  on  est  tenté 
de  croire  que  les  personnes  qui  étudient  les  mathématiques 


»  Voir  Y  Enseignement  mathématique,  8«  année,  n»  3,  p.  217-225.  —  Traduction  de  M"«  Byck 
{ Genève). 

*  Question  4.  —  Avez-vous  conservé  un  souvenir  précis  de  votre  manière  de  travailler  lors- 
que vous  poursuiviez  vos  études,  alors  que  le  but  était  plutôt  de  s'assimiler  les  richesses  d'au- 
trui  que  de  vous  livrer  à  des  recherches  personnelles  ?  Avez-vous  sur  ce  point  quelques  ren- 
seignements intéressants  à  fournir  ? 
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n*ont  pas  dans  la  première  période  de  leurs  études  de  mé- 
thode personnelle,  tout  au  moins  que  ces  méthodes  sont  in- 
conscientes et  par  conséquent  ne  laissent  aucun  souvenir. 

Dans  vingt  réponses' on  constate  que,  pendant  la  première 
période  des  études,  les  élèves  qui  ont  du  goût  pour  cette 
science  ont  la  tendance  à  faire  des  recherches  personnelles. 

R.  de  MoNTESSUS  dans  sa  rép.  XLX  dit  :  «  Il  m'a  toujours 
été  très  pénible  d'apprendre  ;  je  préférais  chercher  moi-même 
et  trouver  à  ma  manière  la  solution  des  questions  exposées 
dans  les  cours  ». 

Dans  les  réponses  concernant  la  période  des  études  supé- 
rieures (universitaires),  on  rencontre,  comme  il  fallait  sV 
attendre,  une  tendance  plus  accusée  à  cet  égard. 

Un  mathématicien  allemand  dans  la  Rép.  VI  dit:  «  Je  m'oc- 
cupe de  préférence  de  recherches  personnelles.  Lorsque  je 
lis  les  travaux  d'autres  auteurs,  je  me  borne  souvent  à. lire 
les  résultats  et  je  cherche  à  les  établir  ensuite  moi-même.  » 

BoLTZMANN  (Rép.  XXI)  avait  toujours  des  doutes  sur  -ce 
qu'il  lisait  ou  entendait,  tant  qu'il  n'avait  pas  obtenu  les  ré- 
sultats par  une  voie  personnelle. 

Un  mathématicien  hollandais  Jean  de  Vries  (Rép.  XXVIl) 
dit  :  ((  J'ai  toujours  éprouvé  le  besoin  de  remanier  un  mé- 
moire ou  un  livre  selon  mon  goût  personnel  ». 

Qu'est  ce  qui  pouvait  provoquer  cette  tendance  chez  les  dé- 
butants qui  sont  encore  bien  loin  de  la  période  des  investiga- 
tions. 11  me  semble  qu'on  n'a  qu'une  seule  réponse  sur  cette 
question  ;  c'est  que  la  tendance  considérée  est  provoquée  par 
la  nature  intellectuelle  de  l'homme,  qui  suit  pendant  l'étude 
de  chaque  science  la  même  voie  qu'a  suivie  Thumanité  en- 
tière, c'est-à-dire  la  voie  des  découvertes. 

Les  mathématiques  élémentaires  de  même  que  les  supé- 
rieures doivent  être  enseignées  de  telle  sorte,  que  l'élève, 
guidé  par  ses  maîtres,  participe  seul  à  la  découverte  des  vé- 
rités et  résolve  lui-même  toutes  les  questions  qu'il  rencontre. 

Et  comme  l'enseignement  des  mathématiques  ne  donne 
rien  de  pareil,  on  comprend  pourquoi  il  ne  satisfait  pas  tous 


»  Rép.  1,  V,  VI,  IX,  Xni,  XIX,  XXI,   XXUI,  XXVII,  XXX,  XXXV,  XXXVI,  XLV,  XLVIII, 
LVII,  LVIII,  LXXII,  LXXVH  et  LXXVIII. 


Digitized  by 


Google 


ENQUÊTE  SI  H   LA   MÉTHODE  DE   TRAVAIL  137 

ceux  qui  avaient  montré  un  intérêt  spécial  pour  les  mathéma- 
tiques. 

Cette  observation  se  trouve  d'ailleurs  dans  quelques  ré- 
ponses, notamment  dans  celle  de  M.  Cli.  Méray  (v.  Rép.  1}. 
Plusieurs  auteurs  manifestent  leur  opinion  sur  les  défauts 
que  présente  à  ce  point  de  vue  renseignement  élémentaire. 

Dans  cinq  réponses  '  les  auteurs  se  prononcent  non  pas 
seulement  contre  les  «  cours»  de  mathématiques,  mais  aussi 
contre  la  lecture  en  général  des  œuvres  mathématiques. 

Il  y  a  déjà  longtemps  qu'on  rencontre  ces  idées  et  surtout 
la  seconde.  Ainsi,  en  parlant  de  Poinsot  dans  son  introduc- 
tion à  la  IP"®  édition  de  ses  «  Eléments  de  Statique  »,  J.  Beh- 
TR,vND  dit  :  «  peu  soucieux  d'étudier  les  livres,  il  aimait  à 
suivre  ses  propres  idées*  ». 

On  sait  qu'il  en  est  de  même  de  Carnot  et  de  beaucoup 
d'autres. 

Rappelons  encore  quelques  réponses  qui  parlent  dans  le 
même  sens.  Un  mathématicien  allemand,  qui  désire  rester 
inconnu,  écrit  dans  sa  Rép.  XIX  : 

«  Je  n'ai  jamais  éprouvé  beaucoup  de  plaisir  à  étudier  des 
ouvrages  d'une  certaine  étendue;  une  fois  que  je  possédais 
les  bases  des  branches  spéciales,  je  cherchais  à  continuer 
par  mes  propres  moyens.  Il  en  résultait  nécessairement  des 
lacunes  et  des  détours  inévitables  ». 

M.  C.-.A.  Laisant  (Rép.  XXIII),  dit  :  «  l'étude  dans  les  livres 
m'a  toujours  été  très  pénible.  Il  me  semble  qu'en  principe 
il  vaut  mieux  chercher  par  soi-même,  sauf  à  contrôler  et  com- 
pléter ses  résultats  par  des  lectures  ultérieures.  Pour  cela 
cependant  un  premier  bagage  général  est  nécessaire  ». 

D'autres,  au  contraire,  recommandent  la  lecture.  Ainsi 
M.  MÉRAY  (Rép.  I),  dit  :  «Je  n'ai  presque  rien  lu  et  le  regrette. 
Je  conseille  aux  autres  de  lire  tant  qu'ils  pourront  pendant 
leur  jeunesse,  mais  en  étant  guidés  de  manière  à  éviter  l'in- 
nombrable quantité  d'écrits  qui  n'apprennent  rien  ». 

11  y  a  beaucoup  de  réponses  (par  exemple  XIX),  où  l'on 
considère  comme  obligatoire  la  lecture  non  pas  seulement 


>  I,  VI,  XIX,  xxm  et  Lxxvur. 

*  BuU.  des  se.  math,  et  eutr.,  T.  IV,  p.  18,  1873. 
L'EoMtgneinent  mathém.,  9«  année  ;  1907. 
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pour  les  autres,  mais  aussi  pour  soi-même.  On  trouve  cinq 
réponses  concernant  ce  point  de  vue  (V,  XVIII,  XXIII,  XLIII 
et  L).  «  Dès  Tâge  de  16  ans,  dit  un  mathématicien  italien 
(Rép.  V),  lors  de  mon  entrée  dans  les  études  universitaires, 
je  pris  rhabitude  de  lire  et  d'étudier  dans  toutes  les  direc- 
tions, auteurs  classiques  et  auteurs...  de  moindre  valeur.  Je 
voulais  m'emparer  de  tout  ce  que  Ton  a  fait  en  mathématiques  î 
En  même  temps  je  voulais  faire  des  recherches  pour  mon 
compte  ». 

Un  autre  mathématicien  italien  (Rép.  XVIII)  dit  :  «  J'ai  tou- 
jours lu  peu  de  livres,  mais  des  bons.  Je  les  étudiais  com- 
plètement et  je  reviens  souvent  aux  points  qui  sont  restés 
obscurs  ».  Voir  aussi  la  réponse  XXXIII,  du  mathématicien 
français  R.  d'AnnÉMAR. 

Pour  écarter  les  nombreuses  diflicultés  que  présente  l'en- 
seignement des  mathématiques,  d'ALEMBERT  n'a  pas  vu  d'autre 
moyen  que  celui  qu'il  a  donné  dans  son  sage  conseil  :  «  Avan- 
cez et  la  foi  vous  viendra».  Ces  mots  caractérisent  bien  la 
situation.  C'est  par  négligence  que  l'enseignement  laisse  sou- 
vent beaucoup  de  choses  mal  expliquées  et  par  cela  obscures, 
et  même  tout  à  fait  inconnues.  Pour  l'élève  les  conséquences 
de  cet  état  de  choses  sont  considérables.  Elles  ne  peuvent 
être  aplanies  que  si  les  études  sont  bien  coordonnées. 

Le  conseil  de  d' Alembert  s'adresse  d'ailleurs  à  tous  ceux  qui 
s'occupent  de  mathématiques.  Dans  l'état  actuel  de  l'enseigne- 
ment ils  ne  peuvent  faire  autrement.  Ce  point  de  vue  ressort 
très  nettement  dans  la  réponse  XL VI  du  mathématicien  es- 
pagnol Zœl  G.  de  Galdeano  :  «  Mes  études  universitaires 
une  fois  terminées,  j'écrivis  dans  un  gros  volume  toutes  mes 
pensées  sur  l'enchaînement  des  idées  mathématiques,  la  com- 
paraison des  diverses  méthodes  d'exposition  des  auteurs  que 
je  connaissais,  la  formation  des  concepts  mathématiques  au 
point  de  vue  de  la  logique  et  en  cherchant  la  genèse  des  idées. 
Au  lieu  d'approfondir  des  points  particuliers,  j'ai  cherché  d'ob- 
tenir le  moyen  d'acquérir  de  la  variété  dans  les  connaissances 
avec  ridée  que  leur  enchaînement  produit  souvent  la  connais- 
sance d'autres  vérités.  J'ai  suivi  l'idée  de  d' Alembert  lAc'a/ic^z 
et  la  foi  vous  viendra^  conquérir  les  hauteurs  et  après  appro- 
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foiidir  et  vaincre  des  difficultés  ».  Cette  réponse  désigne  bien 
la  pensée  du  savant  et  la  direction  de  ses  travaux  ;  elle  montre 
clairement  sa  façon  de  suivre  le  conseil  de  d'Alembert.  Il  en 
est  de  même  dans  la  réponse  XXX  du  mathématicien  norvé- 
gien Stôrmer. 

Les  difficultés  qu'on  rencontre  en  étudiant  les  mathémati- 
ques à  cause  de  l'organisation  de  l'enseignement  et  qui  sont 
souvent  au-dessus  des  forces  des  gens  peu  doués,  provoquent 
au  contraire  chez  ceux  qui  ont  du  talent  l'emploi  des  mé- 
thodes artificielles  pour  parvenir  à  comprendre  le  sujet,  et 
pour  s'engager  eux-mêmes  à  faire  des  investigations  person- 
nelles. Mais  il  n'est  guère  possible  de  donner  des  indications 
spéciales  à  cet  égard.  On  en  trouve  cependant  dans  deux  ré- 
ponses. L'une  d'elles  (XXXIX),  appartient  à  un  mathémati- 
cien grec  N.  Hatzidakis.  Il  parle  de  la  première  des  deux 
questions,  c'est-à-dire  de  la  recherche  des  moyens  particu- 
liers de  l'étude.  Il  dit  :  «  Quant  à  la  manière  de  travailler, 
j'ai  trouvé  que  j'apprenais  bien  mieux  en  cherchant  à  expli- 
quer le  sujet  à  un  autre  étudiant  en  mathématique  ». 

La  seconde  réponse  (LVIl)  est  donnée  par  un  mathémati- 
cien des  Etats-Unis,  Edw.  P.  Thompson  :  «  J'ai  suivi  les  étu- 
des des  autres  plutôt  que  de  m'engager  dans  des  recher- 
ches personnelles,  et  cela  à  mon  grand  regret.  Je  conseil- 
lerais aux  étudiants  de  s'initier  de  bonne  heure  aux  recher- 
ches. » 

Voici  maintenant  quelques  réflexions  que  me  suggère 
l'examen  des  réponses  à  la  question  5  *.  On  remarque  tout 
de  suite  qu'il  est  difficile  de  découvrir  chez  les  auteurs  une 
direction  consciente  de  leurs  travaux  après  avoir  achevé 
leurs  études  générales  de  mathématiques.  Ainsi,  dans  la 
réponse  (IX),    qui   appartient  à   un    mathématicien  français 


>  Question  5.  —  Une  fois  les  études  malhématiques  usuelles  (correspondant  par  exemple 
<(u  programme  de  la  licence  mathématique  ou  de  l'agrégation  ou  de  deux  licences)  terminées, 
dans  quel  sens  avez-TOus  cru  devoir  orienter  vos  études  ?  Arvez-vous  d'abord  cherché  à 
acquérir  une  instruction  générale  très  étendue  sur  plusieurs  points  de  la  science  avant  de 
produire  ou  de  publier  quoique  chose  de  sérieux?  Avez-vous  au  contraire  cherché  à  appro< 
fondir  d*abord  un  point  particulier  en  n'étudiant  à  peu  près  que  ce  qui  était  indispensable 
dans  ce  but  ;  et  n'est-ce  qu'ensuite  que  vous  vous  êtes  étendu  peu  à  peu  ?  Et  si  vous  avez 
employé  d'autres  méthodes  ponvez-vous  les  indiquer  sommairement.  Qu'elle  est  celle  que 
vous  préférez  ? 
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(anonyme),  TaïUeur  dit  :  «  Je  n'ai  employé,  de  parti  pris, 
aucune  méthode.  J'ai  seulement  voulu  élucider  renseigne- 
ment que  j'ai  reçu,  et  avoir  la  réponse  aux  questions  non 
résolues.  J'ai  travaillé,  non  pas  pour  savoir  et  me  faire  une 
carrière  plus  brillante,  mais  par  simple  curiosité.  » 

Après  avoir  fini  les  études  fixées  par  les  exigences  offi- 
cielles, en  abordant  les  travaux  qui  ont  pour  but  un  avance- 
ment de  la  science,  les  uns  commencent  par  acquérir  une 
instruction  générale  et  plus  complète  dans  les  mathémati- 
ques, tandis  que  les  autres  suivent,  dès  le  commencement, 
la  voie  étroite  de  la  spécialisation  particulière, 

11  y  a  13  réponses  *  sur  cette  partie  de  la  question  5,  où  les 
auteurs  appartiennent  à  la  première  catégorie,  et  11^  à  la 
seconde.  De  ceux  qui  appartiennent  à  cette  dernière,  il  y  a 
5  cas®  où  les  auteurs  passent  graduellement  de  la  spécialisa- 
tion particulière  à  une  extension  du  domaine  qu'ils  étudient. 
II  arrive  aussi  des  cas  où  l'absence  de  spécialisation  n'est 
qu'apparente  :  c'est  lorsque  le  savant  réunit  la  théorie  à  la 
pratique.  La  réponse  de  M.  Maillet  (LUI)  est  à  peu  près  la 
seule. 

Les  passages  concernant  la  période  qui  a  précédé  le  travail 
créateur  offrent  un  grand  intérêt.  Il  indique  la  voie  de  ce 
travail  et  les  conditions  dans  lesquelles  on  est  pla<;é  quand  il 
se  présente  de  nouvelles  idées. 

D'après  ZiNDLER  (rép.  IV)  et  Jean  de  Vries  (rép.  XXVIl-, 
l'effet  du  travail  préparatoire  commence  lorsque  le  domaine 
d'investigation  change  en  même  temps  que  l'objet.  H  se  pré- 
sente alors  une  tendance  à  faire  des  recherches  variées. 
Chacun  aura  remarqué  les  intéressantes  réponses  de  MM.  E. 
Fabry  (rép.  XXXVIl),  N.  Hadzidakis  (rép.  XXXIX),  Amodeh 
(rép.  XLII),  et  Lergh  (rép.  XXXII),  qui  parlent  d'une  façon 
détaillée  des  études  mathématiques. 

Pour  découvrir  et  pénétrer  dans  un  champ  de  recherches, 
M.  ZiNDLER  retourne  à  Vitude  des  branches  qu'il  n'avait  pas 
encore  eu  l'occasion  d'approfondir.  M.  Jean  de  Vries  tùche 


»  Rép.  IV,  v,  xvni,  xxn,  xxx,  xxxv,  xlvi,  l,  lvih,  lxvi,  lxix,  lxx,  lxxf. 

«  Rép.  VI,  XVII,  XXIII,  XXVI,  xxxv,  XLI,XLV.  XLIX,  LXVIII,  LXXII  et  LXXVIL 
•  Rép.  VI,  XVII  XVVI,  LXXII  et  LXXVII. 


Digitized  by 


Google 


ENQUÊTE  SUR   LA   MÉTHODE  DE   TRAVAIL  141 

(l'abord  de  ^'orienter  dans  le  nouveau  domaine  et  après  seu- 
lement il  crée,  et  il  réussit. 

G.  de  LoNGCHAMPs  (rép.  LXXV)  guide  tout  à  fait  autrement 
la  préparation  aux  investigations.  Il  dit  :  «  A  l'exception  de  la 
surface  de  Steiner  que  j'avais  étudiée  à  fond  parce  que 
j'avais  l'idée  d'en  faire  le  sujet  d'une  thèse  de  doctorat,  je 
n'ai  jamais  cru  utile  de  faire  des  études  à  priori  sur  un 
sujet  adopté.  Je  crois  qu'il  est  préférable  de  chercher  une 
voie,  et  une  fois  engagé,  de  se  documenter  sur  une  idée 
originale  et  susceptible  d'être  poursuivie  avec  les  éléments 
nouveaux  obtenus.  » 

BoLTZMANN  (rép.  XXI)  donne  des  renseignements  plus  pré- 
cis sur  la  manière  de  guider  les  travaux  de  recherches  ;  il 
dit  :  «  Je  considérais  toujours  d'abord  des  cas  plus  particu- 
liers et  afin  de  bien  faire  comprendre  la  véritable  signifi- 
cation d'un  théorème,  et  ce  ne  fut  qu'ensuite  que  je  cher- 
chais la  démonstration  générale.  » 

MM.  de  LoNGCHAMPs  (rép.  LXXV)  et  F.-J.  Vaes  (rép.  LXXXI) 
donnent  quelques  indications  sur  les  circonstances  extérieu- 
res et  accessoires  pendant  lesquelles  il  arrive  des  idées  sur 
im  sujet  nouveau  et  sur  sa  solution,  par  exemple  au  cours 
d'une  promenade,  ou  pendant  les  insomnies.  Nous  renvoyons 
le  lecteur  à  leurs  réponses.  Une  seule  réponse  (LXXVIII) 
examine  la  manière  d'envisager  les  résultats  finaux  des  tra- 
vaux personnels.  Cette  réponse  est  très  instriu^tive.  On  en 
conclut  que  quelques  mathématiciens  confondent  avec  le 
temps  ce  qu'ils  ont  étudié  et  ce  qu'ils  ont  créé  eux-mêmes. 
Cela  provient  peut-être  de  la  nature  de  l'esprit  humain  qui 
veut  suivre  la  voie  naturelle  des  découvertes  et,  inconsciem- 
ment, il  a  la  tendance  de  croire  que  tout  ce  qu'il  a  étudié  il  le 
<loit  à  des  découvertes  personnelles.  L'auteur  (LXXVIII) 
dit  :  «  Je  confonds  facilement  au  bout  de  peu  de  temps  ce 
que  j'ai  écrit  avec  ce  que  j'apprends  chez  les  autres,  pourvu, 
bien  entendu,  qu'il  ne  s'agisse  pas  de  théorèmes  fondamen- 
taux et  de  résultats  absolument  nouveaux.  Si  l'on  me  posait 
des  questions  sur  les  recherches  que  j'ai  publiées,  je  devrais 
d'abord  me  préparer  comme  pour  une  chose  étudiée  depuis 
longtemps.  » 
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Le  stéréoscope  et  ses  applications  scientifiques*. 

14.  —  Dos  Stereoskop^^  knleiVxiïïg  ziir  selbstândigen  Herstelluni^ 
eines  Stereoskops,  mit  Modellbogen,  von  M.  Mittag.  —  Ce  petit 
ouvrage  est  destiné  à  la  jeunesse.  Il  permet  à  un  jeune  garçon  de 
construire  lui-même  son  stéréoscope  et  de  se  familiariser  ainsi 
avec  les  principes  de  cet  appareil  tout  en  jouant.  Par  un  exposé 
très  clair,  accompagné  d'utiles  comparaisons,  Fauteur  a  su  se 
mettre  à  la  portée  de  Tenfant.  Son  petit  opuscule  constitue  un 
excellent  ouvrage  d'initiation. 

15.  —  Das  Stereoskop^  iind  seine  ArnK'endungeny  von  Prof. 
Th.  Hartwk;.  —  Lorsque  nous  avons  entrepris  cette  série  de 
petites  notes  destinées  à  rappeler  les  avantages  que  présente  le 
stéréoscope  dans  renseignement  scientifique  et  à  faire  connaître 
le  matériel  dont  on  dispose,  nous  cherchions  en  vain  une  mono- 
graphie à  signaler  à  nos  lecteurs  dans  laquelle  ils  trouveraient  les 
principes  et  les  applications  modernes  de  cet  appareil.  Un  tel  ou- 
vrage vient  de  paraître  et  nous  nous  empressons  de  le  mentionner  à 
cette  place.  Auteur  d'une  remarquable  collection  de  planches  sté- 
réographiques  pour  la  cristallographie  (voir  la  note  11,  p.  477, 
UEns.  math,,  1906),  M.  Hartwig  semblait  tout  particulièrement  dé- 
signé pour  écrire  cette  utile  monographie.  Le  volume  comprend 
sept  parties,  dont  voici  les  titres:  I.  La  chambre  photographique 
et  l'œil  humain.  —  11.  La  vision  monoculaire  elle  vérant.  —  IIl.  La 
vision  binoculaire  et  le  stéréoscope.  —  IV.  Stéréogrammes  et 
effets  stéréoscopiques.  —  V.  Les  téléstéréoscopes  et  la  photogra- 
phie à  grande  distance.  —  VI.  Le  microstéréoscope.  —  VIL  Le 
stéréocomparateur. 

L'ouvrage  est  accompagné  de  19  stéréogrammes  fort  bien  choisis 
et  très  variés;  ils  forment  un  excellent  matériel  de  démonstration. 
Au  moment  où  l'emploi  du  stéréoscope  pénètre  dans  les  sciences 


^  Ces  notes  font  suite  aux  articles  sur  les  vues  stéréoscopiques  pour  l'enseignement  de  la  fieo" 
métrie.  '-  Voir  VEtiseign.  mathém.,  8*  année,  1906,  n«  5,  p.  385-390  ;  n«  C,  p.  4^75-478  :  9«  année, 
n*  1,  p.  61-63. 

*  Librairie  O.  Maier,  Ravensbourg  ;  1  fasc.  de  16  p.  avec  de  nombreuses  figures.  —  n*  5  de 
la  Collection  Spiel  u.  Arbeit. 

'  Librairie  Teubner,  Leipzig  ;  1  vol.  70  p.  avec  40  fig.  et  19  vues  stéréoscopiques  :  1  Mk.  2.>  ; 
de  la  Collection  Aus  Natur  u.  Geisteswelt. 
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les  plus  diverses,  depuis  la  minéralogie  jusqu'à  la  mesure  des 
distances  astronomiques,  ce  petit  volume  est  appelé  à  rendre  de 
grands  services  dans  les  établissements  secondaires  supérieurs  et 
dans  les  laboratoires. 

16.  — Le  stéréoscope  Zeiss^,  —  Les  progrès  de  la  stéréoscopie 
devaient  nécessairement  dépendre  en  première  ligne  des  perfec- 
tionnements apportés  aux  instruments.  Pour  Tusage  courant,  dans 
les  familles  et  en  classe,  la  boite  stéréoscopique  de  Brewster  et  le 
stéréoscope  à  main  resteront  toujours  d'un  emploi  très  répandu. 
Les  améliorations  ont  porté  principalement  sur  le  stéréoscope  de 
laboratoire  et  sur  son  adaptation  à  divers  instruments  de  préci- 


\A  ••"  HU»GEH,  JEn*  - 


sion  ;  elles  sont  dues,  en  grande  partie,  aux  efforts  d*une  maison 
bien  connue  pour  tout  ce  qui  touche  aux  instruments  d'optique,  la 
Maison  Zeiss  à  léna. 

Nous  signalerons  ici  son  stéréoscope  non\>eau  pour  épreuves 
stéréoscopiques  du  format  ordinaire  ;  il  présente  sur  l'appareil  à 
main  du  modèle  courant  l'avantage  de  permettre  d'examiner  les 
images  dans  de  meilleures  conditions.  L'appareil  est  muni  de  deux 
réglages,  l'un  K  pour  modifier,  suivant  la  vue  de  l'observateur,  la 
distance  entre  les  lentilles  oculaires  et  les  épreuves,  l'autre  W  pour 
adapter  l'écartement  des  oculaires  à  l'écartement  des  yeux  et  à  la 
distance  entre  les  points  correspondants  des  deux  images.  Il  peut 


^- Siëréoseope  avec  oculaires  simples  de   15  oui.  de  Toyer.  40  Mnrks  :  avec  oculair^n  de   10 
cm..  46  Marks, 
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(Hrc  employé  nidirTéremment  pour  des  vues  sur  papier  ou  pour 
des  positifs  sur  verre  ^ 

Nous  avons  eu  Toecasion  de  constater  que  la  vision  stërëoscopi- 
que  varie  souvent  beaucoup  avec  les  élèves.  Le  stéréoscope  nou- 
veau permet,  mieux  que  le  modèle  courant,  d'apprécier  les  diffé- 
rences d'un  observateur  à  Tautre.  Il  sutlit  d'examiner  le  tableau- 
èprem>e  imaginé  par  M.  C.  Pllfkich*.  Ce  tableau  contient  une 
série  de  figures  géométriques  complètement  dépourvues  de  tout 
faux  effet  stéréoscopique  ;  ainsi  elles  ne  présentent  pas  trace  de 
perspective.  Grâce  à  cet  artifice,  celui-là  seul  qui  est  capable  de  voir 
stéréoscopiquement,  peut  saisir  la  véritable  disposition  des  figures 
dans  l'espace.  Le  tableau  peut  donc  être  utilisé  pour  un  contrôle 
qualitatif  et  quantitatif  de  la  vision  stéréoscopique,  mais  il  peut 


aussi  servir  à  exercer  la  vision  binoculaire  et  à  développer  la  per- 
ception de  la  profondeur. 

Ce  nouveau  stéréoscope  permet  aussi  d'initier  les  étudiants  à  la 
méthode  des  mesures  stéréoscopiques  et  d'étudier  le  principe  et 
les  avantages  de  cette  méthode  en  la  comparant  aux  procédés 
monoculaires.  Dans  ce  ]>ut  on  fait  usage  du  stcrèo^micromètre 
celui-ci  se  compose  d'un  cadre  rectangulaire  (fig.  2),  que  l'on 
place  sur  l'image  ([ui  se  trouve  sur  la  platine  du  stéréoscope. 
1/appareil  micrométrique  est  adapté  à  la  partie  supérieure  du 
cadre.  Lorsqu'il  s'agit  d'obtenir  des  mesures  d'une  grande  préci- 


^  Parmi  les  plaqiiOH  éditcns  par  la  maison  Zeiss,  signalons  le  tableau  ôpreiive  pour  adultes  ; 
la  vue  portant  une  écbello  dos  distances,  les  corps  g<'>om('' triques,  la  lune,  etc. 

•  \.  Zeitsch.  f.  Instramrntenkunde.  XXÏ,  p.  249,  1901.  —  Consulter  aussi  l'ouvrajç»'  de  M. 
Hartwio  on  trouvera,  ontro  autres,  une  ocholle  des  distances  parmi  les  stéréof^nimmcs  |>lact*8 
à  la  fin  du  volume. 
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sîoii  on  remplace  le  stéréoscope  par  un  stéréomicroscope  ;  l'en- 
semble porte  alors  le  nom  de  stèréomètre^. 

17.  —  Les  applications  de  la  Stérèoscopie  en  Topographie  et  en 
Astronomie,  —  L'étude  des  mesures  stéréoscopiques  et  de  leurs 
applications  a  donné  lieu  à  d'intéressantes  recherches*  concer- 
nant l'évaluation  des  distances  d'après  des  photographies.  Ces 
mesures  sont  obtenues  d'une  manière  très  exacte  au  moyen  du 
stéréo-comparateur  imaginé  par  M.  Pulfrich  et  construit  par  la 
Maison  Zeiss.  On  obtient  cet  appareil  en  remplaçant  le  stéréoscope 
ordinaire  par  un  microscope  binoculaire  ;  les  mesures  peuvent 
alors  être  faites  avec  une  grande  exactitude.  On  comprend  aisé- 
ment qu'en  Topographie  et  en  Astronomie,  comme  encore  dans 
d'autres  branches,  on  se  soit  immédiatement  emparé  de  cette 
sorte  de  télémètre  perfectionné  ;  il  suffit  d'avoir  des  vues  fournies 
soit  par  le  photo-théodolite,  soit  parla  photographie  stéréoscopi- 
que.  Nous  donnerons  une  idée  suflisante  de  la  grande  portée  de 
ces  méthodes  en  indiquant  ici  quelques-uns  des  problèmes  qu'elles 
permettent  de  résoudre  : 

En  Topographie.  Tracé  de  plans  topographiques  très  exacts  ; 
construction  des  courbes  de  niveau,  des  profils,  etc.  ;  lever  des 
côtes  à  partir  d'un  navire  au  moyen  d'épreuves  téléstéréoscopi- 
ques  ;  etc. 

En  Astronomie,  Mesure  des  parallaxes  sensibles  des  étoiles  et 
(les  nébuleuses  ;  étude  des  taches  solaires  et  des  mouvements  qui 
se  produisent  sur  le  soleil  ;  mesure  de  l'altitude  des  montagnes  de 
la  lune  ;  étude  de  la  libratîon  de  la  lune  ;  etc. 

En  Météorologie  et  en  Géologie.  Mesure  de  l'altitude  des  nuages, 
des  aurores  boréales,  des  étoiles  filantes  ;  études  géologiques  dans 
les  hautes  montagnes  ;  étude  des  mouvements  des  glaciers. 

Antres  applications.  Mesure  anthropométrique  de  crânes  ;  déter- 
mination des  dimensions  d'œuvres  d'arts,  d'objets  divers,  d'ani- 
maux vivants,  etc. 

Ces  quelques  notes  destinées  à  signaler  les  applications  didac- 
tiques et  scientifiques  du  stéréoscope  donnent  un  aperçu,  bien 
incomplet  il  est  vrai,  du  chemin  parcouru  depuis  l'appareil  de 
Brewster  (Londres,  185())  jusqu'aux  remarquables  instruments  de 
précision  que  l'on  trouve  sous  les  noms  de  stéréomètres  ou  de 
stéréocomparateurs.  Sans  perdre  de  vue  son  but  primitif,  la  sté- 
rèoscopie a  considérablement  augmenté  le  nombre  de  ses  pro- 


*  Pour  la  description  complète  et  les  prix  voir  les  catalogues  de  la  maison  Zeiss. 

■  Voir  notamment  les  articles  de  M.  Pulfrich  dans  1»  Zeitschr.  f.  Imtrumtnttnkundt  «depuis 
t!i01.  Voir  aussi  Laussbdat,  De  l'emploi  du  stéréoscope  en  topographie  et  en  astronomie,  C. 
h.  t.  Wk.  p.  22-2&,  1903  ;  la  stérèoscopie  appliquée  à  la  construction  des  plans,  dans  le  t.  Il  do 
ses  •  recherches  sur  les  instruments  topographiques  ■*,  1903,  p.  209-280. 


Digitized  by 


Google 


n 


146  CHRONIQUE 

blêmes  en  cherchant  toujours  à  tirer  parti  des  progrès  de  la 
science  et  de  Toutillage  scientifique,  il  y  a  là  un  bel  exemple  de 
ce  que  peut  fournir  une  collaboration  étroite  entre  les  savants  et 
leurs  précieux  auxiliaires  les  constructeuis.  H.   Fehr. 


CHRONIQUE 


IV*  Congrès  International  des  Mathématiciens. 
Rome  6-11  avril  1908. 

Le  Comité  d'organisation  du  4"  Congrès  International  des  Ma- 
thématiciens vient  dç  lancer  sa  première  circulaire.  Le  Congrès 
aura  lieu  à  Home,  du  t)  au  li  as^ril  iitOH. 

On  sait  que  les  Congrès  précédents  ont  été  tenus  à  Zurich  ^1897  . 
à  Paris  (1900),  à  Meidelberg  (1ÎK)4).  C'est  précisément  pendant 
cette  dernière  réunion  que  Rome  fut  choisie  comme  siège  du 
Congrès  suivant  ;  la  proposition  fut  accueillie  par  acclamation,  car 
chacun  voyait  là  une  occasion  pour  rendre  hommage  à  la  part 
importante  que  prennent  les  mathématiciens  italiens  au  mouve- 
ment scientifique  contemporain. 

En  s'inspirant  du  but  pour  lequel  ces  Congrès  internationaux 
ont  été  particulièrement  institués,  le  Comité  a  pensé  qu'il  serait 
utile  de  jeter  un  regard  sur  les  principaux  résultats  obtenus  jus- 
(ju'ici,  et  sur  les  grands  problèmes  qui  attirent  encore  Tattention 
des  mathématiciens.  Dans  ce  but,  il  organisera  une  série  de  confé- 
rences qui  pourront  donner  une  idée  de  Tétat  actuel  des  princi- 
pales branches  des  Mathématiques  et  de  leurs  applications.  Le 
Comité  s'est  déjà  assuré  le  concours  de  MM.  G.  Dakboix,  A.  R. 

KOHSYTH,     D.      IIlLBERT,     F.     KlEIN,     IL     A.      LoRENTZ,     G.     MlTTAfJ- 

Lbkflbr,  s.  Xewcomb,  E.  Picard,  IL  Poincaré,  qui  ont  consenti  à 
faire  dans  les  séances  plénières  des  conférences  sur  des  thèmes 
qui  seront  indiqués  par  la  suite. 

11  est  décidé,  dès  maintenant,  que  le  Congrès  sera  divisé  en 
(|uatre  sections  : 

1.  Arithmétique,  Algèbre,  Analyse.  —  IL  Géométrie.  —  III.  Méca- 
nique, Physique  mathématique.  Mathématiques  appliquées.  — 
IV.  Questions  philosophiques,  historiques  et  didactiques. 
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Une  autre  circulaire  viendra  préciser  le  programme  du  Congrès 
et  indiquer  les  réceptions  offertes  aux  savants  qui  voudront  bien  y 
prendre  part. 

Le  Comité  d'organisation  est  composé  comme  suit  : 

P.  Blasbrna^  président;  G.  Castelnuovo,  secrétaire  général; 
V.  Reina,  trésorier;  V.  Cbrruti  ;  A.  Di  Legcb  ;  G.  Pittarblli  ; 
A.  Sella;  A.  Tonelli  ;  V.  Volterra. 

Pour  tous  les  renseignements  se  rapportant  au  Congrès,  s'adres- 
ser au  Secrétaire  général  du  Comité  d'organisation  :  M.  le  Prof. 
G.  Castelnuovo,  5,  Piazza  S.Pietro  in  Vincoli,  Rome  (Italie). 

Association  scientifique  internationale  espérantiste  ; 
création  d'un  Bureau  permanent. 

Dans  une  réunion  tenue,  le  31  août  dernier,  à  Genève,  à  l'occa- 
sion du  2*'  Congrès  universel  de  l'Espéranto,  un  certain  nombre 
d^hommes  de  science,  membres  de  ce  Congrès,  ont  exprimé  leur 
intention  de  créer  une  Association  scientifique  espérantiste  réunis- 
sant les  savants  et  les  amis  des  sciences  de  tous  les  pays  qui, 
convaincus  de  l'utilité  de  la  langue  auxiliaire  internationale  «  Espé- 
ranto »  pour  la  diffusion  des  sciences,  seraient  disposés  à  chercher 
à  en  propager,  le  plus  rapidement  possible,  l'emploi  dans  le 
monde  scientifique  et  notamment  à  en  introduire  l'usage  dans  les 
Congrès  internationaux,  à  côté  des  langues  nationales  multiples 
qui  sont  aujourd'hui  acceptées  pour  les  communications  faites 
dans  ces  Congrès. 

Pour  faciliter  la  réalisation  de  ce  programme,  M.  René  de 
Sai:ssure,  Privat-docent  à  l'Université  de  Genève,  vient  de  consti- 
tuer dans  cette  dernière  ville  un  Bureau  permanent^  qu'il  met  à  la 
disposition  de  l'Association. 

Il  compte  apporter  le  concours  de  ce  Bureau,  tant  à  la  rédaction 
des  Revues  *  scientifiques  espérantistes  qu'à  l'œuvre,  déjà  entre- 
prise par  ces  Revues,  de  la  préparation  des  vocabulaires  techni- 
ques de  la  langue  Espéranto,  et,  à  cet  effet,  il  s'est  assuré  la  colla- 
boration d'un  grand  nombre  de  savants. 

Après  avoir  obtenu,  à  ce  sujet,  l'assentiment  du  D*"  Zamenhof, 
auteur  de  la  langue  Espéranto,  ainsi  que  celui  de  M.  Boirac,  pré- 
sident du  Comité  linguistique  (espérantiste  i,  le  Comité  de  l'Asso- 
ciation, composé  de  M.  H.  Sebert,  Membre  de  l'Institut  de  France, 
et  de  M.  C.  Bourlet,  Professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et 
Métiers  de  Paris,  a  accepté  avec  empressement  la  proposition  de 
M.  de  Saussure. 


>  A  la  Boite  d'un  arrangement  spécial  avec  le  coinitô  de  rédaction  de  Vlnternacia  Scunca 
RevÈto,  cette  importante  revue,  publiée  jusqu'ici  à  Paris  et  rédigée  entièrement  en  Espé- 
ranto, paraîtra  désormais  à  Genove  mensuellement  et  sera  Torgane  officiel  du  Bureau. 
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Le  Bureau  permanent  portera  le  nom  de  Bureau  scientifique 
in ternatioha l  espérantiste , 

L'une  (le  ses  premières  missions  consiste  à  recueillir  de  nou- 
velles adhésions  à  la  Déclaration  signée  par  les  membres  de  la 
réunion  de  Genève,  et  à  préparer  l'organisation  définitive  de  l'As- 
sociatioii  scientifique  espérantiste. 

Nous  pensons  que  l'Association  devra  comprendre  non  seule- 
ment les  personnes  qui  s'occupent  des  Sciences  pures,  mais  aussi 
celles  qui  s'occupent  des  applications  de  la  science  aux  Arts  et  à 
rindustrie,  ainsi  que  celles  qui  portent  intérêt  à  la  Science,  dans 
son  acception  la  plus  générale. 

Pour  les  adhésions  et  les  renseignements,  s'adresser  au  Bureau 
scientifique  international  espérantiste^  8,  rueBovy-Lysberg,  Genève. 


Un  journal  mathématique  en  espéranto. 

Au  moment  où  le  vocabulaire  scientifique  en  espéranto  est 
encore  en  voie  de  formation,  le  Bureau  scientifique  fondé  par 
M.  de  Sai  ssuRE  est  appelé  à  rendre  de  grands  services  aux  publi- 
cations et  revues  spéciales  qui  ne  tarderont  pas  à  éclore  de  divers 
côtés.  Ce  sera  précisément  le  cas  de  la  (razeto  Matematika  ïnter- 
nacia  qui  va  se  fonder  à  Rotterdam,  sur  l'initiative  de  M.  F.-J. 
Vaes.  Les  mathématiques  possèdent  déjà  un  /7roye/ de  vocabulaire, 
le  Matematika  TerminaroK  de  M.  BnicAno  ;  elles  auront  donc  un 
périodique  en  espéranto.  Nous  en  rendrons  compte  dès  que  nous 
aurons  reçu  les  premiers  fascicules.  Souhaitons,  pour  le  moment, 
que  cette  tentative  soit  bien  accueillie  des  mathématiciens  espé- 
ranlistes  et  qu'elle  ne  tarde  pas  à  en  augmenter  le  nombre. 

Les  adhésions  et  les  articles  sont  reçus,  dès  ce  jour,  par 
M.  F.-J.  Vaes,  Mathenesserlaan,  200,  Rotterdam.  IL  F. 


Association  allemande  pour  Tavancement  de  renseignement 
des  sciences  mathématiques  et  naturelles. 

La  W  réunion  de  cette  Association  (  Verein  zur  Fôrderung 
des  Unterrivhts  in  der  Matheniatik  und  den  Natunvissenschaflen) 
aura  lieu  à  Dresde  du  21  au  24  mai.  L'ordre  du  jour  comprend, 
entre  autres,  deux  rapports  qui  seront  suivis  de  discussions,  l'un 
de  M.  Kratse,  sur  le  rôle  des  écoles  techniques  supérieures  dans 
la  formation  des  maîtres  de  mathématiques  et  de  physique  ;  l'autre, 
de  M.  Rkixuardt,  sur  les  vœux  exprimés  par  les  maîtres  au  sujet 


'  V.  dans  VEns.  math.,  nov.  1906,  p.  'i9'i-495,  l'analyse  qu'en  donne  M.  do  Saiissnn*. 
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(le  renseignement  supérieur  destiné  aux  cundidats  à  renseigne- 
ment. 
Nous  comptons  pouvoir  donner  un  aperçu  de  ces  travaux. 


Association  italienne  pour  Tavancement  des  sciences. 

Le  Congrès  dfes  naturalistes  italiens,  tenu  à  Milan  en  septembre 
1906,  a  décidé  de  faire  un  appel  à  tous  les  savants  italiens  en 
faveur  de  la  fondation  d'une  Association  permettant  de  grouper 
toutes  les  sciences.  Bien  qu'il  y  ait  déjà  eu  plusieurs  Congrès 
scientifiques  dont  le  premier  remonte  à  Tannée  1839(Pisei,  Tltalie 
manquait  d'une  Association  ouverte  à  toutes  les  branches  scienti- 
fiques et  possédant  une  organisation  analogue  à  celle  des  Associa- 
tions pour  Tavancement  des  sciences.  De  pareilles  Sociétés  exis- 
tent en  Suisse  depuis  1815,  en  Allemagne  depuis  1822,  en  Angle- 
terre depuis  1831,  aux  Etats-Unis  depuis  1853,  en  France  depuis 
18(>4  ;  rÀustralie  et  l'Afrique  du  Sud  ont  également  créé  des  grou- 
pements analogues. 

La  circulaire  qui  vient  d'être  lancée  à  tous  les  savants  de  ritalic 
rappelle  ces  dates  et  insiste,  à  juste  titre,  sur  les  services  que  peut 
rendre  la  Società  Italiana  per  il  progressa  délie  Scienze.  Elle 
annonce  que  le  premier  Congrès  aura  lieu  à  Parme  en  septembre 
iîK)7.  Le  Comité,  tel  qu'il  a  été  constitué  au  mois  de  septembre  der- 
nier à  Milan,  est  composé  comme  suit  : 

Etïore  Artixi.  —  Deputato  Pietro  Cardani.  —  Giov.  Celoria. 
—  Artiro  IssEL.  —  Fr.  Sav.  Monticelli.  —  Senatore  Emaxuétle 

PaTBRNO.   —  ROMUALDO    PiROTTA.  GlT.LlELMO    RoMITI.  AlFOXSO 

Sella.  —  Senatore  Vito  Voltbrra. 

Les  adhésions  et  communications  sont  reçues  à  l'adresse  du 
(Comité,  23,  Via  del  Collegio  Romano,  Rome. 


Faculté  des  Sciences  de  Paris. 

Thèses  soutenues  en  1006  en  vue  du  doctorat  es  sciences  mathé- 
matiques : 

Doctorat  d*Elat,  —  Carrcs  :  Familles  de  surfaces  à  trajectoires 
orthogonales.  —  Frbchbt  ;  Sur  quelques  points  du  Calcul  fonc- 
•tionnel.  —  Lattes  :  Sur  les  équations  fonctionnelles.  —  P'ayet  : 
Recherches  concernant  les  excentricités  des  comètes.  —  Saint- 
Blancat  :  Action  d'une  masse  intramercurielle  sur  la  longitude  de 
la  lune. 

Doctorat  d' Université,  —  Remouxdos  :  Sur  les  zéros  d'une  classe 
de  fonctions  transcendantes. 
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L'Exposition  mathématique  de  rUniversité  Columbia 
de  New-York. 

Le  Teachers  Collège^  de  TUniversité  de  Columbia  vient  d'orga- 
niser une  Exposition  mathématique  permanente  comprenant  tout 
le  matériel  utile  à  l'enseignement,  depuis  Técole  frœbelienne  jus- 
qu'aux cours  les  plus  élevés  des  sciences  mathématiques.  Cette 
exposition,  qui  est  extrêmement  variée,  comprend  une  série  de 
sections.  Nous  n'en  pouvons  donner  une  description  détaillée.  H 
suffira  à  mettre  en  lumière  le  caractère  même  de  cette  heureuse 
initiative  qui,  espérons-le,  trouvera  des  imitateurs  dans  d'autres 
établissements. 

Mentionnons  tout  d'abord  la  collection  des  instruments  et  des 
appareils  mathématiques  destinés  aux  divers  degrés  des  établis- 
sements élémentaires  et  supérieurs.  Il  a  été  largement  tenu 
compte  du  côté  historique  et  de  l'intérêt  que  présentent  certains 
instruments  astronomiques  tels  que  l'astrolabe  et  le  sextant.  A  si- 
gnaler aussi  d'anciens  globes  terrestres. 

On  y  trouve  encore  une  belle  collection  de  mécanismes  anciens 
concernant  le  calcul  mécanique,  entr'autres  les  essais  faits  par  les 
Chinois  et  les  Japonais. 

L'Exposition  renferme  une  belle  série  de  portraits  de  mathéma- 
ticiens; faute  de  place,  elle  a  dû  faire  un  choix  de  40  portraits 
parmi  les  2,000  réunis  par  M.  Dav.-Eug.  David  au  cours  de  ses 
voyages  en  Europe.  On  sait  qu'il  a  entrepris  la  publication  d'un 
choix  de  portraits;  les  deux  portefeuilles  parus  ont  été  signalés 
dans  VEns.  math. 

Puis  viennent  les  médailles  de  mathématiciens,  les  autographes, 
des  manuscrits  rares,  des  ouvrages  annotés  par  les  auteurs,  et  une 
très  belle  série  d'ouvrages  anciens  présentant  un  grand  intérêt 
historique. 

Four  un  grand  nombre  d'objets  exposés  il  sera  tiré  des  clichés 
destinés  aux  leçons  accompagnées  de  projections. 

On  ne  peut  que  féliciter  vivement  les  organisateurs  de  cette 
utile  exposition,  et  tout  particulièrement  son  fondateur  et  direc- 
teur M.  le  Prof.  Dav.-Eug.  Smith. 

Association  des  naturalistes  et  médecins  allemands. 

La  prochaine  réunion  annuelle  aura  lieu  à  Dresde^  du  15  au 
22  septembre  1907.  La  Section  des  Sciences  Mathématiques  sera 


*  VEnseign.  math,  a  publié  un  aperçu  de  l'organisation  des  études.  (V.  n»  de  juillet.  1904, 
p.  313-316.) 
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présidée  par  M.  le  Professeur  Krause  (Dresde).  A  roccasion  de 
cette  réunioR  il  sera  organisé  une  Exposition  d'instruments  et 
d'appareils  scientifiques. 


Réunion  des  philologues  et  professeurs  allemands. 

La  49*^  réunion  aura  lieu  à  Baie,  du  23  au  27  septembre  1907, 
sous  la  présidence  de  MM.  Mîjnzer  et  Schalblin,  professeurs  à 
Baie.  Au  nombre  des  onze  Sections  figure  une  Section  des  Sciences 
mathématiques  et  naturelles  ;  elle  sera  présidée  par  deux  profes- 
seurs bàlois,  MM.  BuRKHARDT  et  Veillon. 

Ce  Congrès  se  tiendra  à  Baie,  de  manière  à  provoquer  un  échange 
de  vue  entre  les  professeurs  allemands  et  leurs  collègues  suisses. 
ï,a  Société  suisse  des  professeurs  de  Gymnase,  qui  tient  habitu- 
ellement ses  séances  en  octobre,  vient  de  renoncer  à  sa  réunion 
annuelle,  afin  de  permettre  à  ses  membres  de  participer  au  Con- 
grès de  Bàle  ;  tandis  •que  l'Association  suisse  des  professeurs  de 
mathématiques  tiendra  précisément  son  assemblée  annuelle  à  Bàle, 
à  l'occasion  de  ce  Congrès. 


II*  centenaire  d*Euler. 

Dans  les  séances  dont  il  vient  d'être  question,  on  ne  manquera 
pas  de  rappeler  le  nom  de  l'illustre  bàlois  Léonard  Euleh,  qui  fut 
non  seulement  le  plus  grand  savant  de  son  siècle,  mais  qui  compte 
parmi  les  plus  grands  penseurs  de  tous  les  temps. 

La  Société  mathématique  de  Berlin  se  propose  de  célébrer  le 
200''  anniversaire  de  la  naissance  d'Euler,  en  une  séance  solen- 
nelle, qui  aura  lieu  le  15  avril  (jour  de  la  naissance),  sous  la  prési- 
dence de  M.  ScHAFHEiTLiN.  Ou  Sait  quc  le  savant  bâlois  resta  à 
Berlin  de  1741  à  1766.  MM.  Valentin,  Kneser  et  Kôtter  parleront 
du  savant,  de  son  séjour  à  Berlin  et  de  ses  travaux  dans  les  divers 
domaines  scientifiques. 

On  remarquera,  d'autre  part,  dans  les  programmes  des  cours 
de  l'Université  de  Berlin,  que  M.  Knoblauch  consacre  précisément 
l'un  de  ses  cours  à  l'œuvre  de  Léonard  Kuler  et  à  son  influence 
sur  les  mathématiques  modernes. 

Nominations  et  Distinctions. 

M.  S.  Epsteen  est  nommé  professeur  extraord.  à  l'Université  de 
Colorado. 

M.  E.  GrossmaniN  est  admis  en  qualité  de  privat-docent  pour 
l'Astronomie  à  l'Université  de  Munich. 
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M.  C).-\V.  Jo\Es,  professeur  de  Mathématiques  à  la  (^oriiell- 
L'niversité,  prend  sa  retraite  après  30  ans  de  fonctions^. 

M.  XiELSEx  est  nommé  professeur  extraord.  à  TLiiiversité  de 
(Copenhague. 

M.  Krnest  I^ebon  Paris  a  obtenu  une  Médaille  d'or  à  TExposi- 
tîon  internationale  de  Milan  pour  l'ensemble  de  ses  publications 
scientifiques. 

M.  R.  Mlller,  professeur  à  FFlcole  technique  sup.  de  Braun- 
st-hvveig,  est  nommé  professeur  ord.  de  Géométrie  descriptive  à 
l'Kcole  techn.  sup.  de  Dresde. 

M.  \,  Oppolzer,  professeur  extraord.,  est  nommé  professeur 
ord.  à  rUniversité  d'Innsbruck. 

M.  (C.-K.  RussjAN,  professeur  à  TEcole  techn.  sup.  de  Lember*;, 
est  nommé  professeur  de  Mathématiques  pures  à  TUniversité  de 
Charkow. 

Nécrologie. 

M.  K.  JuKGENs,  professeur  à  l'Ecole  techn.  sup.  d'Aix-la-Chapelle, 
est  décédé  le  5  janvier  1907,  à  l'âge  de  56  ans. 

M,  A.  OuDEMAxs,  professeur  d'Astronomie  à  l'Université 
dUtrecht,  est  décédé  le  13  décembre  11)06,  dans  sa  78'"  année. 

M.  A.  SrcHARDA,  professeur  émérite  de  l'Ecole  techn.  sup.  de 
Brunn,  est  décédé  le  20  février  1907,  à  Tiige  de  52  ans. 

M.  Joseph  Lyon.  —  Nous  enregistrons  avec  regret  la  mort  de 
M.  J.  Lvox,  survenue  à  Genève  le  26  janvier  1907,  à  la  suite  d'un 
ai'cident  de  tramway.  D'origine  russe,  M.  Lyon  termina  ses  études 
à  Paris  par  une  thèse  de  géométrie  supérieure,  en  1890.  Cette 
même  année  il  vint  se  fixer  à  Genève  et  professa  à  l'Université  en 
qualité  de  privat-docent.  Il  n'était  âgé  que  de  49  ans.  11.  F. 


Notice  sur  le  Colonel  Mannheim. 

Nous  avons  déjà  consacré  quelques  lignes  au  Colonel  Mannheim 
en  annonçant  sa  mort  dans  notre  numéro  de  janvier. 

Dans  un  des  prochains  numéros,  nous  publierons  une  Notice 
sur  la  vie  et  les  travaux  du  savant  géomètre.  La  Rédaction. 
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Cours  universitaires. 

Semestre  d'été  1907. 

Note  de  la  Rédaction.  —  Afin  d'éviter  tout  retard  dans  la  publication 
des  programmes,  qui  nous  parviennent  souvent  très  tardivement,  nous  prions 
nos  collègues  des  universités  et  écoles  techniques  supérieures  d'insister 
auprès  de  leur  secrétariat  pour  l'envoi  rapide  des  listes  de  cours.  A^ous 
voudrions  pouvoir  les  publier  en  mars,  pour  le  semestre  d'été,  et  en  sep- 
tembre pour  le  semestre  d'hiver.  Prière  d'adresser  les  envois,  si  possible 
avant  le  i*'  mars  et  le  i®"^  septembre,  à  M.  H.  Fehr,  Professeur  à  l'Uni- 
versité de  Genève. 

Nous  saisissons  cette  occasion  pour  remercier  ceux  des  professeurs  qui 
veulent  bien  nous  faciliter  la  publication  des  programmes  par  l'envoi  direct 
des  extraits,  sous  forme  manuscrite,  d'après  la  disposition  adoptée  par  la 
Bévue. 

ALLEINAGNE 

Berlin;  Universitàt.  —  ScHWARz:  Integr.alrech^i  ;  Ubgn.  dazu  ;  Théorie 
(ier  ellipt.  Fnnktionen  ;  Ausgew.  Kapitel  der  Th.  der  analyt.  Fiiiiktionen  ; 
Malhem.  Kolloquicn  ;  Seinioar.  •  —  Frobrnius  :  Th.  der  algebr.  Gleich- 
iingen  ;  Sera.  —  Schottky  :  Potentiallheoric  ;  Spezielle  Funklionentheorie  ; 
Serainar.  —  Hettner  :  Uber  Fouriersche  Reihen  iind  lotcgralc.  —  Kxo- 
BLAUCH  :  Uber  Leonhard  Eiilcrs  VVerke  uiid  ihre  Bedeutiing  fur  die  neiiere 
Mathematik  ;  Théorie  der  krummen  Flîichen  II  ;  Théorie  der  Raumkur- 
ven  II.  —  Lf.hmann>Filhèk  :  DifFerentialrechn.  ;  Ubgn.  dazu.-ScHVR  :  Th. 
der  Dctermioanten.  —  Landau:  Variationsrechn.  ;  Wahrscheinlichkoits- 
rechn.  —  Foerster  :  Geschichte  der  neueren  Astronomie;  Fundamenlale 
Ausgleichiing  von  Zoit-  iind  Raumrechnung.  —  Struvk  :  Prakt.  Astronomie  ; 
Seminar.  —  Bauschinger  :  Th.  der  Stôrungen  ;  Interpolalionsrechn.  ii. 
mechanische  Intégration.  —  Marcuse  :  Einfûhrung  in  die  astron.  Géogra- 
phie und  Erdphysik  ;  Th.  und  Anw.  aslronomischer  Instrumente-  —  Ristex- 
part  :  Gemeinverstândliche  Himmelskunde  ;  Der  Merkursdurchgang  190" 
und  verwandte  Erscheinungen.  —  Helmert  :  F'igur  der  Erde  ;  Geodiilische 
Dreiecke.  —  Rubens  :  Mathem.  Ergànzungen  zur  Experimenialphysik.  — 
Planck  :  Mechanik  deformierbarer  Kôrper  ;  Ubgn.  —  Neesen  :  Geometri- 
sche  Optik. 

Bonn  ;  Universitàt.  —  Study  :  Dîfferentialgeometrie  ;  Ausgw.  Kapitel  der 
Mechanik  ;  Seminar.  —  Kowalbwski  :  Das  Problem  der  Kreisteilung  ; 
Allgemeine  Th.  der  DifTerentialgleichungen;  Ubgn.  dazu.  —   Londox  :   Ele- 

L'Enseignement  mathém.,  9«  année  ;  1907.  11 


Digitized  by 


Google 


tû'i  NOTES   ET   DOCUMENTS 

meule  der  DifF.-  und  Inlegralreclin.  ;  Ubgu.  dazu  ;  Axonomelrie  und  Pers- 
pektive  nyt  Zeichenûbungen.  —  Schmidt  :  Bestimnite  Inlegrale  ;  Grundlageii 
der  Mengenlehre  und  der  Théorie  der  reelen  Funktionen.  —  Mônnichmeter  : 
Mechanik  des  Himmels;  Prakl.  Ubgn.  —  KusT^■EK  :  Tli.  der  Bahnbeslim- 
nuiug  der  Planeten  und  Kometen  II;  Astron.  Kolloquiuni. 

Braunschweig  ;  Techn.  Hochschule,  —  Fricke  :  DifT.-  und  Integral- 
rcchnung  I  mit  Ûbgn.  ;  Trigon.  Reihen  und  harmonische  Analyse  ;  Veklo- 
rcMitheorie.  —  N.  N.,  Géométrie  der  Bewegung  ;  Ausgew.  Kapitel  aus  der 
'i1i.  der  Kurven  und  Fliichen.  —  Wernicke  :  Statik  starrer  und  elastischer 
Korper.  —  Wikghardt  :  Technische  Mechanik  1  ;  Ausgewàhile  Kapitel  aus 
tler  analyt.  Mechanik;  Ausgew.  Kapitel  aus  der  Kestigkeitslehre  und  Statik 
derBaukonstruktionen.  —  Koppe  :  Geodiisie  II  ;  Ausgleichungsrechn.;  Grund- 
zùge  der  sphiir.  Astronomie  ;  Vermessungsùbungen.  —  Schôttler  :  Kineraa- 
lik. 

Breslau  .  UnWersitnt,  —  Rosanes  :  DifT.  Rechuung  und  Elemente  derlnte- 
^rralrechn.  ;  Seniinar.  —  Sturm  :  Geom.  Verwandtschafteo  I  ;  Geom.  Ab- 
srhnitte  der  Mechanik;  Seminar.  —  Knesrr  :  Die  allgemeinen  Prinzipien  der 
Dvnamik;  Théorie  der  Fourierschen  Reihen  und  Intégrale;  Seminar,  — 
Kkanz  :  Geodiisie,  niedere  und  Elemente  der  hôheren  ;  Geodiitisch-astroii. 
Praktikum  ;  Ûbgn.  iiber  die  Théorie  der  Astronomie.  —  Sch^efer:  Theore- 
lische  Mechanik. 

Danzig  ;  Techn,  Hochschule.  —  Lorenz  :  Einf.  in  die  Mechanik  mit  Ubgn. 
Ausgew.  Kapitel  aus  der  Mechanik.  —  v.  Mangoldt  :   Hôhere  Matheniatik  I. 

—  Schilling:  Darst.  Géométrie  mit  Ubgn.;  Graphische   Statik;   mit   Ûbgn. 

—  Sommer  :  Hôhere  Matheniatik  II  mit  Ubgn.  ;  Einf.  in  die  hôh.  Mathema- 
lik. 

fc  Darmstadt;  Techn.  Hochschule.  —  Diingeldey  :  Elemente  der  hôh.  Algebra: 

f..  Hôh.  Mathematik.  I  —  N.  N.,  Ausgew.  Kapitel  aus  der  Mathematik  ;   Hôh. 

V  Mathematik.    —    Gr;efe  :•  Hôhere     Mathematik     II.     —    Wiexer  :    Darst. 

r  Géométrie  I  ;  Synth.  Géométrie  ;  Arbeiten  im  mathem.   Institut.   —   Henne- 

r  bkrg  :  Mechanik  I  ;  Reine  Kinematik.  —   Schlink  :   Ausgew.  Abschnitte  der 

r  Statik;   Die  Hauptsàtze  der  Mechanik.  —   Pfarr  :   Hydraulik.   —   Fenner  : 

^  Geodiisie  ;  Ausgleichung  nach  der  Méthode  der  kleinsteu  Quadrate. 

'  Erlangen  ;   Universitàt.  —  Gordan  :   Algebra  ;  Raumgeoinetrie  ;   Seminar. 

r  Nœther  :  Difl'.  und  Integralrechnung  II;  Analyt.   Mechanik.   —   Hilb  :   Ein- 

leitend-mathematische  sowie  synthetisch-  unddarstellend-geometrische  Yor- 

Iriige  und  Uebungen. 

y  Freiburg  i.  Br.  ;  UniversHàt.  —  Lùroth  :  Ellipt.  Funktionen  ;  Theoret.  As- 

tronomie. —  Stickelberger  :  Inlegralrechn.  ;  Ubgn  dazu;  Infinitesimalgeo- 
rnetrie.  —  Lœwy  :  Algebr.  Gleichungen  ;  Einf.  in  die  hôh.  Mathematik  mit 
Anw.  auf  Fragen  der  Naturwissenschaften;  Seminar.  — Weingartek  :  Ueber 
die  Déformation  der  Fliichen.  —  Seith  :  Die  Kegelschnitte  in  elementargeo- 
inetr.  Behandlung.  —  Kœnigsbebger  :  Mechanik  der  festen,  flussigen  und 
gasfôrmigen  Kôrper  :  Geophysik.  —  Tollé  :  Mechanische  Technologie  I. 

GÔttingen  ;    Universitdt.   —    Klein:    Kurven    und    Flâchen  ;   Seminar.  — 
Hilbert:  Th.  der  DiiFerentialgleichungen  mit  einer  unabh.   Variabelu  ;   Se- 
minar. —  MiNKOwsKi  :  Variationsrechnung  ;  Wiirmestrahlung  :   Seminar.  — 
s  RuNCE  :  Numerische  Auflôsung  von  Gleichungen  mit  Ubungen  :  Phologram- 

nietrie  mit  Uebungen  ;  Seminar.  —  Brendel  :  Versicherungsrechnung  ;  Ver- 
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sicheruugsseniinar  ;  Arbeiten  auf  dem  Gebiete  dcr  Slôrungslheorie.  — 
Pra>'dtl  :  Einf.  in  die  Thermodynamik  ;  Maschtnenlehre  ;  Seminar.  —  Her- 
GLOTz  :  Lineare  DifTerentialgleichuDgeii  im  koroplexen  Gebiete.  —  Cara- 
THEODORY  :  Dîff.-  und  Integrairechn.  I.  —  N.  N.  :  Analyt.  Géométrie. — 
ScHWARzsciiiLD  :  Populâre  AstroDomie  ;  Rotation  der  Himmelskôrper  ;  Astro- 
ptiysik.  Praktikuni  ;  Seminar.  —  Ambromn:  Geogr.  Ortsbestimmungen  ; 
Bahnbestîmmungen  von  Doppelsternen. 

Greifswald  ;  Unwersilàt.  —  Thomé  :  Mechanik  I  ;  jEbene  algeb.  Kurven  ; 
Seminar.  —  Engel  :  Diff.  und  Intcgralr>^chnuDg  II  ;  Ubgn.  dazu  ;  Th.  der 
Transformationsgruppen  (Fortsetzung)  ;  Seminar.  —  Vahlen  :  Projektive 
Géométrie  ;  Ubgn.  dazu  ;  Th.  und  Anw.  der  geodàtischen  Instrumente.  — 
Mie  :  Elementarmathematische  Ergânzungen  zur  Experimentalphysik. 

Halle  a.  S.;  Universitàt,  —  Cantor  :  Diff-.  und  Integralrechnung  II; 
Analyt.  Mechanik;  Seminar.  —  Wanokrin  :  Synth.  Géométrie;  Diff-. 
rechnung:  Seminar.  —  Gutzmek  :  Analyt.  Géométrie  der  Ebene  ;  Einf.  in 
die  Théorie  dcr  linearen  Differentialgleichungen  ;  Seminar.  —  Eberhard  : 
Zahlenth.;  Ubgn  dazu.  —  Bernstei.n  :  Algebra ;  Ubgn  dazu;  Einf.  in  die 
Versicheruugsmathematik;  Ubgn  dazu.  —  Walter  :  Graph.  Statik  mit 
Ubgn  ;  Feidmessen  und  Nivellieren  ;  Eisenbahnbau  und  -Betrieb  mit  Exkur- 
sionen  H.  —  Ruohholz  :  Wahrscheinlichkeits-  und  Ausgleichungsrechnung 
mit  Anwenduug  auf  Triangulation  ;  Praktische  Ubungen  in  geographischer 
Ortsbestimmung. 

Hannoyer;  Tech.  Hochschule.  —  Kiepert  :  Diff.  und  Integralrechnung  II; 
Analyt.  Géométrie  der  Ebene  und  des  Raumes.  —  Stackel  :  Diff.  und  Inte- 
gralrechnung I  und  II;  Anw.  der  hôh.  Mathematik.  —  Rodenberg  :  Darst. 
Géométrie.  —  N.  N.  :  Grundzûge  der  hôh.  Mathematik  fur  Architekten  und 
Chemiker.  —  Hotopp  :  Mechanik.  —  Weber  :  Mechanik  ;  Ausgew.  Kapitel 
der  techn.  Mechanik.  —  N.  N.  :  Geodasie  ;  Prakt.  Géométrie.  —  Bakkhausen: 
Ausgew.  Kapitel  der  Statik.  —  Petzold  :  Geodâtisches  Rechnen  ;  Ubungen 
in  der  Ausgleichungsrechnung. 

Heidelberg;  Universitàt.  —  Kœmcsberger:  Diff.-u.  Integralrechn.,  4; 
Funktionentheorie,  4,  math.  Seminar,  2.  —  M.  Cantor  :  Anw.  der  Analysis 
auf  hôhere  ebene  Kurven,  4;  Arithmetik  u.  Algebra  (fur  Kameralisten.)  3.  — 
Kœhler  :  Anal.  Géométrie  d.  Ebene,  3;  Ausgew.  Kapitel  ans  der  synth. 
Géométrie  des  Raumes,  1.  —  Boehm  :  Die  Grundlagen  d.  Arithmetik, 
Algebra  u.  Analysis  (Elementar  mathematik,  Arithm.  Teil),  3  ;  Uebgn.  3, 
hôh.  Mathematik,  1.  —  Bopp  :  Geschichte  des  Infinitesimalrechn.  von  Leib- 
niz bis  Lagrange,  2.  —  Yaleistiiher  :  Bahnverbesserung,  2  ;  Kapitel  ans  der 
Stellarastronomie,  1  ;  Entwicklung  der  Astronomie  seit  Newton,  1.  — 
WoLF  :  Elemente  der  Météorologie.  2. 

lena  ;  Universitàt ,  —  Haussiher  :  Differentialrechnung  mit  Uebgn  ,  5  ;  Aus- 
gew, Kapitel  aus  der  Géométrie,  (KoUineation,  Perspektive  und  Axometrie), 
2  ;  Differentialgcomefrie,  3  ;  Mathem.  Proseminar,  Uebgn.  aus  der  analyt. 
Géométrie  [der  Ebene,  2  ;  Mathem.  Seminar,  2.  —  Thoma  :  Analyt.  Géomé- 
trie der  Ebene,  4  ;  Kartographie,  2.  —  Frege  ':  Théorie  der  nach  dem  New- 
ton'schen  Gesetze  wirkenden  Krâfte,  3.  —  Rau  :  Technische  Elastizitâts- 
und  Festigkeitsiehre,  2;  Graphische  Uebungen,  3.  —  Knopf  :  Zeit-  und 
Ortsbestimikiung  mit  prakt.  Uebgn.,  Sternwarte,  4  ;  Geodasie  mit  prakt. 
Uebgn.  im  Gelândc,  2;  Berechnung  des  scheinbaren  Laufs  der  Planetenund 
Kometen,  2. 
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Karlsruhe  ;  Techn.  Hochschule.  —  Krazer  :  Hôh.  Mathematik  I.  — 
Wedekind  :  Gruadlehren  der  hôh.  Mathematik  ;  Hôh.  Mathematik  II.  — 
LuDwiG  :  Elemcntare  und  analyt.  Géométrie  des  Raumes  ;  Projektionslehre. 

—  Faber  :  Algeb.  Analysis  ;  Repetîtorium  der  hôh.  Mathematik;   Ûbuugcn. 

—  ScuuR  :  Darst.  Géométrie  II  ;  Konstruktive  Ubungcn  àer  Perspektive.  — 
Heun  :  Mechanik  II  ;  Seminar.  —  Brauer  :  Hydraulik  ;  Festigkeitsichrc. 

Kiel;  Universitàt.  —  Pochha.mmer  :  Analyt.  Géométrie  des  Raumes;  Einl. 
in  die  Th.  der  ellipt.  Funktionen;  Seminar. —  Heffteh  :  Analyt.  Mechanik: 
Grundlagen  der  Analysis  (Irrationalcahl,  Grenzwert,  Konvergenz,  Slotigkeiti; 
Seminar.  —  Landsberg  :   DifiT-.rechnung;  Ubgn.  dazu  ;  Yariationsrechnung. 

—  Weinnoldt  :  Synth.  Géométrie.  —  Kobold  :  Hôh.  Geodiisie;  Geodiitischc 
Ubungen.  —  Harzer  :  Geogr.  Ortsbestimmungen  ;  Ubgn.  dazu;  Th.  der 
Priizession  und  Nutation.  —  Kreutz  :  Bercchnung  der  Doppelslernbahnen  ; 
Parallaxe  und  Aberration.  —  Strômgren  :  Num.  Behandlung  spezieller 
Fiille  des  Dreikôrperproblems  ;  Mathem.  Géographie. 

KÔnigsberg  i.  Pr.  ;  Universitài.  —  Meyer  :  Analyt.  Géométrie  dçr  Ebenc  ; 
Ubungen  dazu  ;  Diflerentialgeometrie  ;  Seminar.  —  Schoenflies  :  Difl'-. 
rechnung  ;  Ubgn.  dazu  ;  Uber  den  Kurvenbegriff.  —  Saalsciiutz  :  Deternii- 
nanteulèhre;  Ûlaer  Gauss  hypergometrische  und  andere  intéressante  Reihen; 
Algeb.  Ubungen  und  Vortrag.  —  Battermakn  :  Th.  der  astron.  Instru- 
mente ;  Uebgn.  an  Instrumenten  der  Slernwarte.  —  Cohn  :  Einf.  in  die  iheor. 
Astronomie  ;  Ausgew.   Kapitel  der  llimmelsmechanik. 

Leipzig;  Universitàt.  —  Neumann  :  Ausgew.  Kapitel  der  Mathematik  oder 
der  mathematischen  Physik.  —  Mayer  :  Analyt.   Dynamik  ;  Uebungen  dazu. 

—  HôLDER  :  Allg.  Th.  der  Funktionen  einer  komplexen  Verauderlichen  : 
Beslimmte  Intégrale;  Seminar.  —  Rohn  :  Projektive  Géométrie;  Analyt. 
Géométrie  der  Ebene  ;  Seminar.  —  v.  Oettingen  :  Geometrisch-perspek- 
tivisches  Zeichnen.  —  Hausdorff  :  Algcbr.  Gleichungcn.  —  Liebman.n  : 
Gewôhnliche  Difl'erentialgleichungen  ;  Uebungen  dazu.  —  Brvxs  :  Prakt. 
Analysis;  Geom.  Optik  ;  Prakt.  Uebungen  in  der  Sternwarle.  —  Peter  :  As- 
tron. und  techn.  Chronologie  ;  Prakt.  Uebungen.  —  Fischer  :  Einf.  in  die 
mathem.  Behandlung  der  Naturwissenschaften.  —  Strec:ker  :  Praktische 
Géométrie. —  Zimmern  :  Ueber  die  Astronomie  der  Babylonier.  —  Des  Coi- 
DREs  :  Einleitung  in  die  theoretische  Physik;  Uebungen  dazu;  Fouriersohe 
Reihen  und  liarmonische  Analysatoren. 

Marbnrg;  Universitàt.  — Hensel  :  Analyt.  Géométrie  der  Ebenc  iind  dos 
Raumes;  Funktionenth.  ;  Seminar.  — Neu.mann  :  Algebra  ;  Analyt.  Mechanik  : 
Seminar.  —  v.  Dalwigk  :  DifTerential  rechnung  ;  Ubungen  dazu;  Darst.  Geti- 
metrie  I  mit  Ubungen.  —  Fuëter  :  Uber  bestimmte  Intégrale  und  fur  die 
physikalische  Anwendung  wichtige  Funktionen  in  elementarer  Dartstelluni;: 
Populîire  Astronomie.  —  Jung  :  DifTerentialgeichungen.  —  Feussnkr  und  v. 
Dalwigk  :  Anleitung  zu  Zeit-  und  Ortsbestimmungen. 

Mûnchen  ;  Universitàt.  —  Li.ndemann  :  Th.  der  ellipt.  Funktionen;  Th.  der 
algebr.  Formen  ;  Seminar.  —  Voss  :  Part.  DifFerentialgleichungen  ;  Algebra 
II  ;  Seminar.  —  Pringsheim  :  Integralrechnung  ;  Ubgn.  dazu  ;  Geomet.  Er- 
gànzungen  zur  DifFerentialrechnung.  —  Doehleman?;  :  Darst.  Géométrie  II  ; 
Ubgn.  dazu;  Graph.  Statik;  Ubgn  dazu.  —  v.  VVeber  :  Analyt.  Géométrie 
des  Raumes;  Ubgn.  dazu;  DiCferentialrechnung  ;  Ubgn.  dazu.  —  Brunn  : 
Elemente  der   hôh.   Mathematik.  —  Hartogs  :  Elem.  Géométrie  der  Ebeue 
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und  des  Raunies.  —  Perron  :  Analyt.  Zahleiitheoric.  —  v.  Seeliger  :  Die 
neuereii  Methoden  in  der  Théorie  der  Bewcgung  der  Planeten;  Cbgn. — 
Grossmaxn  :  Einf.  in  die  Astronomie.  —  Graetz  :  Analytische  Mechanik  II. 

Strassbnrg  ;  Strasbourg.  —  Reye  :  Ausgew.  Kapitel  derhôh.  synth.  Géo- 
métrie ;  Théorie  der  Kriifte,  die  nach  Newtons  Gesetz  wirken  fPotential- 
theorie)  :  Serainar.  —  Weber  :  Bestimmte  Intégrale  und  Einl.  in  die  Funk- 
tionentheorie  ;  Algebra  ;  Seminar.  —  Simon  :  Methodik  und  Didaktik  dos 
Rechnens  nnd  der  Malhematik  auf  den  hôh.  Schulen.  —  Wellstein  :  Einleit. 
in  die  Théorie  der  atgebr.  Funklionen  ;  Riemannsche  Flîichen  ;  Seminar.  — 
TiMERDiNG  :  Analyt.  Géométrie  des  Ruumes  ;  Darst.  Géométrie  II  mit  Ubun- 
gen  :  Die  Entwicklung  der  mechanischen  Prinzipien  ;  Seminar.  —  Epstein  : 
Analyl.  Zahientheorie ;  Seminar.  —  Becker  :  Sphiir.  Astronomie;  Geodiisio 
mit  l'bungen  und  Demonstrationen  ;  Astron.  Beobachtungen  an  Instrument 
ten  der  Sternwarte  ;  Astron.  Kolloquium. 

Stattgart;  Techn.  Hochschule.  —  Reuschle  :  Analyt.  Géométrie  der 
Ebene,  mit  Ubgn.  ;  Diff.-  und  Integralrechnung,  mitlTbgn.;  Seminar.  — 
Mehmke  :  Darst.  Géométrie  mil  Ubgn.  ;  Projektive  Géométrie  mit  Ûbgn.  ; 
Seminar.  —  Bretschreider  :  Repetitionen  in  nied.  Mathematik.  —  Wôlf- 
FiNC  :  Kriimmuugsth.  Partielle  Differentialgleichungen.  —  Roth  :  Perspek- 
tive.  —  Weyrauch  :  Einl.  in  die  mathem.  Théorie  der  Elastizitiit.  —  N.  N.  ; 
Techn.  Mechanik.  —  Hammer  :  Prakl.  Géométrie  mil  Ûbungen  ;  Ausglei- 
rhungsrechnung.  —  Hohenner  :  Trigon.  Ubgn.  ;  Prakt.  Géométrie  mit 
Ûbungen  ;  Astron.  Zeit-  und  direkte  geogr.  Ortsbestimmung  mil  Ûbungen.  ; 
Katastermessungen.  —  Stûbler  :  Mathem.  Géographie.  —  Lano  :  Die  Diffe- 
rentialgleichungen der  mathem.  Physik. 

Tnbingeil  ;  Unwersitdt.  —  t.  Brill  :  Analyt.,  Géométrie  des  Raumes.  H  : 
Krûmmung  d.  Flîichen.  4  ;  Sem.  2,  —  v.  Stahl  :  Niedere  Analysis,  3;  hôhere 
Analysis  (Diff.  rechn  )  3  ;  Variationsrechn.  2;  Sem.  2.  —  Maurer  :  Synlhe- 
tische  Géométrie  2  ;  Uebgn.  1  ;  Darst.  Geom.  1  ;  Uebgn.  2.  —  Gaks  :  Ein- 
fiihrung  in  die  Vektoranalysis  mit  Anw.  auf.  die  math.  Physik. 


AUTRICHE-HONGRIE 

KolorSYar  ;  Université. —  Schlesi.xger  :  Intégrales  définies,  3;  Fonctions 
fuchsieunes,  2  ;  Séminaire,  1  ;  Exercices,  1  ,  Astronomie  théorique,  2.  — 
Valyi  :  Géométrie  analytique,  5;  Equations  résolubles  algébriquement,  2; 
Exercices,  1  ;  Séminaire,  1.  —  Fejer  :  Equations  différentielles  au  domaine 
réel,  3  ;  Fonctions  entières  transcendantes,  2.  —  Klug  :  Géométrie  descrip- 
tive, 3;  Géométrie  projective,  2;  Exercices,  2.  —  Farkas  :  Propagation  de 
l'énergie,  4  ;  Mécanique  analytique,  3  ;  Séminaire,  2. 


FRANCE 

Paris;  Faculté  des  sciences,  2«  semestre  (à  partir  du  1^"^  mars  1907).  — 
E.  Picard  :  Détermination. des  intégrales  des  Equations  aux  dérivées  par- 
tielles par  diverses  conditions  aux  limites.  2  leçons  par  semaine.  —  Gour- 
SAT  :  Des  Equations  différentielles  et  des  Equations  aux  dérivées  partielles. 
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1. —  L.  Raffy  :  Théorie  de  la  courbure  et  propriétés  des  lignes  tracées  sur 
les  surfaces.  —  P.  Painlevé  :  Lois  générales  du  mouvement  des  systèmes, 
la  Mécanique  analytique.  l'Hydrostatique  et  l'Hydrodynamique,  2.  —  P. 
Appell  ;  Eléments  d'Analyse  et  de  Mécanique,  3.  —  Akdoyer  :  Ensemble 
des  matières  comprises  dans  le  programme  du  Certificat  d'As'.ronomie,  2  le- 
çons, 1  conférence.  —  Boussinesq  :  Des  écoulements  tumultueux  et  tourbîl> 
tonnants  auxquels  donnent  lieu  les  lits  à  grande  section  (tuyaux  de  conduite 
et  cours  d'eau  découverts),  2.  —  G.  Kœmgs  *  Etude  cinématique  et  dynami- 
que des  machines,  2.  —  Borel  :  Calcul  des  probabilités  et  théorie  des 
erreurs,  1. 

Conférences,  —  L.  Raffy  :  Conférence  sur  le  calcul  intégral  et  les  appli- 
cations géométriques,  1  conférence.  —  P.  Piisevx  :  Conférences  sur  la  mé- 
canique, 2.  —  Servant  :  Travaux  pratiques  de  mécanique  physique. 

Enseignements  et  exercices  pratiques  ouverts  aux  étudiants  apparlonnnt 
à  l'Ecole  normale  supérieure.  —  J.  Tannery  :  Calcul  différentiel  et  intégral. 
—  L.  Raffy  :  Applications  de  l'Analyse  à  la  Géométrie.  —  (i.  Borfl  :  Ma- 
thématiques. —  F.  Hadamard  :  Mathématiques. 

Cours  libres.  —  M.    d'Ocagne  :  Calcul   graphique   et  nomographie,  2  le- 


SUISSE 

Berne  ;  Univers itàt.  —  Graf  :  Besselsche  Funkt.  'm.  Rc petit.  3  :  Bes- 
timmte  Intégrale  m,  Repetit.  3;  DifTerentialgleichungen  2;  Differentîal-  u. 
Integralrechnung  2  ;  Renten-  u.  Versicherungsrechnung  2;  Repelit.  d. 
Elementar-Math.  3;  Math.  Seminar  m.  Huber  2.  —  Ott  :  Diflercntial- 
rechnung  2  ;  Analyt.  Geom.  d.  Ebene,  I.  Teil  2.  —  G.  Hurrr  :  Sphâr. 
Astron.  II.  2;  Repetit,  der  Astronomie  I;  Analyt.  Géométrie  des  Raumes  m. 
Théorie  d.  Flâchen  II.  Grades  3;  Théorie  d.  Envcloppen  u.  Brenulinierï  2; 
Math.  Seminar  (geometr.  Richtung),  m.  Graf  I.  —  Bentelli  :  Elem.  d. 
darst.  Geom.  4  ;  Prakt.  Geom.,  meist  Uebungen  auf  d.  Terrain  3.  —  Moser  : 
Ausgew.  versicherungS'wissenschaftl.  Kap.  ;  Die  Tranzendente  it  (Beslini- 
mung  durch  Beobachtung  m.  Hûlfe  d.  Fehiertheorie)  I  ;  Math.-versichrgs- 
wschftl.  Seminar  2.  —  Crblier  :  Synthet.  Geomet  ,  II.  Teil  2  ;  Zentralpro- 
jektion  2;  Exercices  de  Géométrie  2.  —  Bohrk.n  :  Wahrscheinlichkeilsrech- 
nung  2. 

GenÔYe;  Université,  —  C.  Cailler  :  Calcul  diff.  et  intégral.  3;  Exerc.  2: 
Mécanique  rationnelle,  3  ;  Exerc,  2  ;  Conférences  d'Analyse,  2.  —  H.  Fehr  : 
Théorie  des  Equations,  2  ;  Géométrie  descriptive  et  projective,  2  ;  Exerc, 
d'Algèbre  et  de  Géométrie,  2  ;  Géométrie  ve^^torielle,  1  ;  Séminaire  de  Géo- 
métrie sup.  2.  —  R.  Gautier  :  Astronomie  théorique,  2.  —  R.  de  Saussure: 
Géométrie  du  mouvement,  2;  Mécanique   des  fluides,  1. 

Zurich  ;  Ecole  polytechnique  fédérale:  Section  normale  des  sciences  ma- 
thématiques. —  HiRscH  :  Integralr.  'i  ;  Repet.  1  :  Uebgn.  2  ;  Invarianten- 
theorie  2.  —  Franel  ;  Calcul  intégral  4;  Répét.  I  ;  Exerc.  2.  —  Herzog  : 
Mechanik  I,  6;  Repet  1  ;  Uebgn.  2.  —  W.  Fiedler  :  Darst.  Géométrie  2; 
Repet.  1  ;  Uebgn.  4  ;  Géométrie  du  Lage  4  ;  Elemeute  d.  Anal.  Geom.  der 
Lage  2.  —  Lacombe  :  Géométrie  descriptive  2  ;  Répét.  1.  ;  Exorc.  4.  —  Geisek  : 
Analyt.  Géométrie  H;  Algebr.  Flàchen  4.  —  Hurwitz  :  Algebr.  Gleichungeii 
4.  —  Hurwitz  mit  Laco.>ibe  :  Math.  Seminar  2.  —  Rebstein  :  Versicherung.s- 
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iiinthematik  2;  Anw.  d.  \V.ahr8chciiilic*hkeil8rcchn.  auf  d.  Fohier  ih.  1.  — 
RosENMUND  :  Vermessiingskuiido  m.  rebgii.  —  VVolfer  :  Geogr.  Orlsbe- 
stiinmiing  3;  Ueb^  im  astron.  Beobachlen  «i  ;  Ausgew.  Melhoden  dor 
Zeît  u.  Oi'tsbcstimmuniç  2.  —  Beyel  :  Die  Grundlagea  dci*  Gcomelrie  2: 
AxonOQietrie  u.  Perspektive  2;  Schaltenlehre  I.  —  Dumas  :  Exercices  de 
Homographie  1  ;  Exerc.  sur  la  résolut,  numérique  des  équations  1.  —  T. 
Keller  :  Uebga«  aus  d.  DifF.-  u.  Intégral rechn.  2.  —  Kraft  ;  Anal.  Mecha- 
nik  3;  Geomelrischer  Kalkiîl,  I,  1;  U.  2;  111,  1. 
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Ch.  Fassbinder.  —  Théorie  et  pratique  des  approximations  numériques. 

—  1  vol.  in-8o.  9i  p.  ;  prix  :  3  fr.  ;  Gaulhier-Villars,    Paris. 

Ouvrage  élémentaire  dans  lequel  Fauteur  se  borne  aux  notions  les  plus 
essentielles,  généralement  exigées  des  candidats  à  des  écoles  techniques  spé- 
ciales. Ce  sont  les  définitions  et  théorèmes  concernant  Terreur  absolue. 
Terreur  relative,  le  nombre  des  chiffres  exacts.  On  y  trouve  aussi  quelques 
aperçus  sur  les  opérations  abrégées  et  l'application  de  l'Algèbre  à  la 
théorie  des  erreurs. 

De  nombreux  problèmes  et  exercices  numériques  accompagnent  le  texle. 
L'ouvrage  se  termine  par  les  exercices  proposés  aux  concours  d'admission 
à  l'Ecole  navale  et  aux  Ecoles  des  Arts  et  métiers  depuis  1885. 

Otto  BiKRMANN.  —  Vorlesungen  fkber  mathematische  Nâherungsmethoden. 

t  vol.  gr.  in-8",  226  p.  ,  8  M.  ;  Vieweg  u.  Sohn,  Braunschweig. 

Le  présent  Ouvrage  est  établi  sur  un  plan  beaucoup  plus  vaste  que  celui 
de  M.  Fassbinder;  il  s'adresse  aussi  à  d'autres  lecteurs.  Destinées  aux  étu- 
diants qui  désirent  s  initier  à  la  pratique  du  calcul  numérique  dans  les  pro- 
blèmes scientifiques,  ces  leçons  seront  les  bienvenues  dans  les  séminaires 
et  les  laboratoires  de  mathématiques.  Ici  ce  terme  de  laboratoire  est  conçu 
dans  son  véritable  sens  ;  mais  il  en  existe  bien  peu  où  Ton  s'attache  à  initier 
et  à  exercer  les  étudiants  aux  méthodes  de  calcul.  L'ouvrage  de  M.  Bier- 
mann  contribuera  à  développer  cet  enseignement,  car  il  repose  sur  une  ex- 
périence de  nombreuses  années.  Nous  ne  saurions  trop  en  recommander 
'étude  à  tous  ceux  qui  seront  appelés  à  faire  des  exercices  numériques  dans 
les  problèmes  des  sciences  pures  et  appliquées.  Les  professeurs  y  trouve- 
ront d'intéressantes  et  utiles  indications  quant  aux  méthodes  de  calcul. 

IJnc  énumération  des  principaux  chapitres  donnera  une  idée  de  l'étendue 
des  matières  traitées: 

Calcul  avec  des  nombres  exacts  ou  approchés.  —  L'approximation  dans 
les  séries  numériques.  —  Résolution  approchée  d'équations  numériques. 
—  Interpolation  et  calcul  des  différences.  —  Application  de  Tinterpolation 
aux  problèmes  de  quadrature  et  de  cubature.  —  Emploi  d'instruments  mu- 
thématiques  tels  que  la  règle  à  calculs,  Tintégraphe  et  le  plîinimètre. 
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Bkioschi.  —  Opère  Matematiche.   Tome  IV,  —  \  vol.  gr.  in-'i»,   U8  p.  ; 
25  I.;  U.  Hœpli,  Milan. 

La  publication  des  œuvres  de  Brioschi  continue  d'une  manière  très  régu- 
lière —  on  en  voudrait  pouvoir  dire  autant  des  différentes  œuvres  complètfs 
eu  cours  do  publication  dans  divers  pays  — .  Ce  tome  IV  contient  une  cinquan- 
taine de  iiiéinoires  ayant  principalement  pour  objet  les  fonctions  hypereliip- 
liques,  la  théorie  des  formes  quadratiques  et  biquadratiqties,  ^etc.  Citons 
aussi  les  belles  recherches  sur  l'équation  du  cinquième  degré.  La  publicu- 
tiou  de  ce  volume  a  été  faite  sous  la  direction  de  MM.  Gcrbaldi  et  Pascal 
tfui  se  sont  chargés  de  revoir  les  mémoires  originaux  et  les  épreuves. 
L  exécution  matérielle  est  faite  avec  le  soin  qui  caractérise  les  ouvrages  de 
la  Maison  Hœpli. 

(^-C.  Dasm:n.  —  Tratado  elemental  de  Aritmeticade  acuerdocon  las  ideas 

niodcrnas  y  melodos  mas  rigurosos.  —  1  vol,  in-8",  XVIII,  548  p. 
—  Tratado  elemental  de  àlgebra.  —  1  vol.  in-8»  XVHI,  528  p.,  Coni  Her- 

niaiios,  Biienos-Aires. 

Dans  une  de  ses  préfaces  l'auteur  constate  que  les  manuels  en  usage  dans 
la  Hrpublique-Argentine  sont  bien  faibles  et  que  la  rigueur,  en  général, 
»  y  brille  par  son  absence.  » 

S'il  en  est  ainsi,  les  deux  volumes  de  M.  Dassen  constituent  sans  doule 
un  progrès  considérable  sur  la  littérature  actuelle  de  ce  pays;  car  ses 
théories  sont,  dans  leur  ensemble,  établies  avec  logique  et  rigueur. 

îi  auteur  devait  même  éviter  de  verser  dans  un  modernisme  outré,  sous 
peine  de  ne  pas  être  compris  de  ses  concitoyens.  Il  a  heureusement  échappé 
à  ce  danger  et,  sauf  le  vocabulaire  qu'il  pouvait  rajeunir  sans  inconvénienl. 
il  s  est  avancé,  avec  sagesse  et  prudence,  dans  la  voie  du  progrès. 

Il  y  aurail  maladresse  de  notre  part  à  formuler  des  critiques  de  détail, 
car  les  particularités  de  ces  livres  s'expliquent  peut-être  par  celle  circons- 
lance  qu'ils  succèdent  à  une  littérature  presque  nulle. 

Par  exemple,  si  l'on  trouvait  le  travail  un  peu  long,  M.  Dassen  pourrait  à 
bon  droil  répondre  qu'il  a  tout  à  édifier,  qu'il  doit  faire  l'éducation  des 
professem'R  mêmes,  de  sorte  que  son  exposé  prend  parfois  les  allures  du 
plaidoyer. 

Beaucoup  d'autres  faits  s'expliquent  sans  doute  de  la  même  manière.  Bien 
que  très  au  courant  de  la  bibliographie  générale,  M.  Dassen  a  dû,  en  écri- 
vant ses  livres,  tenir  compte  du  milieu  auquel  il  les  destinait.  Et  le  même 
devoir  nous  incombe  quaut  à  l'appréciation.  U  serait  donc  souverainement 
injuste  de  porter  un  jugement  sur  la  valeur  absolue  de  ces  ouvrages.  L'im^ 
portant  n'est  pas  qu'ils  sont  comparables  à  la  bonne  moyenne  des  manuels 
usités  en  Kurope,  mais  qu'ils  soient  adaptés  aux  exigences  du  moment  et  du 
lieu.  • 

11  ne  nous  reste,  pour  donner  une  idée  exacte  de  ces  deux  traités,  qu'à 
rêsiinier  et   à  caractériser  sommairement  les  matières  exposées. 

Arithmétique.  Livre  I.  Nombres  entiers.  —  Notions  fondamentales  :  les 
concepts  de  nombre  cardinal  et  de  nombre  ordinal.  —  Les  trois  opérations 
dii-ecles.  —  Opérations  inverses,  y  compris  l'extraction  des  racines  et  les 
logarithmes  entiers  (si  /;'  r=  a,  l'entier  a*  est  le  log.  de  a).  —  Systèmes  de 
numération.  —  Mécanisme  du  calcul  dans  le  système  décimal.  —  Divisibilité 
et  nombres  premiers. 
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Livre  II.  Le  concept  de  grandeur  ou  de  quantité  mathématique.  —  Notion 
<le  nombre  fractionii»irc  basée  sur  la  mesure  des  grandeurs  eoncrèles.  — 
Calcul  des  fractions  ordinaires  et  décimales.  —  Fractions  périodiques.  — 
Calculs  approchés.  —  Concepts  de  limite  et  de  nombre  incommensurable  : 
ce  dernier  est  la  limite  d'une  série  de  valeurs  approchées.  —  Système  mé- 
trique et  autres  mesures.  —  Rapports  et  proportions.  —  Règle  de  trois, 
intérêt,  escompte,  etc. 

Appendice  :^(\\x\à\{ïérei\cii^.  —  Equations.  —  Progressions  et  logarithmes 
lavec  une  table  à  4  décimales);  intérêts  composés. 

Algèbre.  Livre  I.  Calcul  algébrique.  —  Opérations  sur  les  grandeurs  non 
dirigées  (cette  partie  fait  double  emploi  avec  l'Arithmétique,  parce  que 
l'Algèbre  a  été  publiée  la  première).  —  Opérations  sur  les  grandeurs  diri- 
gées (les  nombres  négatifs  -sont  basés  sur  la  notion  empirique  des  gran- 
deurs susceptibles  de  varier  dans  deux  sens  opposés].  —  Calcul  des 
polynômes.  —  Fractions  algébriques.  —  -Irrationnelles. 

Livre  II.  Equations.  —  Principes  fondamentaux.  —  Equations  et  systèmes 
du  premier  degré  ;  problèmes.  —  Equations  du  secon<l  degré.  —  Trinôme. 
—  Equation  bicarrée. 

Livre  lll.  Applications.  —  Calcul  des  imaginaires.  —  Analyse  combina- 
toire  et  binôme.  —  Progressions  et  logarithmes. 

Appendice.  Rapports  et  proportions,  elc. 

Les  deux  volumes  sont  édités  avec  soin  et  ornés  de  ligures.  Chaque  para- 
graphe est  suivi  d'une  série  d'exercices.  Le  nombre  total  d'exercices  est 
considérable  :  si  les  plus  simples  manquent  d'intérêt,  c'est  que  chaque  série 
est  soigneusement  graduée.  M.   Stuyvaert  (Gand). 

J.  HoR!<i.   —  Gewôhnliche   Diflerentialgleichangen  beliebiger   Ordnung. 

(Sammlung  Schubert).  —  1  vol.  de  X.  392  pages  ;  10  Mk.;  G.-J.  Gôschen, 

Leipzig. 

Je  ne  saurais  donner  une  meilleure  idée  de  ce  qu'est  ce  volume  qu'en 
traduisant  et  résumant  sa  préface.  Le  treizième  volume  de  la  collection 
Schubert  déjà  consacré  aux  équations  différentielles  par  le  professeur 
Schlesinger,  est  un  ouvrage  surtout  destiné  aux  commençants,  ouvrage  qui 
se  limite  aux  équations  du  premier  ordre  et  aux  équations  linéaires  du 
second.  Le  présent  livre  ne  se  propose  pas  de  revenir  sur  ces  débuts,  mais 
plutôt  de  traiter  systématiquement  les  équations  diff*érentielles  d'ordre 
quelconque.  C'est  ainsi  qu'il  débute  par  des  généralités  sur  les  systèmes 
d'équations  simultanées. 

Il  n'est  pas  possible  en  de  telles  matières  d'écrire  un  ouvrage  véritable- 
ment complet  et  l'auteur  a  surtout  développé,  quant  aux  applications,  les 
questions  empruntées  à  la  Physique,  à  la  Mécanique  céleste,  etc.,  qui 
avaient  été  négligées  par  Schlesinger,  ce  qui  ne  veut  pas  dire  qu'il  néglige 
ici  tout  ce  qui  a  été  traité  par  ce  dernier. 

L'unité  de  l'œuvre  n'est  donc  altérée  eu  rien  et.  pour  la  pouvoir  parcourir 
avec  fruit,  il  suffit  de  connaître  les  éléments  classiques  de  la  théorie  des 
fonctions  et  de  la  théorie  des  déterminants.  La  connaissance  des  fonctions 
elliptiques  et  de  la  mécanique  analytique  n'est  nécessaire  que  pour  quel- 
ques paragraphes  spéciaux. 

Ce  portrait  rapide  peut  être  complété  de  façon  fort  intéressante  si  l'on 
feuillette  les  quatre  cents  pages  ainsi  présentées. 

Dans  le  premier  chapitre,   à  propos  des  théorèmes  d'existence,  signalons 
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des  discussions  très  approfondies  faites  à  l'aide  des  mëlhodes  de  MM.  Pain- 
levé  et  Picard,  et  notamment  l'emploi  de  la  méthode  d'approximations  suc- 
,  cessives  due  à  ce  dernier  géomètre. 

p  L'élude  des  équations  linéaires,  est  à  la  fois  très  élendue,  très  simple  el 

E  très  nelle.  L'étude^des  différentes  branches  des  intégrales  est   précédée  de 

|..  la  théorie  des  substitutions  linéaires  et  la  grande  importance  mécanique  du 

fc-  cas  où  les  coefHcients  sont  constants  est  mise  en  lumière  par  la  considéra- 

r  tioii   des    petites    oscillations    d'un    système    possédant    divers    degrés   de 

Sr  libcrlé. 

I  Mais   nous   pouvons  passer  sur    ces   débuts   élémenlaires  pour  constater 

I  combien  l'ouvrage  sera  utile  à  ceux  qui  voudront  s'élever  jusqu'aux  derniers 

j^  progrès  faits  dans  une  si  intéressante  branche  de  l'analyse. 

Après  les  équations  linéaires  considérées  par  Fuc^is  nous  étudions   celles 
qui  admettent  des  solutions  asymptotiques  du  genre  de  M.  Poincaré,  celles 
dont  l'intégration  exige  l'emploi   de   déterminants   infinis    comme  l'équation 
rencontrée  par  Hill  dans  sa  belle  théorie  de  la  Lune,   les  équations  h  coeffi- 
^  cients  simplement  ou  doublement  périodiques  dont  wn  type  célèbre  est  fourni 

r,  par  l'équation  de  Lamé. 

&  Ces  hautes  questions  n  empêchent   pas  le   professeur  Rorn  de  consacrer 

j^  un    très   intéressant  chapitre    aux   équations,    les  plus    simples   et   les   plus 

u  anciennes,    intégrables  ou   tout  au   moins   réductibles  à   laide    de  procédés 

^  élémentaires,    telles  les  équations    homogènes,    linéaires,   de   Bernoulli.   de 

Hiccati,  de  Clairaut,  etc.,  etc..  mais   il  nous  montre,   ne  serait-ce  que  par 
la  théorie  du  facteur  intégrant,  à  quelles  circonstances  ces  cas  simples  doivent 
fe  leur  existence.  Dans  le  même  ordre  d  idées    les  équations  de  la   dynamique 

X  sont  étudiées  avec   les    recherches  de   Jacobi  notamment  sur  la    notion   du 

.  dernier  multiplicateur. 

i'  Des  pages,  très  remarquables   au  point  de  vue  de  la    physique   mathéma- 

^  lique,  sont  consacrées  aux  équations  qui   contiennent  dans  leurs  coefiicients 

f  MU  paramètre  arbitraire  pi.  On  sait  que  si  l'oix  astreint  les  solutions  de  telles 

*-  équations  à  certaines  conditions  aux  limites,  on  ne  peut  plus  alors  donner  à 

f  [L  que    certaines    valeurs  en    nombre  infini  qui  sont   racines  d'une    équation 

\  ti'aiiscendante.  On  peut  en  général  appliquera  de  telles  équations  le  procédé 

,  d  approximations  successives  de  M.  Picard. 

r'  L'ouvrage,  décidément   fort  au    courant  des  résultats  les   plus  modernes, 

se  termine  par  l'étude  des  équations  considérées  par  M.  Painlevé,  équations 
dont  l'intégrale  générale  est  uniforme. 

Vax  résumé,  nous  trouvons  ici  sous  une  forme  simple  et  claire  les  résul- 
tats les  plus  importants  acquis  à  la  science.  Le  professeur  liorn  nous  donne 
le  moyen  de  les  comprendre  avec  un  effort  certainement  réduit  au  minimum. 
car  il  va  en  général  droit  aux  poiuts  qu'il  se  propose  d'exposer  sans  les 
fîiire  précéder  de  préliminaires  qui  donnent  souvent  aux  questions  une  appa- 
lence  obscure  qu'elles  n'ont  pas  en  réalité.  A.  Buhl  (Montpellier). 

K.  Joui  FRET.  —  Mélanges  de  Géométrie  à  quatre  dimensions.  —  1  vol.  gr. 

in-80,  XI,  227  p.  ;  7  fr.  50;  Gauthicr-Villars,  Paris. 

On  sait  que  les  propriétés  projectives,  en  Géométrie  plane,  n'ont  aucun 
fondement  simple  qui  soit  propre  à  cette  Géométrie  puisqu'elles  y  trouvent 
pour  unique  appui  la  proposition  de  Desargues  jouant  alors  le  rôle  d'un 
axiome  ;  elles  se  coordonnent,  au  contraire,  facilement  lorsqu'on  les  envisage 
comme  des  conséquences  de  propriétés   spatiales.   C'est   ainsi   que  les   pro- 
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priétés  diverses  el  compliquées  auxquelles  donnent  lieu  les  hexagranimes  de 
Pascal  el  de  Brianchon  acquièrent,  par  ce  moyen,  une  évidence  particulière. 

Des  travaux  divers  ont  eo  effet  montré  que  ces  propriétés  constituent  un 
cas  particulier  de  propriétés  plus  générales  se  rattachant  à  la  théorie  d'une 
certaine  surface  du  troisième  degré  ;  cette  théorie  acquiert  elle-même  une 
simplicité  remarquable  lorsqu'on  considère  l'espace  comme  une  variété 
linéaire  appartenant  à  une  variété  à  quatre  dimensions.  Ce  sont  ces  résul- 
tats dont  M.  Jouffret  présente  un  exposé  méthodique  et  clair.  Il  étudie  égale- 
ment, dans  le  même  ordre  d'idées,  les  surfaces  du  quatrième  degré  (ou  quar- 
tiques)  en  les  considérant  comme  intersections  à' hypers ur faces  appartenant 
à  une  variété  à  quatre  dimensions. 

Quelques  alinéas,  qui  ont  pour  objet  la  définition  de  la  distance  et  de  la 
mesure  dans  l'espace  à  quatre  dimensions,  nous  ont  paru  hors  du  sujet  dans 
cette  étude  essentiellement  projective.  Eniin  M.  Jouffret  a  cru  devoir  consa- 
crer à  la  «  question  de  l'existence  réelle  de  l'hyperespace  »  des  spéculations 
qui  ne  nous  ont  pas  convaincu,  mais  qui  contiennent  pourtant  des  remarques 
intéressantes.  G.  Combebiac  (Bourges). 

H.  Laurent.  —  La  Géométrie  analjTtique  générale.  —  1   vol.  in-8»,  VII, 
151  p.  ;  6  fr.  ;  Hermann,  Paris. 

n  On  appelle  point  ou  variété  à  o  dimensions,  dans  un  espace  à  n  dimen- 
sions,   l'ensemble   de   n   quantités  a;,     ,  xt     ,  Xn    ».    Celte   définition 

sufiit  à  caractériser  le  point  de  vue  nettement  analytique  adopté  par  l'au- 
teur. 

Après  une  claire  exposition  concernant  les  éléments  :  substitutions  ortho- 
gonales, lignes  droites,  longueur,  contact,  enveloppes,  surfaces  développa- 
bles,  l'auteur  consacre  à  la  théorie  des  surfaces  algébriques  un  beau  chapi- 
tre qui,  avec  un  autre  chapitre  de  compléments  sur  le  même  sujet,  consti- 
tuent la  partie  la  plus  saillante  de  l'ouvrage  et,  peut-être,  sa  raison  d'être. 
Signalons,  parmi  les  questions  traitées  dans  ces  chapitres,  la  théorie  des 
points  communs  à  n  surfaces  dans  l'espace  à  n  dimensions,  comprenant 
l'établissement  des  relations  différentielles  d'Abel.  qui  existent  entre  les 
coordonnées  de  ces  points,  ainsi  qu'une  démonstration  analytique  extrême* 
meut  élégante  d'un  théorème  de  Chasles  généralisé,  savoir  :  si  on  mène  à 
une  surface  algébrique  des  plans  tangents  parallèles  h  une  même  direction, 
le  centre  de  gravité  des  points  de  contact  restera  fixe  quand  on  fera  varier 
la  direction. 

La  théorie  des  surfaces  du  second  degré  (ou,  si  l'on  préfère,  des  fonctions 
quadratiques)  fait  l'objet  d'un  chapitre  spécial  ;  puis,  dans  un  chapitre  con- 
sacré aux  géométries  non-euclidiennes,  on  trouve  un  exposé  des  géométries 
sphériques  et  des  géométries  hyperboliques,  ainsi  qu'une  étude  des  trans- 
formations homographiques   et,  en  particulier,  homologiques. 

Enfin,  en  une  brève  «incursion  dans  le  domaine  concret  »,  l'auteur  a  cru 
devoir  exposer  ses  vues  sur  la  nature  de  la  Géométrie.  Les  idées  subjecli- 
vistes  semblent  décidément  séduire  certains  géomètres  éminenis.  Je  ne 
saurais  les  suivre  dans  celte  voie  el,  bien  que  je  croie  avoir,  autant  que 
quiconque,  l'esprit  affranchi  «  des  préjugés  que  nous  devons  à  notre  éduca- 
tion et  à  noire  atavisme  »,  je  m'inscris  franchement  en  faux  contre  celle 
affirmation  contenue  dans  l'épigraphe  de  l'ouvrage  :  «  L'homme  a  créé  l'es- 
pace  pour   expliquer   el    coordonner  ses   «sensations  ;    il   l'eût  créé   à  deux 
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dimensions,  s'il  avait  élé  condamné  à  l'immobilité  et    s'il  n'avait   eu  que   le 
sens  de  la  vue  ». 

Le  nom  de  l'auteur  doit  nous  dispenser  d'insister  sur  la  clarté  de  l'expo- 
sition, la  personnalité  des  points  de  vue,  la  parfaite  élégance  des  mé' 
thodes.  G.  Combebiac  (Bourges). 

NiELs  xViBLSEN.  —  Handbuch  der  Théorie  der  Gammafanktion.  —  1  vol.in-8<» 
cart.  de  X-362  p..  12  M  ;  B.  G.  Telbner,  Leipzig. 

L'ouvrage  de  M.  Nielsen  constitue  une  Monographie  complète  de  la  fonc- 
tion gamma.  Nul  n'était  plus  qualifié  pour  l'écrire;  les  nombreux  et  beaux 
travaux  de  l'Auteur  sur  les  transcendantes  eulérienncs  l'avaient  préparé  à 
cette  tàclie.  Il  s'en  est  acquitté  d'une  façon  magistrale.  Aucun  point  de  la 
théorie  n'a  été  laissé  de  côté.  —  Une  érudition  profonde  s'allie  partout  à 
une  science  d'exposition  tout  à  fait  remarquable.  Il  en  résulte,  dans  l'en- 
semble, une  œuvre  qui  en  impose  par  son  ampleur  et  sa  solidité.  • 

La  première  partie  du  livre  est  consacrée  à  un  exposé,  sous  une  forme 
élémentaire,  des  propriétés  de  la  fonction  gamma  et  des  fonctions  analogues» 
déduites  de  la  théorie  des  fonctions  analytiques,  sans  le  secours  des  inté- 
grales définies.  C'était  la  façon  de  procéder  de  Weierstrass  ;  il  faut  espérer 
qu'elle  deviendra  définitivement   classique.   L'Auteur  passe   successivement 

d 
en  revue  les  fonctions   j-  log  T[x)  ,  P(x)  et  Q(j!-)   de   Prym,  les  développe- 
ments en  séries  entières,  les  factorielles,  la  formule  de  Stirling,  le  théorème 
de  Hôlder^ 

La  seconde  partie  est  relative  aux  intégrales  définies  (propriétés  des  in- 
tégrales eulériennes,  intégrales  exprimables  au  moyen  de  la  fonction  gamma, 
fonctions  W(x)  et  logr(a:),  séries  de  Kummer,  de  Lerch,  de  Stirling,  fonc- 
tions de  Prym,  problème  de  Mellin). 

La  troisième  et  dernière  partie  renferme  les  théories  des  séries  de  facto- 
rielles dfi  l'Auteur  a  introduit  de  si  importantes  contributions. 

Telles  sont,  en  quelque^  mots,  les  matières  traitées  par  M.  Nielsen.  Ce 
sommaire,  trop  restreint,  ne  suffit  pas  évidemment  à  donner  une  idée,  même 
approximative,  de  la  richesse  de  documentation  et  de  la  sûreté  de  méthode 
qui  caractérisent  ce  livre  excellent.  On  sent  que  l'Auteur  a  pris  plaisir  k  le 
composer,  plaisir  bien  compréhensible  puisqu'il  n'est  guère  d'analystes  qui 
ne  se  soient  laissé  séduire  par  l'attrait  des  transcendantes  eulériennes.  Le 
lecteur,  à  son  tour,  éprouvera  bien  certainement  une  égaie  satisfaction  à 
l'étudier  et  à  le  méditer.  M.  Godefroy  ^Marseille). 

Ed.  Bidw.  VViLso.N.  —  Seveii  Lecturefl  on  Spherical  Geometry.  —  l  fasc.  8» 
3'i  p.,  Drury  Collège,  Springfield,  Missouri.  E.-L.  1904. 

L'étude  suggestive  de  M.  Wilson  ne  se  prête  pas  bien  à  une  courte  ana- 
lyse. Nous  nous  bornons  à  en  indiquer  le  but  et  la  disposition.  Les  discus- 
sions sur  les  fondements  de  la  Géométrie  étant  assez  abstraites,  rien  ne  lui 
parait  plus  apte  à  faire  disparaître  certaines  difficultés  que  l'analyse  com- 
plète d'un  exemple  particulier  déjà  connu,  mais  présenté  maintenant  sous 
un  autre  jour  et  discuté  dans  l'intention  de  préparer  le  chemin  pour  des 
recherches  moins  familières,  quoique  analogues.  L'exemple  lui  est-  fourni 
par  la  Géométrie  sphérique.  11  considère  donc  la  surface  sphérique  indé- 
pendamment de  la  Géométrie  euclidienne  de  l'espace,  et  suivant   ft  l'idée  qui 
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«  est  le  fondement  de  la  conception  moderne,  que  ce  sont  les  axiomes  qui 
fl  en  réalité  font  la  géométrie  »,  il  forme  d'abord  un  ensemble  d'axiomes  Bur 
l.i  base  desquels  il  construit  son  système  de  Géométrie  sphérique.  11  examine 
ensuite  plus  spécialement  ces  axiomes  pour  se  rapprocher  de  la  manière 
moderne  d'envisager  les  fondements  des  Mathématiques  et  de  la  Géométrie 
en  particulier.  M.-Fr.  DA?(it-^Ls  (Fribourg,  Suisse). 
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!•  Sommaires  des  principaux  périodiques: 

Rendiconti  del  Gircolo  Matematico  di  Palermo.  Direitorc  G.-B.  Guccia. 

T.  XXII.  —  M.  Fr^:chet  :  Sur  quelques  points  du  Calcul  Fonctionnel.  — 
L.  BiANCHi  :  Riccrchc  sulla  deformazione  délie  ((uadriche.  —  E.  Pascal  : 
Snlla  equîvalenza  di  due  sistemi  di  forme  differenziali  multilineari,  e  su 
quetla  di  due  forme  diiferenziali  complète  di  2o  ordine. — IL  Sbrana  :  Sopra 
certi  inviluppi  di  sfere.  —  O.  Niccoletti  :  Su  un  teorema  di  Kronkcker  délia 
leoria  dei  delcrminanli.  —  L.  S.  da  Rios  :  Sul  moto  d'un  liquido  indednito 
ron  un  filelto  vorticoso  di  forma  quatunque.  —  L.  Berzolari  :  Sull'esten- 
sionc  del  concetlo  di  tetraedi  di  Môbiis  agli  iperspazii. —  P.  Stji-ickel:  Gco- 
diitische  Linien  auf  Polyederfliichen.  —  C  Burali-Forti  :  Sui  principii  délia 
xMeccanica.  —  P.  Gordati  :  Die  Résultante  binârer  Formen.  —  P.  Calapso  : 
Sugrinvarianti  del  gruppo  délie  trasformazioni  conformi  dello  spazio.  — 
L.  Berzolari:  Alcuni  teoremi  sulle  curve  razionali  di  uno  spazio  ad  r  di- 
mensioni  dolate  di  r  -f-  1  punti  d'iperosculazione.  —  T.  Roggio  :  Trasfor- 
mazione  di  alcune  funzioni  potonziali.  —  A.  Kneser  :  Ein  Breitag  znr  Théo- 
rie dcr  Inlegralgleichungen.  —  E.  Picard:  Sur  quelques  applications  de 
l'équation  fonctionnelle  de  M.  Fredholm.  —  Th.  Reye  :  Folgerungen  ans 
einem  Satz  von  Bobillier  iibcr  confocale  Fliichen  zweiten  Grades.  —  J. 
QuANJEL  :  Les  équations  générales  de  la  Mécanique  dans  le  cas  des  liaisons 
non-holonomes.  — P.  Quintili  :  Determinazione  délia  funzione  m"»*  di  Gree.n 
pcr  un  campo  sferico  di  p  dimenzioni.  —  E.  Ciani  :  Sopra  la  sestiche  gobbe 
dolate  di  inlîniti  pianti  tritangenti.  —  B.   Levi  :  Sul  principio  di   Dirichlet. 

—  P.  Appell:  Sur  les  fonctions  harmoniques  à  trois  groupes  de  périodes.  — 
E.  Pascal:  Sui  determinanti  composti  c  su  di  un  covarianle  eslensione  del- 
l'hessiano  di  una  forma  algebrica.  —  G.  Fubini  :  Sul  principio  di  Dirichlet. 

—  B.  LEyi  :  Sul  principio  di  Dirichlkt. 

Revue  de  Métaphysique  et  de  Morale,  dirigée  parX.  I.éon.  Arm.  Colin,  Paris. 

li*"  année.  N®  6.  —  Hannequix  :  La  méthode  de  Descartes.  —  La  philoso- 
phie de  Leibniz  et  les  lois  du  mouvement.  —  Poincaré  :  A  propos  de  la  Lo- 
gistique. 

IS™*"  année.  No  1.  —  A.  N.  Whitehkad  :  Introduction  logique  à  la  géomé- 
trie. —  Voir,  dans  ce  même  fascicule  1,  p.  11  du  supplément,  l'analyse  de 
I  ouvrage  de  Frbge.  L^eber  die  Grundlagen  dcr  Géométrie, 
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Sitzungsberichte   der  K.  Akademie   der  Wissenschaften,   Wien.  Maih.  - 
Natarw.    Klasse.   CXIV.  Band,  Jahrgaiig  1905.  —  Gerold's   Sohn,  Vienne. 

Daublebsky  V.  Steknfxk,  R.  :  1**  Ueber  die  Kombiuationcu  der  Potenz- 
reste  einer  Primzahl  zu  bestimmteu  Summeu.  —  2®  Yersuch  einer  Théo- 
rie der  srheinbaren  Entfernungen.  —  Kluc,  L.  Konstruklion  des 
Reliefs  einer  Flàche  zweiter  Ordnung.  —  Kohn,  G.  :  Ueber  deii  VVurf 
von  sechs  Punklen  der  Ebene,  —  Mertens,  F.  :  1°  Ueber  zyklische  Glci- 
chungen.  —  2°  Ueber  den  Dedekind'schen  Beweis  der  Irreduktibilitat  der 
Gleichung  fiir  die  primitiven  n*«"  Einheitswurzeln.  —  S'»  Die  Kuinmer  sclie 
Zerfiillung  der  Kreisleilungsresolvente.  —  Niessl,  G.  v.  :  1"  Bahnbeslim- 
mungdes  Meteors  vom  2  Nov'ember  1903.  —  2oBahnbesliraniinig  des  Moteors 
vom  14  Miirz  1905,  —  Pick,  G.  :  Zur  Théorie  der  Differeiitiatioiisprozesse 
der  Invariantentheorie.  —  Prey,  A.  :  Ueber  eine  VorrichUmg  zur  Verniei- 
dung  des  Mitschwingens  des  Statives  beim  Doppelpendel.  —  Radacovic,  M.  : 
Ueber  die  Berechnung  der  erzwungenen  Schwingungen  eines  materielleii 
Systems.  —  W.iîlsch,  E.  :  Ueber  die  Résultante  biniirer  Forinen.  — 
Wagner,  A.  :  Eine  neue  Méthode  zur  Messung  der  Horizoïiialiutensilai  auf 
Reisen.  —  Weinek,  L.  :  Zur  Théorie  der  Sonnenuhren.  —  \VILLKE^s,  A.  : 
Untersuchnngen  ùber  eine  neue  Klasse  periodischer  Lôsuiigcni  des  Pro- 
blems  der  drei  Korper.  —  Wirtincer,  W.  :  Ueber  die  Anzahl  der  linear 
unabhiingigen  hypergeomelrischen  Intégrale  n*»""  Stufe.  —  Zahradmk,  K,  : 
Ueber  eine  birationale  kubische  Verwandschaft  und  deren  Anwendung. 

Unterrichtsblàtter  fur  Mathematik  und  Natarwissenschaften,   herausge- 
geben  von  F.  Pietzker.  XII,  Jahrgang,  1906.  Otto  Salle,  Berlin. 

Th.  Adrian  :  Die  Behandlung  der  Zycloide  in  einem  angopassten  Koordi- 
natensystem.  —  K.  Geissler  :  Die  Bedeutung  der  Winkeldeliniiiou  fur  das 
Parallelenproblein.  —  O.  Lesser  :  Négative  Flachen  iin  Schulunlerricht.  — 
O.  NiTscHE  :  Elementare  Berechnung  bestiramter  Intégrale  vou  Polenzen 
mit  ganzen  und  gebrochenen  Exponenten.  —  G.  Ju.nge  :  Die  Bazilleuver- 
mehrung,  ein  Beispiel  fur  die  Théorie  der  Potenzen.  —  1^.  Hae.ntzschel  : 
Ueber  die  Genauigkeit  geometrischer  Konstruktionen.  —  J.  Braun  :  Der 
Cosinussatz  fiir  beliebige  Vielecke.  —  G.  Junge  :  Zur  Einfûhning  in  den 
Salz  von  Pythagoras.  —  R.  Haage  :  Die  Bestimmung  der  Charaklerislik 
eines  Kugeischnitts  ans  dem  IVeiguugswinkel  der  Kegelkante  und  dem  der 
Schnittebene  gegen  die  Kegelachse.  —  II.  Wieleitner  :  Beitrag  zur  Lehre 
von  den  negativen  t'iachen.  —  F.  Pietzker  :  F'iachenwerte  von  entgegen- 
gesetztem  Zeichen.  —  Th.  Schwartze  :  Die  Grundformrl  des  Parallelo- 
grammgesetzes.  —  A,  Wendler  :  Maximum,  Minimum  und  Symmetrie.  — 
O.  Ohmann  :  Ueber  eine  kreisfôrmige  und  drehbare  Wandlafcl  und  ihre 
Verwendung  im  mathematischen  Unterricht.  —  O.  Lesser;  P.  Kihchberger  ; 

F.  Pietzker  :  Nochmals  die  negativen  Flachen.  —  V.  Dôrk  :  Kine  verein- 
fachte  Lichtstufen-Bestimmung.  —  E.  Wiedemann  :  Ueber  das  Experiment 
im  Altertum  und  Mittelalter.  —  F.  Pietzker  :  lo  Die  Stelluiig  der  Fach- 
kreise  zu  den  Vorschliigen  der  von  der  Naturforscher-Gesellschaft  einge- 
setzten    Unterrichtskonimission.    —    2©   Diskussion    ùber   dièse    Frage.    — 

G.  Holzmuller  :  Karl  Schellbach  und  seine  Stellung  zur  Frage  der  Diffe- 
rential-und  Integralrechnung  auf  hoheren  Schulen.  —  H,  AVieleitxer  :  Der 
Zahl-und  Mengebegriff  im  Unterricht.  —  O.  Nitsche  :  Die  Auwendbarkeit 
der  Simpsonschen  Regel,  gleichzeitig  eine  Verallgemeinerung  des  Archi- 
medischen    Satzes.    —    J.    Ducrue    :    Ueber    geometrische    Propadeulik.   — 
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Ci.    HoLZMULLEK    :    Eiiic   AbplattuQgsaufgabe.    —  Th.    Adrian    :    Tanjçcutial- 
Koordinatcii. 

Zeitschriftfûr  das  Realscholwesen,  herausgegcben  von  Em.  Czlber,  Ad. 
Bechtel  uud  Mor.  Gloser.  XXXI  Jahrg.  1906  ;  Alfr.  Hôlder.  Wien. 

No*  7  à  12.  (Juillet-décembre,  1906).  —  P.  v.  Schaenwe?;  :  Quadrierbarc 
Suuiinen  von  mondfôrmigen  Figureu.  — E.  Czuber  :  Die  Kollektivraasslehre. 
—  Adr.  AcHiTscH  :  Zwei  Reihen  zur  Berechnung  von  Logarilhmen.  —  R. 
Kirchberger  :  Die  darstellende  Géométrie  an  unseren  Realschulcn  seit  deren 
Bestande. 

Zeitschrift  fftr  Mathematik  and  Physik,  hcrausgegeben  von  R.  Meh.\ikk  u. 
C.  Ru.xGE.  —  53.  Band,  1906.  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

No  1.  —  NiTZ  :  Beilrage  zu  einer  Fehlertheorie  dei*  geometrischen  Kons- 
truktionen.  —  Mie  :  Ûber  die  Kurzschlussstromkurve  eines  Gleichslroman- 
kers.  —  Ernst  :  Zur  Addition  und  Subtraktion  mit  HiUe  des  logarithrai- 
sehen  Recbenschiebers. 

N<»  2.  —  WiEGHARDT  :  Ubcp  die  Nebenspannungen  gewisser  hochgradig 
siatisch  unbestimmter  Fachwerke.  —  Léon  :  Spannungen  und  Forniande- 
rungcn  rotierender  Kugelschalen.  —  Lercb  :  Uber  die  Berechnung  der  Sum- 
nien  diskoutiertei*  Zahleu  fiir  eine  nach  dem  Makehamschen  Gesetz  fort- 
sehreitende  Sterbetafel.  —  Wellisch  :  Die  Gewôlbetheorie  im  Lichle  der 
Théorie  der  kleiosten  Produkte.  — *  Girtler  :  Ûber  die  kubische  Dilatation 
und  ihre  Beziebung  zur  Beanspruchung  isotroper  elastischer  Kftrper. 

N"  3.  M.  Radakovic  •  Ûber  die  theoretische  Behandiung  des  Problems 
d«*r  stôren^eu  Lokomotivbewegungen.  —  Hans  Linsenmann  :  Die  elastische 
Linie  der  Gehiiuse  von  Drehstrommaschinen  mit  grossen  Durchmessern.  — 
F.  Wittexbauer  :  Dynamische  Kraftpliine.  —  E.  Wôlffinc  :  Abhandlungsre- 
jâ^ister  1904-1905.  —  E.  Wôlffinc  :  Verzeichnis-  der  in  technischen  Zeit- 
schriflcn  1903-1904  sich  vorlindenden  mathematischen  Abhandlungen. 

N»  4.  —  P.  Riebesell  :  Ûber  die  Kommutation  des  Stromes  in  Gieichstrom- 
generatoren.  —  J.  Horn  :  Weitere  Beitriige  zur  Théorie  der  kleinen  Schwin- 
gungeu.  —  N.  Delaunay  :  Graphische  Berechnung  der  elliptischen  Funk- 
tiouen.  mit  einigen  Anwendungcn.  —  F.  Biske  :  Réflexion  de  la  lumière  sur 
1  eau  ébranlée.  —  Otto  Bibrma?(n  :  Ûber  die  dichteste  Lagerung  gleicher 
Kreise  in  einem  Kreise.  —  R.  Gans  :  Das  Potential  einer  leitenden  Kreis- 
scheibe.  —  Kleinere  Mitteilungen.  —  Biicherschau. 

Zeitschrift  fur  mathematischen  a.  naturw.  Unterricht,  herausgegeben  von 
D""  H.  ScHOTTEN.  —  37.  Jahrgang,  1906:  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 
No»  1  à  4.  —  EcKHARDT  :  Berechnung  der  zyklometrischen  und  goniome- 
trischen  Funktionen  ohne  Reihenentwickluug.  —  Hagge  :  Das  Volumen  des 
Tetraeders  als  Fuuktion  der  Kanten.  —  Epstein  :  Ein  Zerlegungsbeweis 
des  PythagoreischenLehrsatzes.  — Tesar  :  Ein  Beispiel  aus  der  Mathematik 
und  Mechanik  zur  Lehre  von  deu  GrOssenordnungen.  —  Pasternak  :  Ûber 
die  Identitât  (m*  -j-  n*)  (o*  -j-  /?')  =  (mo  ±  np)*  -|-  (nip  I}I  no)*.  —  Hermès  : 
Bemerkungen  zum  Paskalschen  Scchsecke.  — Milarch  :  Elément  are  Berech- 
nung der  Logarithmen.  —  Th.  Habler  :  Die  Ausnahmslosigkeit  beim  De£i- 
nicren  trigonoractrischer  Funktionen,  —  H.  Bondenstedt  :  Das  Berûhrungs- 
problem  des  Apollonius.  —  A.  Schùlke  :  Ûber  die  Einfuhruug  negativer 
Zahlen.  —  C.  Frenzel  :  Neue  elenieiitare  Ableitung  der  Fornieln  zur  Be- 
stimmung  der  Uaupt-und  Brennpuncktc  einer  Linse.  —  A.  Schùlke  :  Ûber 
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die  Rcform  des  mathematischen  L'nterriclils  a»  hôlierea  Schulen.  —  H.*Kefer- 
STEiN  :  Einc  gemeinsarac  Méthode  ziir  Lôsung  der  Gleichungen  2,  3,  und  4. 
Grades.  —  Tii.  Nonne  :  Das  Rniiuiverhailnis  des  konkaveo  tind  konvexeii 
Umdrehungs-Paraboloïds  bci  2r-liôhe.  —  J.  Schreiner  :  Ein  Salz  der 
Schulgeometrie.  —  Ernst  Sos  :  Zwei  diophantische  Gleichuugen.  —  Luowic; 
MiiTTHiEssEN  ;  Mcrkwûrdige  Zahlciireihen.  —  H.  VVieleit»ner  :  Die  Evoliiten 
derKegelschnitle.  —  H.  Pfaff  :  Geomelrische  Oerterals  Ûbungssloff  fur  die 
Prima.  —  J.  Schlbsimger  t  Zur  Lehre  von  der  Proportionalitat  der  Linien  am 
Kreise.  —  Wilh.  Lehnen  :  Teiluiig  eines  jeden  gegebenen  Winkels  in  den 
Primzahlen  3,  5.  7, 11,  13,...U8w.  entsprecheude  gleiche  Teile. —  P.  Zûhlkf.  : 
Einfacher  Beweis  des  Satzes  vom  Neunpunktekreis.  —  Ernst  Vogel  :  Cber 
die  mechanischc  Erraitllung  des  Durchdridgungspolygons.  —  Grosse  :  Die 
graphische  Behandiung  der  Gleichungen  im  Unterricht. 
Literarische  Berichte.  —  Piidagogische  Zeitung. 


2«  Liivres  nouveaux: 

O.  Broggi.  —  Traité  de«  assurances  sur  la  vie  avec  développcmenis  sur  le 
calcul  des  probabilités,  traduit  de  l'italien  par  S.  Lattes.  —  1  vol.  cart.. 
306  p.;  7  fr.  50;  Librairie  Hermann,  Paris. 

C.-H.  Chandler.  —  Eléments  cl  the  Infiiiitesimil  Galculus.  —  1  vol.,  in-l2. 

relié.  319  p..  I'i6  figures,  jj  2  ;  John  Wiley  and  Sons,  New- York. 

E.  CzuBER.  —  Vorlesungen  ûher  Differential-  u.  Integralrechnang.  II  Band. 
Zweite,  sorgfàltig  durch  gesehene  Auflage.  —  1  vol.  in-8o,  relié,  522  p.  ; 
12  marks  ;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

H.  Hartwig.  —  Das  Stereoskop  and  seine  Anwendnngen,  mit  'lO  Abbil- 

dungen  im  Text  u.  19  stereoskopischen  Tafeln.  —  1  vol.  cart.  70  p.,  Col- 
lection «  Natur  u.  Geisleswelt  »  ;  1  m.  25  ;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

F.  PiETZKER.  —  Lehrgang  der  Elementar-Mathematik.  I.  Umerstufe.  — 
l  vol.  in-8o,  relié,  318  p.  ;  3  m.  20;  B.  G.   Teubner,  Leipzig. 

11.  PoiNCARÉ.  —  Leçons  de  Mécanique  céleste.  T.  II.  l^e  partie  :  Développe- 
ment de  la  fonction  perturbatrice.  —  1  vol.  gr.  in-8,  167  p.;  Gaulhier- 
Villars,  Paris. 

J.  RiOLLOT.  —  Les  carrés  magiques.  Contribution  à  leur  élude.  —  l  vol. 
gr.  in-8,  119  p.;  Gauthier-Villars,  Paris. 

Osw.  Vkblen  and  N.  J.  Lenni:s.  —  Introduction  to  Infinitésimal  Analy- 

sis.  —  Funktions  of  one  real  variable.  —  1  vol,  in-8,  relié,  227  p.. 
22  figures  ;  ,S*  2  ;  John  Wiley  and  Sons,  New- York. 

H.  VoGT.  —  Eléments  de  mathématiques  supérieures  à  l'usage  des  physi- 
ciens, chimistes  et  ingénieurs  et  des  élèves  des  Facultés  des  sciences. 
\mc  édition,  très  augmentée  et  entièrement  retondue.  —   1   vol.    gr.   in-S^, 

710  p.  ;  12  fr.  ;  Vuibert  et  Nony,  Paris. 
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Chemin  de  fer  du  Nord 

De  Paris-Nord  à  Londres 

Via  Calais  ou  Boulogne, 
Cinq  Nei*%'ices  rapides  quotidiens  dans  fiiaque  sens* 

VOfF  LA  PLUS  RAPIDK 


Services  rapides  entre  Paris,  la  Belgique,  la  Hollande,  l'Allemagne, 
la  Russie,  le  Danemark,  la  Suède  et  la  Norvège. 

5  express  dans  chaque  sens  entre  Paris  et  Bruxelles.      .     . 

3  »  »  »  »  Paris  et  Amsterdam   .     . 
5           9            I»            »            »           Paris  et  Cologne    . 

4  »  »  »  »  Paris  et  Francfort 
4           »            »            »            »           Paris  et  Berlin .... 
2            »             »            »             »            Paris  et  St-Pétersbourg. 

Par  le  Nord-Express  bi-hebdomadaire. 

1  express  dans  chaque  sens  entre  Paris  et  Moscou     . 

2  »  »  »  »  Paris  et  Copenhague . 
2           »            »            »            »           Paris  et  Stockholm     .     . 
2           »            »            n            V           Paris  et  Christiania    .     . 


IVajet 

en  3  h. 

50 

8  h. 

30 

8  h. 

12  h. 

18  h. 

51  h. 

46  h. 

62  h. 

28  h. 

43  h. 

49  h. 

Avis  et  recommandations  à  MM.  les  Auteurs. 


Manuscrits  et  figures.  —  Nous  insistons  auprès  de  MM.  les  Collabo- 
rateurs pour  que  leurs  articles  destinés  à  L*  Enseignement  M  a  thématique 
soient  écrits  lisiblement  et  d*nn  seul  côté  de  la  feuille.  Lorscjue  le  mé- 
moire est  accompagné  de  figures,  celles-ci  doivent  être  dessinées  avec 
soin  sur  des  feuilles  séparées. 

Nous  invitons  en  outre  MM.  les  Auteurs  à  rappeler  leur  adresse  en 
tète  de  chaque  lettre  et  de  chaque  article. 

Tirages  à  part.  —  La  Direction  de  L'Enseignement  Mathématique 
remet  gratuitement  à  MM.  les  Auteurs  d'articles  de  fond  vingt-cinq 
tirages  à  part  sous  couverture,  sans  remaniement  de  leur  article.  Les 
Auteurs  pourront  d'ailleurs  obtenir  un  plus  grand  nombre  de  tirages  à 
part  (jusqu'à  concurrence  de  200  exemplaires  supplémentaires)  et  cela 
aux  conditions  fixées  par  un  tarif  spécial  qui  peut  être  demandé  à 
TAdministration  ;  toutefois  la  demande  du  tirage  supplémentaire  devra 
être  faite  en  retournant  l'épreuve  corrigée. 

Pour  tout  ce  qui  concerne  les  tirages  à  part  s'adresser  à  V Admi- 
nistration de  r Enseignement  Mathématique,  4,  rue  du  Vieux-Collège, 
Genève.  Les  Directeurs. 
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L'INTERMÉDIAIRE 

DKS 

MATHÉMATICIENS 

FONDÉ  EN  1894  PAR  C.-A,  LAISANT  et  É.  LEMOINE, 

DIRIGÉ   PAR 

G.-A.  LAISANT,  (  Emile  LEMOINE, 

Docteur  es  Sciancaa,  |  IngénieQr  ciril, 

ExaminaUur  &  l'École  Polytechnique,  i  Ancien  Élève^de  rÉcole*Polyteehnique, 

Ed.  MAILLET,  1  A.  6R£VT, 

Répétileor  &  l'École  Polyteehniqoe,  |  Professeur  an  Lycée  Saint-Louis. 

Pnx  pour  un  an  (12  nlhéros)  : 

Paris,  7  fr.  —  Départements  et  Union  postale,  8  fr.  50  c. 

Les  volumes  des  années  précédentes  (sauf  le  Tome  l)  se  vendent  chacun  . .     7  fr. 
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SCIKNTIA 

Ezpoaé  et  déTeloppement  des  questions  scientifiques  à  l'ordre  do  ionr. 
SÉRIE   PHYSICO-MATHÉMATIQUE 

Publiée  sous  la  direction  de 

MM.  APPELL,  D'ARSONVAL,  HALLER,  LIPPMANN,  MOISSAN,  POINGARË 

Membres  de  rinstitiit 

Chaque  fascicule  comprend  80  &  100  pages  in-So  écu  (20X13).  avec  cartonnage  spécial. 
Prix  du  fascicule ^  francs. 

Fa.«olcvLl9«  paxTxs  : 
1 .  (Epuisé).  —  2.  Maurain  (Ch.).  Le  magnétisme  du  fer.  —  3.  Freundler  { P.).  La  sté- 
réochimie. —  4.  Appell  (P.  ).  Les  mouvements  de  roulement  en  dynamique.  —  5.  Cotton 
(A.).  Le  phénomène  de  Zeemann.  —  6.  WALLERA^T  (Km.).  Groupements  cristallins: 
propriétés  et  optique.  —  7.  Laurent  (H.).  L'élimination.  — 8.  Raoult  (F. -M.).  Tono- 
métrie. —  9  Décombe  IL.).  La  célérité  des  ébranlements  de  l'éther.  —  10.  Villard 
|P.).  Les  rayons  cathodiques.  —  11.  Barbillon  (L.).  Production  et  emploi  des  cou- 
rants alternatifs.  —  12.  Hadamard  (J.).  La  série  de  Taylor  et  son  prolongement 
analytique.  —  13.  R\oult  (F  -M.).  Cryoscopie.  —  I^.Macé  de  Lépinay  (J.).  Franges 
d'interférences  et  leurs  applications  métrologiques.  —  15.  Barbabin  (P.).  La  géo- 
métrie non-euclidienne.  —  16.  Néculcéa  (E.).  Le  phénomène  de  Kerr.  —  17.  An- 
doyer  (H.)  Théorie  de  la  lune.  —  18.  Lemoine  (E.).  Géométrographie.  —  19.  Car- 
vallo(E.).  L'électricité  déduite  de  l'expérience  et  ramenée  au  principe  des  travaux 
virtuels.  —  20.  Laurent  (H.)  Sur  les  principes  fondamentaux  de  la  théorie  des 
nombres  et  de  la  géométrie.  —  21.  Décombe  (L.).  Compressibilité  des  gaz  réels.  — 
22.  Gibbs  (J.-W.).  Diagrammes  et  surfaces  thermodynamiques.  —  23.  Poi.ncark  (il.), 
/^a  théorie  de  Maxwell  et  les  oscillations  hertziennes.  La  télégraphie  sans  fil.  — 
^'•.  Col'turat  (L.).  L'Algèbre  de  la  Logique.  —  25.  Glichard  (H.).  Sur  les  systèmes 
triplement  indéterminés  et  sur  les  systèmes  triples-orthogonaux.  —  26.  MWz  (G. 
do).  La  double  réfraction  accidentelle  dans  les  liquides.  —  27.  Petrovitcii  (M.|. 
La  mécanique  des  phénomènes  fondée  sur  les  analogies.  —  28.  Bouasse  (H).  Bases 
physiques  de  la  musique. 

w.  Kùwoïc  »  Fils  -  GENève.  Le  Gérant:  Gauthier-Yillars. 
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L'ENSEIGNEMENT  MATHÉMATIQUE 

i%.dlIlilli8tpation  :  4,  rue  du  Vieux-Collège,  Genève  (Suisse). 

L'Enseignement  mathématique  parait  tout  les  deux  mois  (les  15  janvier,  mars, 
mai,  juillet,  septembre  et  novembre)  par  fascicules  de  80  à  96  pages. 

Prix  du  Numéro  :  3  Francs. 

AbOttilMiteilto.  —  Les  abonnements  sont  annuels  et  parlent  de  janvier. 

Prix  de  ribonnement  :  Union  postale 15  francs. 

On  s'abonne,  en  France  :  !<>  Par  l'envoi  d'un  mandat  poste  h  la  Librai&ik 
GAUTHIER-VILLARS,  Paris,  55,  quai  des  Grands-Augustins  ;  2»  chez  les  princi- 
paux  libraires. 

Dans  tous  les  autres  pays,  on  s'abonne  :  !<>  Par  l'envoi  d'un  mandat  poste  à  la 
Librairie  GEORG  et  C»«,  à  Genève,  10,  Corraterie  ;  2®  chez  les  principaux  libraires. 

SOMMAIRE  du  N*  3  (15  mai  1907). 

C.  A.  Laisant.  —  La  vie  et  les  travaux  d'Amédée  Mannheim  (avec 

un  portrait) 169 

G.  CoMBEBiAc  (Bourges).  —  Sur  la  détermination  des  métriques.     .  179 

Ernest  Lebon  (Paris).  —  Table  d'Eléments  relatifs  à  la  base  30030 
pour  la  recherche  rapide  des  facteurs  premiers  des  grands 
nombres 185 

G. -A.  Miller  (Illinois).  —  La  théorie  des  groupes  appliquée  aux 

mathématiques  élémentaires 192 

C.  BouRLET  (Paris).  —  La  notion  des  groupes  et  la  théorie  des 

parallèles 198 

G.  H.  Bryan  (Bangar).  —  Notes  de  statique 201 

Th.  Flournoy  (Genève).  —  Enquête  sur  la  méthode  de  travail  des 

mathématiciens  ;  questions  19 204 

Mélanges  et  correspondances.  —  Le  Heu  de  naissance  de  Legendre(C.-A.-L.). 

—  Sur  le  cercle  passant  par  les  pieds  des  bissectrices  intérieures 
(Em.  Weber,  Liège).  —  Simple  remarque  sur  un  théorème  de  Géométrie. 
(Era.  Weber,  Liège).  —  Sur  la  relation  entre  les  côtés  d'un  triangle 
rectiligne  (J.  Malaise,  Liège) 218 

Chronique.  —  Le  2«  centenaire  d'Euler  :  a)  Séance  organisée  le  15  avril  par 
la  Société  mathématique  de  Berlin  ;  h)  Séance  commémorative  orga- 
nisée le  29  avril  par  l'Université  de  Bâle.  —  Monument  Abel.  —  Monu- 
ment Lamarck.  —  Nominations  et  distinctions.  —  Nécrologie.     .  .     221 

Notes  et  Documents.  —  Programme  d'un  cours  d'histoire  des  sciences,  éla- 
boré par  P.  Tan.nert.  —  Circulaire  de  M.  le  Vice-recteur  de  l'Académie 
de  Paris  sur  renseignement  des  sciences  mathématiques  et  des  sciences 
physiques  (Liard). 

Cours  universitaires  :  Angleterre,  Autriche-Hongrie 226 

Bibliographie-  —  Axdoyer  :  Cours  d'Astronomie,  1.  —  Boussinesq  :  Théorie 
analytique  de  la  chaleur,  11  (R.  Marcolongo).  —  Czuber  :  Vorl.  ùber  Dif- 
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Voyages  internationaux  à  itinéraires  facultatifs. 
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au  gré  des  voyageurs  el  pouvant  comporter  à  la  fois  des  parcours  : 

a)  sur  les  lignes  des  grands  réseaux  français,  des  réseaux  algériens  et  tunisiens 
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b)  sur  certaines  lignes  maritimes  : 

c)  sur  les  lignes  des  Chemins  de  fer  de  l'Rurope  à  l'exclusion  dos  chemins  de 
fer  anglais,  espagnols,  portugais  et  russes. 

L'itinéraire  des  voyages  commencés  en  France,  en  Algérie,  en  Tunisie,  en  ('orse 
ou  en  Italie,  doit  comporter  obligatoirement  des  parcours  étrangers.  L'itinéraire 
doit,  dans  tous  les  cas,  ramener  le  voyageur  à  son  point  de  départ. 
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gares  et  agences  avant  midi.  Pour  toutes  les  autres  gares,  les  demandes  doivent 
être  faites  au  moins  quatre  jours  à  lavance.  Les  livrets  commandés  en  Algérie,  en 
Tunisie  et  en  Corse  étant  établis  en  France,  le  délai  de  4  jours  est  augmenté  des 
délais  de  transmission. 
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Mont-Blanc,  Chamonix »            »          »            >»              »  0,25 

Savoie-Suisse »           »          >♦           »             »  0,25 

Dauphiné »           »           >/            »             »  0,25 

Le  Rhône,  de  sa  source  à  la  mer     ...»           »           n           m              »  0,50 

La  Côte-d'Azur,  brochure  polychrome     .     »            »           p            »              »  0,50 

L'Auvergne (édité  en  français  seulement)  0,50 

La  Corse »                 »                 »  0,25 

Album  de  vues  du  réseau  P.-L.-M 0,50 

Album  :  Côte-d'Azur,  Corse,  Algérie,  Tunisie  (avec  caries  postales).           .  0,50 
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Albums  itinéraires  illustré»  :  Paris-Siniplon-Milan  (édile  en  langues  fran- 
çaise et   anglaise) 0,50 

Paris-Lyon-Marseille-Côte-d  Azur  (édité  en 

langues  française  et  anglaise 0,50 

Paris  au  Mont-Blanc  (en  français  seulement)  0,50 

Album  «  Mont-Cenis  » 1, — 

L*envoi  de  ces  documents  est  fiiit  par  la  poste  sur  demande  adressée  au  Service 
Central   de   l'Exploitation,    20,   boulevard    Diderot,    à    Paris,    el   accompagnée   de 

0  fr.  70  en  timbres-poste  pour  le  Livret-Guide-Horaire  P.-L.M-.,   de   0   fr.  55  en 
timbres-poste,  pour  chacune  des  brochures  iniscs  (mi   vente  au    prix  de  0  fr.  50  de 

1  fr.  10  en  timbres-poste  pour  l'Album  «  Monl-Onis  »  ou  de  0  fr.  30  en  timbres- 
poste  pour  chacune  des  autres  publications  énumérécs  ci-dessus. 
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LA  VIE  ET  LES  TRAVAUX  D  AMEDEE  MANNHEIM 


Le  11  décembre  1906  est  une  date  de  deuil  pour  la  science 
française;  ce  jour-là,  un  grand  géomètre,  continuateur  des 
Chasles  et  des  Poncelet,  était  emporté  à  l'âge  de  75  ans  par 
une  courte  maladie. 

L'histoire  de  la  vie  du  colonel  Mannheim  est  simple,  et  of- 
fre surtout  de  Tintérét  pour  ceux  qui  Font  connu,  c'est  à  dire 
pour  ceux  qui  Font  aimé.  Cependant  il  nous  semble  bon  de 
ne  pas  la  séparer  de  Texposé  de  son  œuvre  ;  il  n'est  pas  inu- 
tile de  présenter  aux  jeunes  générations,  l'exemple  d'hom- 
mes chez  lesquels  la  bonté,  la  droiture,  la  noblesse  du  carac- 
tère, les  vertus  privées  furent  en  harmonie  avec  la  puissance 
intellectuelle. 

L'exposé  des  travaux  scientifiques  de  Mannheim  a  été  et 
sera  sans  doute  présenté  encore  dans  les  journaux  mathé- 
matiques. Les  Nouvelles  Annales  de  MathémaiiqueSy  notam- 
ment, ont  publié  sous  le  titre  «  L'Œuvre  d'Amédée  Mann- 
heim »  une  notice  excellente  de  mon  ami  M.  R.  Bricard,  à 
laquelle  je  me  permettrai  de  faire  de  larges  emprunts. 

Né  à  Paris  le  17  juillet  1831,  Mannheim  montra  de  très 
bonne  heure  un  goût  prononcé  pour  les  mathématiques  ;  ses 
dessins  d'enfant  témoignent  d'un  sentiment  inné  de  la  pers- 
pective. 

A  l'Institution  Martelet,  où  il  fut  placé  par  ses  parents, 
il  put  commencer  à  révéler  certaines  particularités  carac- 
térisant ses  aptitudes.  Sa  famille  habitait  rue  de  la  Paix, 
l'institution  était  au  Marais  ;  et  c'est  pendant  le  trajet,  de 
plusieurs  kilomètres,  que  l'élève  résolvait  mentalement  les 
problèmes  qui  lui  avaient  été  posés. 

Reçu  à  l'Ecole  centrale,  il  voulut  pousser  plus  loin  ses  étu- 
des et  fut  au  lycée  Charlemagne  l'élève  de  Catalan.  Il  entra 

L'Enseignement  maChém.»  9«  année  ;  1907.  12 
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à  TEcole  Polytechnique  en  1848,  âgé  de  17  ans,  en  sortit  sous- 
lieutenant  d'artillerie,  et,  quittant  Paris  pour  la  première  fois, 
se  rendit  à  TEcole  d'application  de  Metz. 

C'est  là  qu'il  eut  l'ingénieuse  idée  de  modifier  la  règle  à 
calculs,  d'y  adapter  le  curseur,  et  d'en  l'aire  Tinstrument  pra- 
tique si  répandu,  si  utile,  auquel  son  nom  reste  attaché.  Rap- 
pelons ici  qu'il  devait  plus  tard  perfectionner  aussi  le  vernier 
et  en  décupler  la  précision. 

C'est  également  pendant  son  séjour  à  l'école  de  Metz  qu'âgé 
de  moins  de  vingt  ans,  il  publiait  son  premier  travail  mathé- 
matique, sur  la  théorie  des  polaires  réciproques  (1851). 

Comme  lieutenant,  il  fut  envoyé  dans  plusieurs  garnisons 
successives,  puis  à  Marseille,  où  il  séjourna  deux  ans  et  put 
se  remettre  à  la  science. 

Détaché  ensuite  à  la  Manufacture  d'armes  de  Châtellerault, 
en  qualité  de  capitaine,  il  eut  occasion  de  donner  carrière  à 
son  génie  inventif,  par  plusieurs  perfectionnements  dans  le 
matériel  de  l'armée,  et  s'occupa  des  questions  scientifiques 
s'y  rapportant, -comme  plus  tard  au  Comité  technique  de 
l'artillerie,  auquel  il  fut  pendant  longtemps  attaché. 

En  1857  il  avait  publié,  sous  forme  de  brochure,  un  curieux 
mémoire,  sur  la  «  Transformation  des  [)ropriétés  métriques 
des  figures  à  l'aide  de  la  théorie  des  polaires  réciproques  », 
où  se  révèlent  déjà  dans  leur  plénitude  son  originalité  et  son 
tour  d'esprit.  Alors  que  Poncelet  n'avait  abordé  le  problème 
qu'en  rendant  les  relations  métriques  d'abord  projectives, 
Mannheim  le  résoud  directement,  en  (ail  les  applications  les 
plus  diverses  et,  allant  plus  avant  encore,  obtient  la  trans- 
formation, non  seulement  des  théorèmes,  mais  de  leur  dé- 
monstration même. 

Peu  après,  il  faisait  paraître  dans  divers  journaux  mathé- 
matiques d'intéressantes  notes  relatives  aux  centres  de  cour- 
bcre  et  à  la  Géométrie  infinitésimale. 

H  était  cependant  encore  peu  connu  lorsqu'en  1859,  une 
place  de  répétiteur  devint  vacante  à  l'Ecole  Polytechnique  ; 
Mannheim  y  fut  nommé,  grâce  à  l'appui  de  riilustre  Lamé,  qui 
avait  su  apprécier  la  valeur  du  jeune  géomètre. 

De  cette  année  1859  date  la  véritable  carrière  de  Mannheim. 
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Désormais,  il  va  se  consaèrer  entièrement  à  la  science  et  à 
renseignement. 

C'est  à  cette  époque  également  que  remontent  mes  pre- 
mières relations^  d'élève  à  répétiteur,  avec  celui  qui  pour 
moi  devait  devenir  plus  tard  un  ami  respecté.  J'ai  tou- 
jours gardé  le  souvenir  de  la  sympathie  que  nous  inspirait, 
à  mes  camarades  et  à  moi,  ce  jeune  répétiteur,  de  quelques 
années  plus  âgé  que  nous,  et  en  qui  nous  sentions  déjà  un 
maître. 

En  1860,  Mannheim  fit  partie  d'une  mission  envoyée  dans 
le  sud  de  la  province  de  Gonstantine,  pour  l'étude  d'une 
éclipse  totale  de  soleil,  et  il  s'y  distingua  par  des  observa- 
tions, aussi  curieuses  qu'inattendues,  relatives  aux  phénomè- 
nes d'interférences. 

Nommé  examinateur  d'admission  en  1863,  il  devenait 
Tannée  suivante  professeur  de  Géométrie  descriptive,  en 
remplacement  de  M.  de  la  Gournerie,  et  il  a  occupé 
cette  chaire,  on  sait  avec  quel  éclat,  jusqu'à  sa  limite  d'âge, 
en  1901. 

Pans  les  années  qui  s'écoulent  de  1859  à  1870,  de  nom- 
breux et  très  importants  travaux  sont  publiés  par  Mannheim 
sur  la  cyclide  de  Dupin,  sur  les  transformations,  sur  les  po- 
lygones inscrits  et  circonscrits,  sur  la  Géométrie  infinitési- 
male, et  enfin  sur  le  déplacement  d'une  figure  de  forme  in- 
variable, point  de  départ  (1866)  de  cette  «  Géométrie  cinéma- 
tique »  dont  il  est  le  créateur  et  qui  restera  comme  la  parlie 
maîtresse  de  son  œuvre. 

Pendant  le  siège  de  Paris  en  1870,  il  commande  la  batterie 
de  l'Ecole  Polytechnique;  après  le  siège,  au  début  de  la  Com- 
mune, il  parvient  à  quitter  Paris  pour  aller  reprendre  son 
enseignement  à  Tours,  où  avait  été  transférée  TEcole  Poly- 
technique. 

Les  années  qui  suivent  comptent  parmi  les  plus  fécondes. 
Mannheim  publie  une  foule  d'articles  et  de  mémoires  remar- 
quables, soit  dans  les  Comptes  rendus  de  TAcadémie  des 
Sciences,  soit  dans  les  journaux  mathématiques.  Il  pousse 
ses  recherches  dans  toutes  les  directions  où  il  devait  défini- 
tivement établir  son  domaine,  et  il  apporte  d'importantes  con- 
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tributions  à  toutes  les  questions  qu'il  aborde;  elles  concer- 
nent notamment  les  surfaces  du  2®  ordre,  la  courbure  et  le 
contact  des  surfaces,  les.  pinceaux  de  droites,  les  normalies, 
le  déplacement  des  figures,  la  surface  de  Tonde,  les  surfa- 
ces réglées. 

Ces  sujets  si  divers,  et  dont  plusieurs  paraissaient  ne  pou- 
voir être  traités  que  par  l'Analyse,  il  les  résoud  par  des  pro- 
cédés de  Géométrie  pure  qu'il  crée  au  fur  et  à  mesure  des 
besoins,  et  dont  l'emploi  donne  à  toutes  ses  productions  un 
caractère  saisissant  de  simplicité  et  d'élégance. 

On  retrouve  ces  mêmes  qualités  au  plus  haut  degré  dans 
son  enseignement.  Soucieux  ajuste  titre  d'en  élever  le  ni- 
veau, il  fait  profiter  ses  élèves  de  ses  découvertes,  en  attri- 
buant un  rôle  prépondérant  à  la  Géométrie  cinématique  ;  il 
réussit  ainsi  à  apporter,  avantage  très  précieux,  l'unité  de 
méthode  dans  les  démonstrations,  et  à  obtenir  une  concision, 
une  clarté,  qui  ne  sont  pas  loin  d'atteindre  la  perfection 
même. 

En  peu  d'années,  le  cours  est  entièrement  rénové.  De  la 
chaire  de  Géométrie  descriptive  il  a  fait,  sans  en  altérer  le 
programme  et  sans  amoindrir,  tant  s'en  faut,  son  utilité  pra- 
tique, une  chaire  de  Géométrie  supérieure. 

Aussi  les  suffrages  du  monde  mathématique  ne  manquè- 
rent-ils pas  au  «  Cours  de  Géométrie  descriptive  de  l'Ecole 
Polytechnique,  comprenant  les  éléments  de  la  Géométrie  ci- 
nématique »,  que  Manuheim,  après  quinze  années  de  profes- 
soral, fit  paraître  en  1880. 

D'éminents  géomètres  tels  que  Gilbert,  Cremona,  Zeuthen, 
dans  de  longues  et  flatteuses  analyses,  donnèrent  à  cet  ou- 
vrage la  consécration  de  leurs  éloges.  Resal,  dans  une  com- 
munication à  l'Académie  des  Sciences,  disait  de  son  côté: 
((  Ce  beau  travail  établit  un  point  de  repère  important  dans 
l'histoire  de  la  Science.  » 

Mannheim  professait  d'ailleurs  avec  une  clarté  impeccable 
et  une  grande  autorité,  complétant  l'intérêt  de  ses  leçons  par 
l'habileté  remarquable  avec  laquelle  il  exécutait  au  tableau, 
tout  en  parlant,  les  épures  les  plus  compliquées.  Aussi  la  re- 
nommée du  professeur  dépassa-t-elle  l'enceinte  de  l'Ecole  et 
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plusieurs  savants  étrangers  sollicitèrent  et  obtinrent  l'auto- 
risation de  venir  suivre  cet  enseignement. 

Puisque  nous  sommes  conduit  en  ce  moment  à  parler  plus 
spécialement  du  professeur,  il  est  bon  de  remarquer  que  les 
qualités  de  Tesprit  ne  se  spécialisent  et  ne  se  divisent  pas. 
C'est  parce  que  Mannheim  était  un  savant  précis,  conscien- 
cieux, sévère  vis  à  vis  de  lui-même,  qu'il  a  été  un  maître  des 
plus  éminents.  C'est  parce  qu'il  était  bon  et  qu'il  aimait  la 
jeunesse,  qu'il  a  conquis  l'affection  de  ses  élèves  s'ajoutant 
à  l'admiration  et  au  respect. 

Qu'il  écrive  ou  qu'il  enseigne,  il  ne  se  sent  jamais  satisfait 
s'il  lui  semble  qu'on  pourrait  encore  atteindre  à  une  plus 
grande  simplicité,  soit-  dans  les  démonstrations,  soit  dans 
les  constructions.  S'il  est  conduit  à  une  citation,  il  tient  à  la 
donner  précise,  rigoureuse  et  complète.  Il  tient  aussi  à  ne 
jamais  omettre  l'indication  d'un  auteur  qui  s'est  occupé  du 
même  sujet  ou  d'un  sujet  analogue,  fût-ce  par  une  contribu- 
tion minime.  Sa  scrupuleuse  conscience  a  ainsi  sauvé  cer- 
tains noms  d'un  oubli  immérité. 

En  1886  parait  une  deuxième  édition  du  Cours  de  Géo- 
métrie descriptive,  contenant  de  nombreuses  modifications 
et  additions.  Signalons  aussi  une  brochure  publiée  en  1882 
et  intitulée  «  Premiers  Eléments  de  Géométrie  descriptive  », 
où  Mannheim  préconise  la  suppression  de  l'emploi  systéma- 
tique de  la  ligne  de  terre. 

Ses  idées  très  justes,  sur  ce  point,  furent  introduites  rapi- 
dement dans  de  nombreux  établissements  d'instruction,  et 
nous  pouvons  constater  qu'aujourd'hui  elles  ont  à  peu  près 
universellement  prévalu. 

Durant  la  période  s'étendant  à  partir  de  1881  jusqu'en  1894, 
le  domaine  des  recherches  de  Mannheim  se  précise  ;  il  les 
poursuit  et  les  achève.  Parmi  les  travaux  qu'il  publie,  men- 
tionnons, presqu'au  hasard,  des  notes  importantes  sur  la 
polhodie  et  l'herpolhodie,  sur  l'hyperboloïde  articulé,  sur  le 
conoïde  de  Pliicker,  etc.  etc.. 

Prise  dans  son  ensemble,  son  œuvre,  comme  le  remarque 
M.  Brieard,  peut  être  divisée  en  trois  groupes. 

Le  premier  concerne  la  théorie   des  surfaces;  Mannheim 
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généralise  le  théorème  de  Meusnier,  il  découvre  le  parabo- 
loïde  des  huit  droites,  et  apporte  des  contributions  considé- 
rables à  Tétude  des  propriétés  qui  dépendent  d'infiniment 
petits  du  3"®  ordre. 

La  considération  des  normalies,  qui  appartient  en  propre 
à  Mannheim,  le  conduit  à  trouver  et  à  vérifier  des  proposi- 
tions qu'on  aurait  pu  croire  inabordables  par  la  Géométrie 
pure.  Enfin,  les  recherches  sur  les  pinceaux,  éléments  infi- 
nitésimaux des  congruences  de  droites,  aboutissent  au  très 
beau  «  Mémoire  d'optique  géométrique  »  (1884),  où  tout  est 
nouveau,  méthode  et  constructions. 

L'étude  de  la  surface  de  Tonde  de  Fresnel  constitue  à  elle 
seule  un  second  groupe  imposant  de  travaux.  Ces  recherches, 
qui  forment  encore  un  important  chapitre  des  applications  de 
la  Géométrie  cinématique,  ont  amené  Mannheim  à  la  déter- 
mination des  ombilics,  à  la  considération  de  la  surface  de 
l'onde  comme  surface  limite,  etc. 

Parmi  les  nouvelles  propriétés  géométriques  qu'il  a  décou- 
vertes, Mannheim  a  été  assez  heureux  pour  en  rencontrer 
un  certain  nombre  qui  sont  suceptibles  d'une  interprétation 
physique.  On  ne  connaissait  que  peu  de  propriétés  de  ce 
genre,  malgré  les  beaux  travaux  de  Fresnel,  Hamilton,  Mac- 
Cullagh  et  Plùcker. 

Enfin  le  troisième  groupe  de  ses  travaux  constitue  la  partie 
capitale  de  son  œuvre  et  concerne  la  Géométrie  cinématique. 
Nous  avons  déjà  cité  de  nombreux  mémoires  qui  s'y  ratta- 
chent. Ils  ont  servi  d'élément  au  plus  important  de  ses  ou- 
vrages scientifiques,  qui  est  le  volume  intitulé  :  Principes  et 
développements  de  Géométrie  Cinématique  (1894). 

Là  il  reprend,  coordonne  et  expose  magistralement  les 
idées  qu'il  a  émises  depuis  1866,  qu'il  a  développées  dans  de 
nombreux  mémoires  et  présentées  en  partie  à  ses  élèves, 
au  cours  de  son  enseignement,  sur  le  déplacement  des  figu- 
res. 

Un  pareil  livre  peut  être  mis  en  parallèle  avec  la  Géométrie 
Supérieure  de  Chasles  et  les  Propriétés  projectiles  de  Pon- 
CELET,  et  l'auteur,  dans  sa  préface,  exprime  rigoureusement 
la  vérité  en  écrivant  cette  phrase  :  «  Je  puis  dire  que  cet  ou- 
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vpage  tout  entier  est  le  fruit  de  mes  recherches  personnel- 
les ^  » 

M.  Bricard,  en  parlant  de  ce  beau  livre,  dit  qu'  «  il  restera 
«  Tun  des  monuments  de  la  science  française  au  XIX®  siècle,  » 
et  il  ajoute:  «  il  serait  diflicile  de  citer  beaucoup  de  traités 
«  mathématiques  de  cette  étendue  aussi  complètement  ori- 
«  ginaux,  et  dont  la  lecture  soit  aussi  propre  à  développer 
«  Tesprit  d'invention. 

«  Dans  un  tel  livre  où  tout  est  personnel,  les  idées  sem- 
«  blent  encore  animées  de  l'activité  qui  leur  a  donné  le  jour.  » 

Arrivons  maintenant  à  Tannée  1901.  C'est  l'instant  où  pre- 
nait fin  la  carrière  de  Mannheim  comme  professeur;  la  re- 
traite lui  était  imposée  par  limite  d'âge. 

Ici  se  place  un  épisode  touchant  et  sans  précédent  à  l'Ecole 
Polytechnique.  A  l'insu  du  professeur,  un  comité  se  forma 
pour  lui  offrir  un  souvenir  artistique  (la  Renommée,  de  Coû- 
tant) qui  lui  serait  solennellement  remis  dans  le  grand  am- 
phithéâtre de  physique,  à  l'Ecole  même. 

Mannheim  fut  prévenu  quelques  jours  à  peine  avant  la  cé- 
rémonie, qui  eut  lieu  le  14  décembre  1901,  sous  la  présidence 
du  Ministre  de  la  Guerre  d'alors,  le  Général  André.  De  bel- 
les allocutions  furent  adressées  au  Colonel  Mannheim  par  le 
Général  Debâtisse,  commandant  l'Ecole,  par  M.  Mercadier, 
Directeur  des  Etudes,  par  M.  Rouché,  Examinateur  de  Géo- 
métrie, enfin  par  le  premier  élève  de  la  promotion  des  an- 
ciens, M.  Aubrun. 

Le  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique  (2°  série,  cahier  7)  a 
publié  (y  compris  les  discours)  le  compte  rendu  de  cette 
belle  séance,  à  propos  de  laquelle  un  jeune  et  regretté  ma- 
thématicien, prématurément  enlevé  à  la  science  depuis  lors, 
écrivait:  «  Cette  récompense  est  le  couronnement  d'une  car- 
et rière  vouée  avec  le  plus  complet  désintéressement  à  la 
«  science  que  M.  Mannheim  aime  vraiment  comme  un  artiste 


*  Si  cet  ouvrage  n'a  paru  qu'en  1894,  la  (Toomélrio  Cinématique  était,  comme  nous  ravons 
dit,  créée,  connue  et  professée  par  l'auteur  même  depuis  environ  un  quart  de  siècle.  Des 
disciple^  avaient  suivi,  plutôt  à  l'étranger  qu'en  France,  et  Schœnflies,  en  Allemagne,  avait 
publié  en  1893  sa  «Géométrie  du  mouvement  »,  livre  des  plus  intéressants  et  des  mieux  faits, 
dont  une  traduction  française  apparut  rapidement.  Schœnflies  y  désigne  lui-même  Chasles 
et  Mannheim  comme  les  fondateurs  do  la  Géométrie  Cinématique. 
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«  aiine  son  art.  Nul  mieux  que  lui  n'a  jamais  cullivé  la  Géo- 
«  métrie  pour  sa  beauté  propre,  qu'il  met  si  harmonieuse- 
«  ment  en  évidence  par  Télégance  de  sa  méthode  et  par  la 
«  concise  précision  de  sa  forme  »  (Ernest  Duporcq,  Nouvel- 
les  Annales^  janvier  1902.) 

Lors  de  cette  grande  manifestation  d'admiration  et  de  sym- 
pathie, Mannheim,  profondément  ému,  ajouta  à  ses  remer- 
ciements les  paroles  les  plus  élevées  relativement  à  la  mis- 
sion de  l'Ecole  et  au  rôle  de  la  Géométrie. 

Mais  Mannheim  n'avait  pas  seulement  honoré  comme  pro- 
fesseur cette  Ecole  à  laquelle  il  avait  entièrement  consacré 
quarante  années  de  sa  vie  avec  le  désir  passionné  de  lui  être 
utile  ;  c'est  dans  les  conseils  qu'il  put  donner  toute  la  mesure 
de  son  dévouement.  Il  s'y  montra  toujours  le  défenseur  désin- 
téressé de  tout  ce  qui  touchait  a  la  grandeur  de  cette  insti- 
tution nationale,  ferme  d'esprit,  indépendant,  inébranlable. 

Mannheim  fut  aussi  l'un  des  fondateurs,  et,  pendant  vingt- 
cinq  ans,  l'un  des  membres  les  plus  actifs  de  la  Société  Ami- 
cale des  anciens  élèves  de  l'Ecole. 

Pendant  les  années  qui  s'écoulèrent  de  1901  jusqu'à  sa 
mort,  Mannheim  ne  resta  pas  inactif.  Son  intelligence  était 
de  celles  qui  ne  sauraient  se  laisser  engourdir.  Malgré  une 
santé  depuis  longtemps  atteinte,  on  lui  aurait  attribué  physi- 
quement dix  ou  quinze  ans  de  moins  que  son  âge.  Un  deuil 
cruel,  dans  la  dernière  période  de  sa  vie,  lui  enlevant  une 
fille  charmante,  produisit  en  lui  un  déchirement,  et  un  ébran- 
lement de  la  santé  qui  devait  être  irrémédiable. 

11  se  confina  dès  lors  dans  une  retraite  absolue.  Mais  ni  les 
soudVances  physiques,  ni  les  épreuves  ne  portèrent  jamais 
atteinte  à  sa  vigueur  intellectuelle  ni  à  sa  haute  sérénité  mo- 
rale. Il  ne  s'est  jamais  abandonné  au  découragement  ni  à 
Tamertume. 

Un  des  côtés  les  moins  connus  du  caractère  de  Mannheim, 
c'est  le  plaisir  qu'il  prenait  à  des  œuvres  utiles,  en  apparence 
bien  au  dessous  de  son  talent,  mais  en  y  mettant  une  sorte 
de  coquetterie  discrète.  C'est  ainsi  par  exemple  que  pen- 
dant plusieurs  années  (  de  1879  à  1886)  il  a  donné  régulière- 
ment dans  les  Nouvelles  Annales  les  solutions  des  composi- 
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lions    proposées    à   chaque    concours   d'admission  à  TEcole 
Polytechnique. 

Il  les  signait  «  Un  ancien  élève  de  mathématiques  spé- 
ciales »  *;  Ces  solutions  d'une  extrême  élégance  présentaient 
cette  particularité,  qu'elles  reposaient  exclusivement  sur 
l'emploi  de  la  Géométrie,  sans  aucun  recours  au  calcul.  Le  | 

secret  fut  bientôt  percé  à  jour,  car  il  n'était  pas  malaisé  de  | 

voir  que  cet  «  ancien  élève  »  ne  pouvait  être  qu'un  maître  in-  /| 

contesté.  Dans  le  même  ordre  d'idées,»  au  cours  des  derniè-  ^ 

res  années,  il  a  publié  dans  plusieurs  journaux   des  notes  | 

ou  des  énoncés  de  questions,  souvent  d'apparence  très  élé-  | 

mentaire,  sous  le  pseudonyme  de  «Canon  ».  11  y  aura  intérêt  Â 

à  accorder   une  attention   particulière  aux  moindres  problè-  'l 

mes  portant  cette  signature,  car  pas  une  ligne  n'était  écrite  3 

par  Mannheim,  qui  n'eût  un  cachet  d'originalité  et  souvent  ^ 

une  portée  dépassant  de  beaucoup  l'apparence  première.  Sous  | 

cette  sorte  de  jeu,  il  poursuivait  toujours  le  même  but;  per-  | 

fectionner  l'enseignement  à  tous  les  degrés,  y  infuser  le  goût  J 

et  le  culte  de  la  Géométrie.  ■■•{ 

On  retrouve  à  chaque  instant  chez  lui  les  marques  de  cette  \ 

préoccupation.  Elle  se  manifeste  notamment,  avec  une  net-  ^ 

teté  particulière,  dans  son  discours  d'adieu  du  14  décembre  i 

1901,  dont  nous  parlions  tout  à  l'heure.  1; 

«  L'étude  de  la  Géométrie,  disait-il,  est  toujours  (éconde  en  ^ 

«  elle-même,  car  aucune  autre   science   n'est  plus  propre  à 
«  donner  le  goût  de  la  simplicité,  de  la  clarté,  aucune  n'ha-  j 

»  bilue  mieux  l'esprit  à  synthétiser  et  à  rendre  concrètes  les  j 

«  conceptions  mathématiques;  aucune  enfin  n'est  plus  capa-  |: 

a  ble  de  développer  la  faculté  de  réfléchir,  la  faculté  de  rai-  j 

<c  sonner,    de    faire,    en    un     mol,    l'éducation    de    l'intelli- 
gence. » 

Je  n'ai  parlé  ni  de  l'étonnante  érudition  mathématique  de 
Mannheim  ni  de  la  bienveillance  avec  laquelle  il  mettait  ce 
trésor  à  la  disposition  des  mathématiciens,  surtout  des  jeu- 
nes, qui  venaient  le  consulter  comme  une  bibliothèque  vi- 
vante.  Il  avait  la  faiblesse  d'en  paraître  flatté.  Au  fond,  je 


^  Dans  le  même  recueil  (1890)  on  trouve  encore   sous  la  même  signature  deux  articles   du 
Géométrie  dignes  d'attentiou. 
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crois  bien  que  sa  satisfaction  était  surtout  de   savoir  qu'il 
rendait  service. 

Mais  je  n'en  terminerais  pas,  si  je  me  laissais  aller  à  la  ten- 
tation de  décrire  tous  les  côtés  originaux  et  charmants  de 
cette  nature  d'élite,  si  je  faisais  appel  aux  souvenirs  person- 
nels, si  j'essayais  de  montrer  par  des  exemples  la  finesse  de 
vues  qui  était  alliée  en  lui  à  la  force  et  à  la  pénétration  de  la 
pensée. 

Le  lecteur  est  en  droit  d'attendre  qu'on  lui  parle  surtout 
du  savant  et  de  l'œuvre.  Il  a  dû  deviner  suffisamment  par  ce 
qui  précède  le  chagrin  que  causa  la  disparition  de  Fami. 

L'œuvre  de  Mannheim,  écrit  M.  Bricard  (op.  cit.)  «  rrap|)e 
«  à  la  fois  par  l'unité  des  principes  qui  ont  dirigé  ce  savant 
«  dans  toutes  ses  recherches,  et  par  la  diversité  des  applica- 
«  tions  qu'il  en  a  faites  dans  les  domaines  les  j)lus  variés.  » 

Elle  témoigne  d'un  merveilleux  génie  d'invention  ;  mais  la 
faculté  dominante  et  caractéristique  de  Mannheim,  celle  qui 
lui  a  permis  d^aussi  belles  découvertes  par  des  moyens  d'ap- 
parence simple,  semble  avoir  été  «  la  vision  de  Tespaco  ».  Il 
faut  entendre  par  là,  non  pas  la  vue  dans  resj)ace  de  corps 
plus  ou  moins  compliqués,  représentés  sur  une  épure,  mais 
une  sorte  de  puissance  imaginative  fort  rare,  qui  permet  de 
former  directement  dans  le  cerveau  les  schémas  nécessaires 
à  la  conception  nette  des  figures,  de  leurs  éléments  infinité- 
simaux, de  leurs  rapports,  et  des  propriétés  qui  s'en  sui- 
yent. 

De  là  son  culte  pour  la  Géométrie,  culte  qu'il  était  loin  de 
pousser  jusqu'au  mépris  du  calcul.  Il  avait  pour  cela  trop 
d'équilibre  d'esprit  et  d'équité  scientifique.  Mais  il  avait  rêvé 
et  il  pouvait  légitimement  espérer  de  voir  continuer  Téclat 
dont  avait  brillé  la  Géométrie  pure,  en  France  surtout,  dans 
la  première  partie  du  XIX®  siècle,  grâce  aux  travaux  de  Ch. 
Dupin,  de  Chasles  et   de  Poncelet.   Cet  éclat,  Mannheim  a  l 

contribué  à  en  augmenter  la  splendeur;  et  cependant  le  dé-  ' 

laissement  s'est  produit  de  son  vivant  au  profit  exclusif  de 
l'Analyse  mathématique. 

Il  s'en  suivit  chez  lui  une  inévitable  mélancolie  scientifi- 
que, bien  justifiée,  car  il  était  en  droit  d'avoir  conscience  de  . 
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sa  valeur.  Il  en  ressentit  de  la  tristesse,  sans  aucune  aigreur. 
Sa  science  de  prédilection  «  n'était  plus  à  la  mode  ». 

Mais  la  mode  n'est  pas  maîtresse  du  temps.  Ce  que  les 
contemporains  de  Mannheim  n'ont  pas  su  faire,  la  postérité 
le  fera,  et  reconnaîtra  en  lui  Tun  des  bons  ouvriers  de  la  pen- 
sée humaine,  Tun  des  savants  auxquels  ira  le  plus  justement 
rhommage  des  hommes  épris  de  sciencaet  de  vérité.  La  re- 
naissance de  la  Géométrie  est  inévitable,  sinon  prochaine. 
C'est  surtout  à  celui  que  nous  venons  de  perdre  que  la  gloire 
en  reviendra. 

C.-A.  Laisant. 


SUR  LA  DÉTERMINATION  DES  MÉTRIQUES 


I.  —  Il  ne  semble  pas  qu'on  ait  encore  signalé  une  pro- 
priété importante  par  laquelle  la  métrique  lobatchewskienne 
se  distingue  de  la  Géométrie  ordinaire  ou  métrique  eucli- 
dienne. Cette  propriété  consiste  dans  la  possibilité  de  trans- 
porter un  segment  d'une  droite  sur  une  autre  au  moyen  de 
constructions  uniquement  projectives,  tandis  qu'en  Géomé- 
trie ordinaire  il  est  seulement  possible,  par  ces  moyens,  de 
transporter  un  segment  sur  une  même  droite  ou  sur  des 
droites  parallèles  entr'elles.  Autrement  dit,  les  notions  pro- 
jectives suffisent  à  établir  la  métrique  lobatchewskienne, 
tandis  qu'elles  ne  suffisent  pas  à  établir  la  métrique  eucli- 
dienne. 

On  sait  que  les  constructions  projectives  (ou  par  aligne- 
ments) permettent  de  déplacer  un  segment  sur  une  même 
droite  ;  il  suffît  donc  de  montrer  comment  l'on  peut  détermi- 
ner un  segment  Ob  égal  à  un  segment  Oa  de  même  origine 
mais  ayant  une  direction  diff'érente. 

En  métrique  lobatchewskienne  comme  en  métrique  ordi- 
naire, les  extrémités  de  segments  égaux  portés  sur  deux 
droites  Ox  et  Oy,  à  partir  d'un  même  point  O,  déterminent 
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une  correspondance  homographique,  dans  laquelle  le  point  O 
se  correspond  à  lui  même;  les  droites  qui  joignent  les  points 
correspondants  et,  en  particulier,  les  points  a  et  6  sont  donc 
concourantes.  En  métrique  ordinaire,  le  point  de  concours 
est  à  Tinfini,  comme  Test  elle-même  la  droite  qui  joint  les 
deux  points  situés  à  Tinfini  sur  les  deux  droites  Oj:*  et  Oy. 
En  métrique  lobatchewskienne,  le  point  de  concours  est 
imaginaire  et  situé  sur  les  deux  droites  qui  joignent  deux  à 
deux  les  quatre  points  situés  à  Tiniini  sur  Ox  et  Oy,  points 
qui  se  correspondent  homographiqiiement.  Ces  deux  der- 
nières droites  ne  sont  pas  en  général   accessibles  ;   mais  il 

est  facile  de  construire  une  droite 
concourante  avec  elles,  et  passant, 
par  exemple,  par  le  point  a,  extré- 
mité du  segment  donné.  Il  suffit, 
pour  cela,  de  faire  appel  au  théo- 
rème de  Desargues,  qui  est  le  re- 
présentant en  Géométrie  plane  de 
Taxiome  d'existence  du  plan  (axio- 
me principal  de  la  Géométrie  pro- 
jeclive\  La  construction  est  la 
suivante  :  mener  par  le  point  a 
les  deux  droites  IT  et  UV  asymptotiques  à  Oy,  puis,  par 
le  point  O,  une  droite  quelconque,  et,  par  les  points  c  et 
rf,  où  elle  rencontre  les  deux  premières,  mener  les  deux 
droites  II  et  III  asymptotiques  à  0.r.  La  droite  qui  joint  le 
point  de  rencontre  m  de  ces  deux  dernières  au  point  a  passe 
par  le  point  b;  car  les  deux  triangles  formés  respectivement 
par  les  droites  1,  II,  III  et  T,  II',  HT  sont  homologiques  par 
construction.  On  peut  d'ailleurs  vérifier  qu'en  vertu  du 
théorème  de  Oesargues,  le  point  b  est  bien  indépendant  du 
choix  de  la  droite  de  construction  Ocrf,  en  tenant  compte  du 
fait  que  trois  droites  asymptotiques  d'un  même  côté  doivent 
être  considérées  comme  concourantes. 

La  différence  qui  vient  d'être  établie  entre  la  métrique 
lobatchewskienne  et  la  métrique  euclidienne  trouve  facile- 
ment son  explication  dans  la  genèse  même  des  métriques,  à 
la  condition  toutefois  de  se  placer  au  point  de  vue  franche- 
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ment  géométrique  et,  avant  tout,  d'abandonner  la  manière 
de  s'exprimer  encore  employée  dans  ce  paragraphe  et  qui 
consiste  à  désigner,  sous  le  nom  de  lignes  droites,  des  lignes 
qui  ne  présentent  aucune  particularité  individuelle,  mais  qui 
forment  un  ensemble  jouissant  des  mêmes  propriétés  que 
l'ensemble  des  lignes  droites.  C'est  cette  genèse  géométrique 
des  métriques  qui  fait  l'objet  du  paragraphe  suivant. 

II.  —  Le  fondement  de  la  théorie  proprement  géométrique 
des  métriques  réside  dans  les  recherches  de  Cayley  sur  les 
métriques  projectives,  parmi  lesquelles  figure  la  Géométrie 
ordinaire.  Une  métrique  projective  s'obtient  en  adoptant 
comme  distance  de  deux  points  la  grandeur  définie  par  la 
propriété  d'être  proportionnelle  au  logarithme  du  rapport 
anharmonique  déterminé  par  ces  points  et  par  les  points 
d'intersection  de  la  droite  qui  les  joint  avec  une  surface  du 
second  ordre  prise  pour  base  de  la  métrique. 

Les  métriques  de  Cayley  n'épuisent  pas  les  interprétations 
géométriques  dont  sont  susceptibles  les  diverses  théories 
édifiées  sous  le  nom  de  géométries  non-euclidiennes. 

En  effet,  si  l'on  applique  aux  divers  points  de  l'espace  une 
transformation  ponctuelle  réelle,  continue  et  n'introduisant 
aucune  singularité,  les  lignes  droites  sont  transformées  en 
d'autres  lignes  également  simples,  s'étendant  à  l'infini  dans 
les  deux  sens  et  formant  un  ensemble  qui  jouit  des  mêmes 
propriétés  géométriques  que  l'ensemble  des  lignes  droites 
(détermination  par  deux  points  et  formation  de  surfaces  pos- 
sédant les  mêmes  propriétés  que  les  plans).  Un  tel  ensemble 
de  lignes  permet  de  définir  des  nombres  qui  présentent  tou- 
tes les  propriétés  des  rapports  anharmoniques  et  d'établir, 
par  leur  intermédiaire,  des  systèmes  de  coordonnées  en 
tout  semblables  aux  systèmes  de  coordonnées  projectifs; 
une  surface  du  second  ordre  aura  pour  transformée  une 
surface  représentée,  dans  les  nouveaux  systèmes  de  coor- 
données ainsi  définis,  par  une  équation  du  second  degré. 
On  dispose  donc  des  mêmes  éléments  qu'en  Géométrie  pro- 
jective pour  établir,  par  le  procédé  même  de  Cayley,  d'autres 
métriques  possédant  les  mêmes  propriétés  essentielles  que 
les  métriques  projectives  auxquelles  elles  correspondent,  les 
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lignes  droites  étant  seulement  remplacées  dans  leur  rôle  par 
d'autres  lignes,  que  Ton  peut  appeler  les  lignes  axiales  des 
nouvelles  métriques. 

Ce  sont  les  métriques  susceptibles  d'être  obtenues  par  le 
procédé  exposé  ci-dessus  que  Sophus  Lie  a  exclusivement 
visées  dans  ses  recherches  sur  les  axiomes  de  la  Géométrie 
et  qu'il  a  pu  réunir  dans  une  définition  commune  en  les  ca- 
ractérisant par  une  propriété  simple  et  indépendante  de 
toute  notion  métrique  ou  projective.  On  peut  reconnaître 
d'ailleurs  que  les  systèmes  d'axiomes  adoptés  par  les  géomè- 
tres qui,  comme  M.  Hilbert,  se  sont  placés  au  point  de  vue 
purement  logique,  définissent  au  fond  ces  mêmes  métriques. 

11  résulte  de  là  qu'une  métrique  est  déterminée  par  ses 
lignes  axiales  et  par  la  surface  du  second  ordre  (par  rapport 
à  ces  lignes)  qui  joue  le  rôle  de  surface  fondamentale.  On  va 
rechercher  dans  quelle  mesure  est  réduite  l'indétermination, 
pour  les  diverses  catégories  de  métriques,  par  l'introduction 
d'une  nouvelle  condition,  la  condition  archimédienne. 

III.  —  Les  métriques  susceptibles  d'êtres  déduites  les  unes 
des  autres,  c'est-à-dire  de  l'une  d'entr'elles,  par  l'application 
de  transformations  ponctuelles  n'introduisant  pas  de  singu- 
larité seront  dites  semblables. 

On  se  bornera  aux  trois  catégories  de  métriques  générale- 
ment envisagées,  savoir  : 

1**  les  métriques  hyperboliques,  c'est-à-dire  celles  qui 
sont  semblables  à  la  métrique  projective  ayant  pour  surface 
fondamentale  un  ellipsoïde  réel,  par  exemple  la  sphère  : 

;r«  +  yi  4_  c«  __  R«  =  0  ; 

2^  les  métriques  elliptiques,  c'est-à-dire  celles  qui  sont 
semblables  à  la  métrique  projective  ayant  pour  surface  fon- 
damentale un  ellipsoïde  imaginaire  à  centre  réel,  par  exem- 
ple la  sphère  imaginaire  : 

a:»  4-  /  -I-  3*  4-  R»  =  0  ; 

3°  les  \xïéXv\c\\\Q^  paraboliques,  c'est-à-dire  celles  qui  sont 
semblables  à  la  Géométrie  ordinaire. 

Le  transport  successif  d'un  segment  le  long   d'une  ligne 
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axiale  présente  des  caractères  différents  dans  ces  trois  caté- 
gories. 

Dans  les  métriques  hyperboliques  ou  paraboliques,  les 
points  du  segment  ne  peuvent  atteindre  que  les  points  situés 
d'un  même  côté  de  la  surface  fondamentale  (pour  les  métri- 
ques projectives,  ellipsoïde  réel  ou  plan)  ;  dans  les  métriques 
elliptiques,  au  contraire,  on  atteint  Tinfini  après  un  nombre 
fini  d'opérations. 

Si  Ton  appelle  archimédiennes  les  métriques,  projectives 
ou  non,  dans  lesquelles  le  transport  d'un  segment  le  long 
d'une  ligne  axiale  permet  d'atteindre  un  point  quelconque  de 
cette  ligne  et  peut,  en  outre,  être  répété  indéfiniment,  on 
voit  que  la  condition  pour  qu'une  métrique  hyperbolique  ou 
parabolique  soit  archimédienne  est  que  sa  surface  fonda- 
mentale soit  rejelée  à  l'infini. 

La   Géométrie  ordinaire  est  une  métrique  parabolique  et. 
archimédienne,  sa  surface  fondamentale  étant  constituée  par 
la  surface  du  second  ordre  dégénérée  qui  est  définie  par  le 
cercle  imaginaire  du  plan  de  l'infini. 

Pour  obtenir  une  métrique  qui  soit  à  la  fois  hyperbolique 
et  archimédienne,  c'est-à-dire  qui  soit  justiciable  de  la  théorie 
logique  édifiée  par  Lobalchewski,  il  suffît  d'appliquer  aux 
points  de  l'espace  une  transformation  ponctuelle  continue  qui 
fasse  correspondre  l'espace  tout  entier  au  volume  intérieure 
une  sphère*;  cette  sphère  est  alors  transformée  en  une  sur- 
face rejetée  à  l'infini,  les  lignes  transformées  des  lignes 
droites  sont  des  lignes  simples,  s'étendant  à  l'infini  dans  les 
deux  sens  et  formant  un  ensemble  tel  que  par  un  point  exté- 
rieur à  l'une  d'elles  on  peut  mènera  celle-ci  deux  lignes 
asymptotiques  appartenant  à  l'ensemble.  C'est  donc  là  une 
propriété  caractéristique  des  métriques  à  la  fois  hyperboli- 
ques et  archimédiennes. 

Réciproquement,   des  lignes  simples,  s'étendant  à   l'infini 


'  On  peut,  par  exemple,  faire  correspondre,  à  tout  point  M  situé  à  une  distance  r  (■<  H)  du 
centre  de  la  sphère,  un  point  M'  situé  sur  la  droite  OM,  du  même  côté  de  0  que  M  et  à  une 
dislance  r*  de  O  déterminée  par 

f         ,  R 
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dans  les  deux  sens  et  formant  un  ensemble  qui  jouit  des 
mêmes  propriétés  géométriques  que  l'ensemble  des  lignes 
droites,  à  Fexception  de  la  propriété  de  Tunicité  de  l'asymp- 
totique,  sont  les  lignes  axiales  (Vune  et  A'une  seule  métrique 
archimédienne,  et  celle-ci  est  hyperbolique. 

En  effet  une  étude  d'un  tel  ensemble  de  lignes,  calquée  sur 
la  Géométrie  projective,  conduit  à  considérer  les  points  si- 
tués à  rinfini  sur  ces  lignes  comme  appartenant  à  une  même 
surface  du  second  ordre,  c'est-à-dire  qu'un  tel  ensemble  de 
lignes  donne  lieu  à  une  surface  du  second  ordre  de  l'infini, 
comme  les  lignes  droites  déterminent  le  plan  de  Tinfini.  La 
seule  métrique  archimédienne  parmi  celles  qui  admettent 
ces  lignes  pour  lignes  axiales  est,  d'aprèsla  condition  établie, 
celle  dont  la  surface  fondamentale  est  la  surface  de  Tinfini. 

Les  métriques  paraboliques  archimédiennes  ne  sont  pas 
déterminées  par  leurs  lignes  axiales.  Elles  sont  obtenues,  en 
partant  de  la  Géométrie  ordinaire,  par  l'application  d'une 
transformation  ponctuelle  continue  et  biunivoque.  La  pro- 
priété de  Tûnicité  de  Tasymptotique  est  conservée  et  se 
trouve  ainsi  caractériser  les  métriques  à  la  fois  paraboliques 
et  archimédiennes  ;  les  lignes  axiales  déterminent  une  sur- 
face de  rinfini  qui  est  du  premier  ordre  (pour  les  métriques 
projectives,  c'est  le  plan  de  l'infini).  Mais  ces  données  ne 
suffisent  pas  pour  déterminer  une  métrique;  pour  les  métri" 
ques  projectives,  par  exemple,  il  reste  à  spécifier  la  conique 
imaginaire  qui  doit  jouer  le  rôle  du  cercle  imaginaire  de 
l'infini.  On  peut,  à  cet  effet,  se  donner,  par  exemple,  une  des 
surfaces  qui  doivent  jouer  le  roie  diîs  sphères.  Ces  surfaces 
sont,  dans  le  cas  en  cause,  des  ellipsoïdes  semblables  entr'eux 
et  semblablement  placés.  Moyennant  ces  données  on  pourra 
transporter  un  segment  sur  une  droite  de  direction  quelcon- 
(|ue,  ce  qui  suffit  pour  déterminer  une  métrique. 

Enfin,  en  ce  qui  concerne  les  métriques  elliptiques,  on  a 
vu  que  le  transport  d'un  segment  sur  une  ligne  axiale  ne 
peut  pas  être  répété  indéfiniment;  mais  cela  supposait  que 
ces  lignes  s'étendaient  à  l'infini.  Une  métrique  elliptique 
pourrait  être  archimédienne  si  ses  lignes  axiales  étaient 
toutes  fermées.  Mais  il    est    facile  de  reconnaître  qu'un  en- 
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semble  de  lignes  tel  qu'il  en  passe  une  par  deux  points 
quelconques  de  Fespace  comprend  forcément  des  lignes  s'éten- 
dant  à  rinfini.  C'est  ainsi  que  parmi  les  cercles  orthogonaux 
à  un  plan,  qui  forment,  comme  on  sait,  un  tel  ensemble,  figu- 
rent les  droites  parallèles  à  ce  plan.  On  doit  donc  conclure 
que  les  métriques  elliptiques  archimédiennes  n'ont  pas  d'exis- 
tence géométrique,  dans  notre  conception  de  l'espace.  Mais 
ces  métriques  s'imposeraient,  au  contraire,  si  l'espace  venait 
à  être  conçu,  selon  l'idée  émise  par  Riemann,  comme  une  va- 
riété numérique  fermée*.  On  peut  bien  ajouter  que  rien  ne 
permet  d'affirmer  que  cette  conception  n'est  pas  celle  de 
l'avenir.  G.  Combebiac  (Bourges). 


TABLE  D'ÉLÉMENTS  RELATIFS  A  LA  BASE  30030 

POUR  LA  RECHERCHE  RAPIDE 

DES   FACTEURS   PREMIERS   DES   GRANDS   NOMBRES 


La  dignité  de  la  science  semble 
demander  que  l'on  recherche  avec 
soin  tons  les  secours  nécessaires 
pour  parvenir  à  la  solution  d'un 
problème  si  élégant  et  si  célèbre. 
Gauss*. 

I.    —   PrÉLIMIiNAIRES. 

1.  Pour  reconnaître  si  un  nombre  donné  est  composé  ou 
premier  et  trouver  les  facteurs  premiers  d*un  nombre  composé^ 
il  n'existe  ni  de  méthode  générale,  ni  de  procédé  pratique  ; 
on  a,  il  est  vrai,  quelques  procédés  applicables  à  des  nom- 
bres ayant  des  formes  particulières  ;  mais  il  est  regrettable 
de  constater  que  l'on  ne  soit  guère  maintenant  plus  avancé 
qu'au  début  du  XIX'"®  siècle  et  que  les  réflexions,  suivantes 
publiées  par  Gauss*  en  1801,  soient  malheureusement  encore 
vraies. 

«  On  ne  peut  s'empêcher  de  convenir  que  toutes  les  mé- 
«  thodes  proposées  jusqu'à  présent  sont  restreintes  à  des  cas 


>  Ou  mieux,  si  la  continuité  géométrique  venait  à  être  assimilée  à  celle  d'une  variété  numé- 
rique fermée. 

■  Disquisitiones  Àritfuneticœ,  Lipsiae,  1801.  N»  329.  —  Cet  Ouvrage  a  été  traduit  par  Poullkt- 
Drlislk  sons  le  titre  Recherches  Arithmétiques,  Paris,  1807.  P.  416. 

L'Enseignement  roathém.,  9*  année;  1907.  13 
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«  trèvS  particuliers,  ou  sont  si  longues  et  si  pénibles,  que 
«  même  pour  ceux  de  ces  nombres  qui  ne  dépassent  pas  les 
«  limites  des  Tables  dont  on  est  redevable  à  quelques  mathé- 
<(  maticiens,  c'est-à-dire  pour  les  nombres  à  l'égard  desquels 
«  ces  méthodes  sont  inutiles,  elles  fatiguent  la  patience  du 
«  calculateur  le  plus  exercé,  et  qu'elles  ne  sont  pour  ainsi 
«  dire  pas  applicables  à  de  plus  grands  nombres.  » 

Notons  que  Legendre  '  a  écrit  en  1830  des  considérations 
analogues  à  celles  de  Gauss  et  que  E.  Luc.vs*  a  jugé  néces- 
saire de  reproduire  en  1876  les  réflexions  précitées. 

Par  exemple,  ce  n'est  qu'après  des  raisonnements  et  des 
calculs  assez  longs  et  compliqués  que  Legendre  arrive  à 
montrer  qu'il  suffit  d'essayer  les  nombres  premiers  83,  107, 
163,  401,  409,  467  et  509  pour  conclure  que  le  petit  nombre 
333667  est  premier  ;  que  Th.  Pépin  •  trouve  que  le  nombre 
7444009  est  égal  à  53.140453.  Ce  dernier  savant,  en  consta- 
tant qu'il  trouve  le  facteur  premier  53,  ne  peut  s'empêcher 
d'ajouter  :  «  On  regrette  de  ne  pas  avoir  employé  la  mélhode 
des  diviseurs  ». 

2.  —  C'est  pour  obvier  à  l'absence  de  méthode  pratique 
que  l'on  s'est  astreint  à  construire  des  Tables  de  diviseurs 
premiers  des  nombres.  Mais  il  ne  faut  pas  songer  à  continuer 
la  publication  de  telles  Tables  daus  le  mode  de  disposition 
employé  jusqu'ici,  consistant  à  inscrire  chaque  nombre  et  son 
moindre  diviseur  premier  :  en  effet,  il  a  fallu,  pour  les  9  pre- 
miers millions,  9  volumes  dont  chacun  contient  112  pages 
grand  in-4®,  les  chiffres  étant  imprimés  en  petits  caractères. 

La  Table  dont  je  propose  l'emploi  pour  résoudre  le  double 
problème  en  question,  dont  la  construction  repose  sur  d'élé- 
gantes propriétés  non  encore  signalées  de  certaines  progres- 
sions arithmétiques,  n'exige  que  de  rapides  comparaisons  de 
nombres  et  occupe  une  surface  petite  relativement  à  l'impor- 
tance des  résultats  qu'elle  donne.  Son  emploi  constitue  une 
méthode  uniforme  applicable  aux  grands  nombres. 


»  Théorie  des  Nombres,  3»  édit.,  Parij»,  1830.  N»  25fi.  N«  26(». 

■  Compte  rendu  de  la  Session  lonue  à  Clerniont-Ferrand  on  1876  par  l'Association  Française 
pour  rAvancenient  des  Sciences.  P.  61. 

■  Extension  de  la  Méthode  d'Euler  pour  la  décomposition  des  f-rands  nombres  en  facteurs  pre- 
miers. Meniorie  délia  PontiOcia  Accademia  dei  nuovi  Lincci,  vol.  IV,  Roma.  1893.  P.  72. 
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3.  —  Soient  : 

B  le  produit  a/3.. .X  de  nombres  premiers  consécutifs  â£,/3,...,X 
à  partir  de  2  ; 

P  le  produit  (a  —  1)  (/3  —  i)  ...  (>  -  1)  ; 

I  Tun  quelconque  des  P  nombres  premiers  à  B  et  infé- 
rieurs à  B  ; 

K  un  nombre  successivement  égal  aux  entiers  positifs,  à 
partir  de  0. 

On  reconnaît  aisément  que  :  Chacun  des  systèmes  des  P 
progressions  arithmétiques  de  terme  général  BK+l  renferme 
tous  les  nombres  premiers  autres  que  ceux  qui  forment  B. 

On  peut  dire  que  B  est  la  base  du  système  considéré  et 
que  I  est  {'indicateur  d'un  terme  de  ce  système. 

Deux  indicateurs  sont  dits  complémentaires  lorsque  leur 
somme  est  égale  à  la  base. 

4.  —  Soient  N,  D  et  M  des  nombres  d'un  système  de  pro- 
gressions de  base  B. 

II  est  évident  que  :  Le  nombre  N  est  ou  n'est  pas  divisible 
par  le  diviseur  D  selon  que  K  et  M  sont  ou  ne  sont  pas  tels 
que  l'équation 

[a]  BK  -j-  I  =  MD 

soit  satisfaite,  B,  1  e/  D  étant  connus. 

Soient  k  ei  m  les  valeurs  minima  de  K  et  M  satisfaisant  à 
Téqualion  (a).  Les  nombres  k  se  nomment  caractéristiques. 

Nous  dirons  que  la  caractéristique  A:  et  l'indicateur  l  sont 
les  éléments  du  nombre  N  par  rapport  à  un  diviseur  D. 

5.  —  Le  lecteur  est  supposé  connaître  les  propriétés  que 
j'ai  établies  *  pour  calculer  les  éléments  k  et  I.  La  construction 


*  Mon  premier  travail  sur  ce  sujet  a  è.iô  signalô  à  rAcad(^mic  des  Sciences  de  Paris,  dans  la 
séance  du  3  Juillet  l»05  {Comptes  Rendus,  T.  CXLI,  Paris,  1905.  P.  78).  Mes  principaux  Mé- 
moires se  trouvent  dans  le  Jornal  de  Scienci<u  Matheniaiicas,  Physicas  e  Naturaes  publié  par 
l'Académie  Royale  des  Sciences  do  Lisbonne  iV"  Août  1905.  2"  série.  T.  VII,  Lisbonne,  19u6)  ; 
dans  les  Rendiconti  de  l'Académie  Royale  des  Lincci  (Vol.  XV,  Ilonia  :  Nota  presentata  dal 
Socio  V.  VoLTKRRA  nella  Seduta  del  tl  Aprile  190»)  ;  dans  le  Bulletin  de  la  Société  Philoma- 
thique  de  Paris  (38  Avril  1900,  Paris,  à  la  Sorbonne,  1906)  :  dans  le  Bulletin  de  la  Société  Ma- 
thématique Américaine  (May  1906,  Nmw  York.  1906)  ;  dans  les  Comptes  Rendus  du  Congres  tenu 
à  Lyon  en  août  1906  par  l'Association  Française  pour  l'Avancement  des  Sciences  :  dans  //  Pita- 
gora,  Giornaie  di  MatemAtica  di  GAhTANu  Fazzari  (Anno  XIII,  1906-1907,  Palornio,  n*  6-7, 
190T).  Ce  Journal  contient  une  Table  do  base  3i)O30  donnant,  pour  les  nombres  inférieurs  à 
510510,  les  caractéristiques  relatives  aux  diviseurs  premiers  de  17  à  709,  le  multiplicateur  cor- 
respondant à  la  première  valeur  de  l'indicateur  pour  chaque  caractéristique  et  cette  première 
valeur,  et  permettant,  par  suite,  d'abréger  notablement  la  recherche  dos  facteurs  premiers  do 
ces  nombres. 
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de  la  Table  dont  je  propose  Temploî  dépend  principalement 
de  la  propriété  suivante  : 

Lorsque  deux  nombres  N  e/  Ni,  N  >  Ni,  admettent  le  même 
diviseur  D  et  la  même  caractéristique  k,  la  différence  de  leurs 
indicateurs  1  et  Ii  est  multiple  de  D. 

Il  en  résulte  que,  si  m  et  m\  sont  les  multiplicateurs  de  D 
tels  (|ue  N  =  Dw,  Ni  =  Dmi,  on  a  la  formule 

(ft)  m  =  nix  H g—   . 

Pour  trouver  les  facteurs  premiers  de  m  ou  reconnaître 
(|ue  m  est  premier,  on  cherche  si  m  se  trouve  parmi  les  indi- 
cateurs des  groupes  0  dans  les  Tableaux  D,  de  17  à  173,  ou 
bien  on  se  sert  de  la  Table  de  caractéristiques  relatives  à  la 
base  2310  {^). 

II.  —  Disposition  des  Eléments. 

6.  —  Au  point  de  vue  de  la  moindre  surface  occupée  par 
la  Table  de  base  30030,  je  vais  donner  une  disposition  des 
éléments  plus  avantageuse  que  celle  que  j'ai  proposée  au 
Congrès  des  Sociétés  Savantes  en  avril  1906. 

7.  —  Pour  chaque  diviseur  premier  D,  ces  diviseurs  étant 
considérés  en  ordre  croissante  partir  de  17,  on  forme  un  Ta- 
bleau de  la  manière  suivante  : 

La  caractéristique  la  plus  faible  k  =  x  correspond  au  carré 
du  diviseur  premier  considéré  i.  On  écrit  cette  caractéris- 
ti((ue,  puis  le  multiplicateur  mi  =  J,  ensuite  Tindicateur  h 
relatif  à  d^,  enfin  les  indicateurs  I  relatifs  aux  produits  de  3 
[)ar  les  multiplicateurs  mnon  divisibles  par  les  nombres  pre- 
miers inférieurs  à  d.  On  écrit  la  caractéristique  À:  =  y.  +  1,  puis 
le  premier  multiplicateur  nii  non  divisible  par  les  nombres 
premiers  inférieurs  à  9,  ensuite  Tindicateur  Ii  relatif  au  pro- 
duit âm\,  enfin  les  indicateurs  I  relatifs  aux  produits  de  ^  par 
les  multiplicateurs  m  non  divisibles  par  les  nombres  pre- 
miers inférieurs  à  d.  On  continue  à  écrire  ainsi  les  valeurs 
successives  de  /r,  de  nu,  de  li,  des  indicateurs  I,  jusqu'à  et  y 
compris  la  caractéristique /r  =  d — 1. 


>  Paris,  Delalain  Frtres,  1906. 
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Comme  les  valeurs  des  multiplicateurs  m  vont  en  croissant, 
il  en  est  de  même  des  valeurs  des  indicateurs  relatifs  à  une 
même  caractéristique. 

8.  —  La  Table  sera  donc  formée  d'autant  de  Tableaux  D 
qu'elle  contiendra  de  diviseurs  premiers  D.  Chaque  Tableau 
D  contiendra  autant  de  groupes  d'indicateurs  que  de  caracté- 
ristiques inscrites. 

De  D  =  17  à  D  =  173,  les  Tableaux  D  commencent  à  la  ca 
ractérislique  0;  à  partir  de  D  =  179,  de  D=251,  de  D=307,..., 
les  Tableaux  D  commencent  respectivement  aux  caractéristi- 
ques 1,  2,  3 


m.  —  Mode  d'emploi  de  la  Table. 

9.  —  Soit  N  un  nombre  non  divisible  par  les  facteurs  pre- 
miers 2,  3,  5,  7,  11  et  13  de  la  base  30030.  En  divisant  N  par 
30030,  ce  qui  est  rapide,  on  trouve  pour  quotient  le  nombre  K 
et  pour  reste  l'indicateur  I. 

10.  —  Par  rapport  aux  caractéristiques  k  d'un  Tableau  D, 
le  nombre  K  peut  être  inférieur  à  D  —  1,  égal  à  D  —  1,  supé- 
rieur à  D  —  1. 

Si  K>  D  —  1,  soient  ^  elM  respectivement  le  quotient  et 
le  reste  obtenus  en  divisant  K  par  D.  On  est  alors  ramené  à 
se  servir  de  M  de  la  même  manière  dont  on  se  sert  de  K, 
lorsque  K  ^^  D  —  1. 

11.  —  Supposons  que  l'on  ait  reconnu  que  N  admet  le  fac- 
teur premier  D. 

SiK^  D  —  1,  la  formule  [b]  donne  le  multiplicateur /n  de  D. 
Si  K>D,  le  multiplicateur  de  D  est  un  nombre  M  inférieur 
à  N  et  ayant  la  forme  BK+l.  Alors,  on  trouve  la  formule 

12.  —  Selon  que  l  se  trouve  ou  ne  se  trouve  pas,  dans  le 
Tableau  17,  parmi  les  indicateurs  soit  du  groupe  A  =  K,  soit 
du  groupe  A:  =  *^  ,  N  est  ou  n'est  pas  divisible  par  17. 

Lorsqu'un  nombre  N  n'est  divisible  par  aucun  des  diviseurs 
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premiers  inférieurs  à  un  diviseur  D  =  d,  le  Tableau  J  indique 
de  même  que  N  est  ou  n'est  pas  divisible  par  i. 

13.  —  Soit  à  résoudre,  avec  la  Table  de  base  30030,  le  double 
problème  en  question. 

On  consulte  le  Tableau  17.  Si  Ton  reconnaît  que  N  est  di- 
visible par  17,  on  calcule  le  multiplicateur  m  ou  M  ;  on 
cherche  si  m  ou  M  est  divisible  par  17  ;  etc.,  jusqu'à  un  mul- 
tiplicateur m  ou  M  non  divisible  par  17.  On  est  alors  ramené 
à  résoudre,  pour  le  multiplicateur  M  le  problème  que  Ton  va 
résoudre  quand  on  a  reconnu  que  N  n'est  pas  divisible  par  17. 

Sachant  que  N  n'est  pas  divisible  par  17,  on  voit  si  N  est 
divisible  par  19  en  consultant  le  Tableau  19.  Si  Ton  reconnaît 
que  N  est  divisible  par  19,  on  calcule  le  multiplicateur  m  ou 
M  ;  on  cherche  si  m  ou  M  est  divisible  par  19;  etc.,  etc. 

Si  Ton  arrive  à  un  Tableau  A  tel  que  I  =  Ii,  on  en  conclut 
que  N  =  A*.    . 

Sinon,  on  est  averti  que  Ton  a  essayé  tous  les  diviseurs 
premiers  de  17  au  nombre  premier  A  immédiatement  infé- 
rieur à  \/N,  lorsque  Ton  arrive  à  un  diviseur  premier  A'  tel 
que  1  <  11. 

Avant  de  consulter  les  Tableaux  D  en  ordre  croissant  à  par- 
tir du  Tableau  17,  on  regarde  s'il  y  a  un  Tableau  A  tel  que 
1  =  Il  sinon  on  cherche  le  Tableau  A'  tel  que  I  <  Ii.  Alors, 
on  consulte  d'abord  tous  les  Tableaux  D  où  il  existe  une  ca« 
ractéristique  A'  =  K.  Etc. 

IV.  —  Remarques. 

14.  —  Si  les  indicateurs  inscrits  étaient  remplacés  par  des 

,            ,             ,1  —  1          .  1  —  15015  ,  ,,.  •  ,.      ^ 

nombres  égaux  a  — -^  ^"  ^ ô —   '  selon  que  1  indicateur 

est  supérieur  ou  inférieur  à  15015,   la  Table  serait  encore 
moins  étendue. 

15.  —  Comme,  pour  le  diviseur  premier  17,  il  n'y  a  aucun 
indicateur  supprimé,  on  peut  diminuer  de  moitié  l'étendue 
du  Tableau  17  en  faisant  (correspondre  à  chaque  caractéris- 
tique seulement  les  indicateurs  inférieurs  à  15015.  Alors,  si 
Ton  trouve  1>  15015,  on  cherche  le  complément  de  Idans  les 
indicateurs  inscrits  à  la  caractéristique  16 — k. 
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16.  —  Si  l'on  formait  les  autres  Tableaux  D  en  ne  suppri- 
mant aucun  indicateur,  on  pourrait  aussi  n'y  inscrire  que 
les  indicateurs  inférieurs  à  15015,  et  opérer  de  même  quand 
on  a  I  >  15015. 

17.  —  Se  plaçant  toujours  au  point  de  vue  de  faire  occuper 
à  la  Table  le  moins  possible  de  surface,  on  pourrait,  pour  un 
certain  nombre  des  diviseurs  premiers  D  les  plus  petits, 
n'inscrire,  à  chaque  caractéristique  de  0  à  D  —  1,  que  les 
indicateurs  inférieurs  à  15015,  mais  en  ne  supprimant  pas  les 
indicateurs  venant  d'un  produit  Dm  divisible  parles  nombres 
premiers  inférieurs  à  D.  Alors,  quand  N  donnera  le  quotient 
K  et  l'indicateur  I  supérieur  à  15015,  on  regardera  si  le  com- 
plément de  I  se  trouve  parmi  les  indicateurs  qui  correspon- 
dent soit  à  A-  =  D  —  1  —  K,  soit  à  A-  =  D  —  1  —  ^. 

18.  —  On  peut  prendre  pour  nombres  directeurs  des  Ta- 
bleaux les  caractéristiques  A",  des  groupes  les  facteurs  pre- 
miers D.  Alors,  on  consulte  d'abord  le  tableau  k  =  K. 
Lorsque  I  se  trouve  parmi  les  indicateurs  d'un  groupe  D', 
N  est  divisible  par  D'  ;  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  il  y  a  deux  cas. 
1*»  Quand  K  <  17,  N  est  premier.  2^  Quand  K  ^  17,  on  con- 
sulte le  groupe  17  du  Tableau  A:  =  ,^17  :  si  I  se  trouve  dans 
ce  groupe,  N  est  divisible  par  17  ;  sinon,  N  n'admet  pas  le 
facteur  17  et  il  faut  consulter  le  groupe  19  du  Tableau 
K  =  «^  19  ;  etc  ;  N  est  premier  lorsque  l'on  est  conduit  à  un 
diviseur  premier  D  supérieur  à  K. 

Paris,  Février  1907. 

Ernest  Lebon. 
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LA   THÉORIE   DES  GROUPES   APPLIQUÉE 
AUX  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 


NoTi?  DE  LA  Rédaôtion.  —  Oti  contiaît  le  râle  fondamental  que  joue  en  ma- 
thématiques la  notion  de  groupe  ;  elle  fournit  une  idée  directrice  qu'on  ne 
saurait  mettre  assez  en  lumière  et  dont  doivent  s'inspirer  de  plus  en  plus 
tous  ceux  qui  enseignent.  Mais  on  ne  possédait  guère  d'exposé  se  limitant 
aux  applications  les  plus  élémentaires.  Nous  croyons  donc  intéresser  nos 
lecteurs  en  leur  donnant  ici  la  traduction  d'une  Note^  de  M.  G. -A.  Miller. 
professeur  à  l'Université  d' Illinois  (Etats-Unis),  qui  a  déjà  consacré  de 
nombreuses  et  importantes  recherches  à  la  théorie  des  groupes.  Nous  la 
ferons  suivre  d'une  note  ayant  en  vue  plus  particulièrement  la  théorie  des 
parallèles  ;  elle  est  extraite  d'un  récent  mémoire  de  M.  C.  Bourlet,  pro- 
fesseur au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  de  Paris. 

A  la  cinquième  assemblée  annuelle  de  TAssociation  suisse 
des  professeurs  de  mathématiques,  tenue  à  Zurich  le  9  dé- 
cembre 1905,  le  Professeur  H.  Fehr,  de  l'Université  de 
Genève,  donna  un  bref  aperçu  de  quelques  tendances  ac- 
tuelles dans  renseignement  de  la  Géométrie  élémentaire. 
Il  insista  spécialement  sur  le  fait  que  le  maître  devrait  se  fa- 
miliariser avec  la  notion  de  groupe,  qui  joue  actuellement  un 
rôle  si  fertile  dans  les  développements  mathématiques  ^, 

Le  présent  article  a  pour  objet  de  donner  quelques  appli- 
cations de  la  notion  de  groupe  aux  mathématiques  élémen- 
taires. Nous  espérons  qu'il  pourra  servir  non  seulement  de 
première  initiation  aux  éléments  de  la  théorie  des  groupes, 
mais  aussi  de  moyen  d'arriver  à  des  notions  plus  étendues  se 
rapportant  à  quelques  sujets  fondamentaux  des  mathéma- 
tiques élémentaires. 

Nous  considérerons  d'abord  les  deux  opérations  de  sous- 


*  F.  School  Science  and  Mat  hc  ma  tics,  dec.  Î90G,  Chicago.  —  Reproduite  avec  l'autorisation 
de  l'auteur.  Traduction  de  J.-P.  Dl'mur  iGenèvo). 
■  //Enseignement  Mathématique  (8«  année,  p.  5'i,  1906. 
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traire  de  1  et  diviser  1.  La  première  opération  sera  repré- 
sentée par  s  et  la  dernière  par  d.  Les  deux  opérations  suc- 
cessives, d'abord  soustraire  de  1  et  ensuite  diviser  1  par  le 
reste,  seront  représentées  par  sd.  Il  est  facile  de  prouver 
qu'en  effectuant  sd  trois  fois  successivement  en  partant  d'un 
nombre  quelconque,   on  retrouve  le  nombre   primitif.   Par 

exemple,  si  nous  partons  de  2  et  effectuons  sd  sur  lui,  nous 

1 
arrivons  à  —  1  ;  effectuant  sd  sur  —  1  nous  arrivons  à  ^  ; 

•| 
effectuant  sd  sur  ^  nous  obtenons  2.  En  général,  si  nous  effec- 
tuons l'opération  sd  successivement  sur  le  nombre  /i,  nous 

obtenons  les  trois  nombres  suivants  : ,      ^     ,  w. 

1  —  n  n       ' 

Les  trois  nombres  n  ,  . ,   sont   distincts,  excepté 

1  —  n         n " 

lorsque  //  a  Tune  des  valeurs  suivantes  :  -^  ±  -^  \  —  3  .  Par 
conséquent,  l'opération  sd  combine  tous  les  nombres  (réels 
et  imaginaires)  en  collections  de  trois,  à  l'exception  des  deux 
nombres  ci-dessus  mentionnés.  Si  Tun  des  nombres  d'une 
telle  collection  est  réel  tous  sont  réels,  et  si  l'un  est  rationnel 
tous  sont  rationnels  puisque  les  opérations  de  division  et  de 
soustraction  effectuées  sur  des  nombres  rationnels  condui- 
sent à  des  nombres  rationnels. 

Si  nous  considérons  les  six  opérations 

1  sd  {sdf 

(A) 
d  s  sd  s 

où  1  représente  comme  habituellement  l'opération  identique 
(c'est-à-dire  une  opération  qui  ne  modifie  rien),  nous  pouvons 
aisément  vérifier  qu'elles  associent,  en  général,  six  nombres 
distincts.  Par  exemple,  si  nous  effectuons  ces  six  opérations 
sur  le  nombre  n  nous  obtenons 

1  n  —  1 


1  —  n  n 

1  —  n 


n  '  n  —  1 


Un  des  faits  les  plus  importants  n'a  pas  encore  été  établi 
explicitement  ;  à  savoir  que  nous  arrivons  à  la  même  collec- 
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lion  de  nombres  en  appliquant  toutes  ces  opérations  à  Tun 

(|uelconque  des  nombres  de  la  collection.  Par  exemple,  si 

nous  partons  de  3,  les  six  opérations  indiquées  conduisent 

12      13 
aux  nombres  suivants,  dans  Tordre  :  3,  —  2  '  "3  '  3  '  —  -^^  2  ' 

En  partant  de  —  -^  ,  Tordre  est  :  —  J'  "3  '  ^'  —  ^'  2  '  "3  '  ^^ 
la  même  manière,  en  partant  d'un  autre  nombre  quelconque 
de  cette  collection  et  lui  appliquant  les  six  opérations  indi- 
quées, on  obtiendrait  simplement  un  nouvel  arrangement  de 
ces  six  nombres.  Ceci  est  directement  du  au  fait  que  les  six 
opérations  dénotées  par  (A)  forment  un  groupe. 

Supposons  que  ces  six  opérations  soient  effectuées  dans 
Tordre  sur  sinlr.  Les  fonctions  obtenues  seront:  sin*.r,  sec^.r, 
—  cotg^j;,  — tg^cT,  cosec^.r,  cos^jc.  Par  suite,  ces  six  fonctions 
représentent  une  collection  de  nombres  sous  le  groupe  (A) 
pour  chaque  valeur  de  x.  On  dit  que  les  nombres  d'une  telle 
coiiei^tion  sont  conjugués  sous  le  groupe  représenté  par  (A). 
Quoiqu'il  soit  aisé  de  présenter  des  relations  beaucoup  plus 
intéressantes,  celles-ci  ont  cependant  une  valeur  spéciale, 
étant  donné  qu'elles  constituent  une  partie  d'un  ensemble 
très  considérable  de  faits  qui  s'y  rattachent  étroitement.  En 
d  autres  termes,  elles  sont  un  acheminement  vers  des  hori- 
zons plus  étendus. 

Nous    avons    remarqué    que    chacun    des    deux    nombres 

o-^t  2^  y  ""^  6st  transformé  en  lui-même  par  les  trois  pre- 
mières opérations  de  (A).  Il  est  facile  de  vérifier  que  les  trois 
autres  opérations  transforment  Tun  de  ces  nombres  en  Tautre. 
Par  suite,  chacun  de  ces  nombres  n'a  que  deux  conjugués 
sous  le  groupe  "(A).  Chacune  des  deux  collections  de  trois 

noml>res  ( —  1,  2,  x\  (1,0,  x  )  a  trois  conjugués  sous  le  groupe 

(A).  Tous  les  autres  nombres  ont  six  conjugués  distincts 
sous  le  groupe  (A).  Cette  proposition  peut  être  démontrée 
facilernent  ^  et  renferme  évidemment  des  questions  concer- 
nant Tégalité  des  fonctions  Irigonométriques  du  paragraphe 
précédent. 


QuarUrly  Journal  of  Mathematics,  vol.  37  (1905),  p.  80. 
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Les  opérations  de  (A)  peuvent  être  placées  en  correspon- 
dance (1,  1)  avec  les  six  mouvenTents  qui  transforment  un 
triangle  équilatéral  en  lui-même.  Celles  de  la  première  ligne 
correspondent  aux  rotations  de  0^,  120°  et  240°  respectivement 
autour  du  centre  du  triangle,  tandis  que  les  trois  dernières 
correspondent  à  des  rotations  de  180°  du  plan  du  triangle 
autour  d'axes  de  symétrie.  Comme  ces  six  mouvements  et  les 
opérations  de  (A)  obéissent  aux  mêmes  lois  de  combinaison, 
on  dit  qu'ils  représentent  le  même  groupe  abstrait. 

De  même  que  les  opérations  de  soustraire  de  1  et  diviser  1 
conduisent  à  un  groupe  de  Tordre  six,  les  opérations  de 
soustraire  de  2  ou  3  et  diviser  2  ou  3  conduisent  à  un  groupe 
de  Tordre  8  ou  12  respectivement.  Dans  le  premier  cas  il  y  a 
10  nombres  particuliers  qui  sont  égaux  à  quelques-uns  de 
leurs  conjugués,  tandis  que  dans  le  dernier  cas  il  y  a  14  nom- 
bres analogues.  Suivant  Tun  ou  Taulre  de  ces  groupes,  les 
autres  nombres  sont  associés  en  collections  de  8  ou  12  res- 
pectivement, de  telle  façon  que  chaque  nombre  d'une  collec- 
tion est  transformé  en  chaque  autre  nombre  de  la  collection 
au  moyen  des  opérations  des  groupes  respectifs.  Pour  les  dé- 
tails et  démonstrations  nous  renvoyons  à  Tauteur  mentionné 
ci-dessus. 

Si  nous  considérons  les  huit  mouvements  du  plan  qui 
transforment  un  carré  en  lui-même,  nous  verrons  facilement 
qu'ils  peuvent  être  mis  en  correspondance  (1,1)  avec  les  huit 
opérations  obtenues  en  combinant  dz  et  ^2,  où  d%  représente 
diviser  2  et  s%  représente  soustraire  de  2.  L'opération  ^2  d% 
doit  être  répétée  quatre  fois  pour  revenir  au  nombre  primitif, 
et  peut  correspondre  à  une  rotation  de  90°  dans  le  groupe 
des  mouvements  du  carré.  Le  fait  que  ^2  d%  est  généralement 
de  période  quatre  est  rendu  évident  par  les  équations  : 

Ce  groupe  de  Tonlre  8  est  généralement  connu  sous  le 
nom  de  groupe  octique  et  se  présente  lui-même  très  fréquem- 
ment dans  les  mathématiques  élémentaires.  Nous  avons  déjà 
donné   un  exemple  en  arithmétique   —   soustraire  de  2  et 
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diviser  2  —  et  un  exemple  en  géométrie  élémentaire  —  les 
mouvements  qui  transforment  un  carré  en  lui-même.  Nous 
continuons  en  donnant  une  application  fondamentale  de  ce 
groupe  en  trigonométrie. 

Représentant  les  opérations  de  prendre  le  complément  ef 
le  supplément  d'un  angle  par  c  et  ^  respectivement,  il  est 
facile  de  voir  que  es  augmente  Tangle  de  90°.  Par  suite 
{csY  =  0L-\-  180°,  [csY  =  cL  +  270°,  [cs)^=oc.  où  a  est  Pangle 
considéré.  Par  conséquent,  il  est  clair  que  es  est  une  opéra- 
lion  de  période  quatre  comme  s%d%.  En  plus,  les  huit  opéra- 
tions 

1  es  (es)'  (C5)' 

S  C  CSC  SCS 

forment  un  groupe  qui  a  exactement  les  mêmes  propriétés 
(|iie  le  groupe  formé  par  ^2,  A. 

Il  est  spécialement  intéressant  de  remarquer  que  les  huit 
opérations  du  groupe  octique  transforment  a  en  les  huit 
angles  dont  on  donne  généralement  les  fonctions  dans  les 
livres  de  trigonométrie  élémentaire.  Ces  angles  sont  dans 
Tordre  :  «,  a +  90°,  «+  180°,  a +  270°,  180°  — a,  90°  — a, 
270°  — a.  En  vertu  de  la  prédominence  de  ces  angles  et  des 
opérations  e  et  s,  notre  trigonométrie  élémentaire  pourrait 
être  appelée,  d'une  façon  appropriée,  la  trigonométrie  du 
groupe  ocîtique.  Quelques-unes  des  méthodes  concernant 
l'emploi  des  propriétés  du  groupe  octique  dans  Tétude  des 
fonctions  de  ces  huit  angles  ont  été  données  dans  l'article 
intitulé  «  A  new  chapler  in  trigonometry  »,  Quart.  Journal 
of  Mathcmatics.  vol.  37,  (1906),  p.  226. 

Ces  quelques  applications  du  groupe  du  triangle  et  du 
carré  dans  d'autres  sujets  élémentaires  montrent  clairement 
la  relation  intéressante  entre  ces  sujets.  Ceci  est  un  des  traits 
les  plus  importants  de  la  notion  de  groupe.  Nous  ne  voulons 
pas  dire  que  ces  relations  doivent  être  développées  dans  un 
enseignement  élémentaire,  mais  le  maître  qui  les  connaît 
enseignera  plus  sagement  et  avec  un  intérêt  plus  profond 
que  s'il  les  ignorait.  Ce  qui  est  nécessaire  à  tout  maître  est 
une  compréhension  claire  des  principes  qui  trouvent  des 
applications  étendues.  Des  faits  isolés  sont  souvent  intéres- 
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sants,  mais  ils  ne  peuvent  pas  être  si  fructueux  que  ceux  qui 
trouvent  des  applications  générales  dans  des  développements 
plus  éloignés.  Le  vrai  pédagogue  seul  peut  être  un  juge  de 
rimportance  relative  des  éléments  qui  entrent  dans  Tensemble 
du  bagage  mathématique. 

Les  trois  polygones  réguliers  qui  entrent  pour  la  plus 
grande  part  dans  Tétude  de  la  géométrie  élémentaire  sont  ; 
le  triangle,  le  carré  et  Thexagone.  Nous  avons  considéré 
brièvement  les  groupes  des  mouvements  des  deux  premiers. 
Le  groupe  des  mouvements  du  dernier  est  de  Tordre  12,  et 
a  les  mêmes  propriétés  que  le  groupe  obtenu  par  les  deux 
opérations  de  soustraire  de  3  et  diviser  3.  Si  ces  deux  opéra- 
tions sont  représentées  par  s^  et  dz  respectivement,  il  est 
facile  de  véri^fier  que  ^8  d%  est  une  opération  de  période  six, 
qui  peut  correspondre  à  une  rotation  de  60°.  Les  autres  opé- 
rations du  groupe,  obtenues  par  ^b,  rfd,  correspondent  à  des 
rotations  autour  des  axes  de  symétrie  de  Thexagone  régu- 
lier. 

C'est  un  fait  curieux  que  les  groupes  des  trois  polygones 
réguliers  fondamentaux  soient  les  mêmes  que  les  trois  grou- 
pes finis  de  soustraction  et  division,  avec  des  nombres  ration- 
nels, si  nous  excluons  le  cas  presque  trivial  de  soustraire 
de  0  et  diviser  1.  Tandis  que  chacun  des  autres  polygones 
réguliers  possède  un  groupe  de  mouvements  dont  Tordre  est 
également  deux  fois  le  nombre  des  côtés  du  polygone,  ces 
groupes,  cependant,  ne  se  présentent  pas  comme  groupes 
de  soustraction  -et  division  lorsque  le  nombre  dont  on  sous- 
trait et  le  nombre  qu'on  divise  sont  tous  les  deux  rationnels  *. 
En  tenant  compte  de  ces  faits,  les  groupes  qui  ont  été  consi- 
dérés sont  d'un  intérêt  plus  spécial. 

Les  principales  visées  d'un  bref  article  sur  un  vaste  sujet 
doivent  être  de  susciter  un  vif  intérêt  et  de  donner  de  bonnes 
références.  Pour  ce  qui  concerne  ces  dernières,  nous  vou- 
drions spécialement  renvoyer  à  l'article  de  Poincaré  publié 
dans  The  Monist,  vol.  9,  (1898),  p.  31.  Des  données  sembla- 
bles sont  utilisées  déjà  en  1874  dans  les  «  Nouveaux  Eléments 


^  Cf.  Hilton,  Messenger  of  Mathematics,  vol.  35,  p.  117,  1905. 
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de  Géométrie  »  de  Méray  ^  Pour  de  plus  brefs  développe- 
ments sur  ce  point,  nous  pouvons  renvoyer  à  la  définition  de 
la  théorie  des  groupes  dans  The  Popular  Science  Montkly^ 
février  1904,  «  on  the  groups  of  the  figures  of  elementary 
geometry  »,  American  Mathematical  Monthly,  octobre  1903,  et 
aux  articles  ci-dessus  mentionnés. 

(i.-A.  Miller  (Université  d'Illinois). 


LA  NOTION  DE  GROUPE  ET  LA  THEORIE 
DES  PARALLÈLES 

Extrait  d'un  mémoire*  de  M.  C.  Bovrlet  (Paris). 


Les  Instructions  qui  accompagnent  les  programmes  odiciels 
(27  juillet  1905)  de  l'enseignement  de  la  (iéométrie,  dans  le 
premier  cycle  de  TEnseignement  Secondaire,  recommandent 
aux  professeurs  de  «  faire  un  appel  constant  à  la  notion  de 
mouvement  »  et  de  «  lier  le  parallélisme  à  la  notion  de  trans- 
lation ».  Beaucoup  d'entre  eux  se  sont  émus  de  ces  Instruc- 
tions, et  à  bon  droit,  en  se  demandant  si  dorénavant  on  ensei- 
gnerait dans  nos  lycées  deux  Géométries  :  Tune,  au  premier 
cycle,  où  les  parallèles  seraient  définies  par  la  translation; 
l'autre,  au  second  cycle,  où  Ton  conserverait  l'ancienne  mé- 
thode. 

La  question  qui  se  pose  est  alors  de  savoir  si  Ton  ne  pour- 
rait pas,  en  définissant  les  parallèles  par  la  translation,  cons- 
truire une  Géométrie  aussi  rigoureuse  que  celle  que  Ton  en- 
seigne actuellement  et  qui  puisse  être  conservée  d'un  bout  à 


•  Voir  l'analyse  qu'en  donne  Bourlet  dans  les  Nouvelles  Annales,  année  1904.  p  211-319. 
iRéd,) 

■  Sous  le  titre  do  théorie  des  parallèles  bast'o  sur  la  translation  rectiligne.  M.  Bourlet  vient 
de  publier  dans  le»  A'oMv.  Annales  (Nov.  lfl«6).  un  important  mémoire  que  nous  signalons  à 
tous  ceux  qui  enseignent  la  (iéométrie  élémentaire.  Nous  en  reproduisons  ici  la  pr<*facc. 

Note  de  la  Rédaction, 
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Taiitre  de  TEnseignement  Secondaire.  C'est  pour  y  répondre 
que  j'ai  rédigé  ce  petit  travail  qui  n'est,  en  somme,  que  le 
premier  Chapitre  d'une  nouvelle  Géométrie  où  l'on  ferait  un 
appel  constant  à  la  notion  de  déplacement  et  où  l'on  donne- 
rait à  la  méthode  des  groupes  de  transformations  une  place 
prépondérante. 

C'est  M.  Charles  Méray  qui,  à  ma  connaissance  du  moins, 
a  pour  la  première  fois,  dans  ses  Nouveaux  Eléments  de  Géo- 
métrie^ dont  la  première  édition  remonte  à  1874,  fait  usage 
de  la  translation  potir  définir  les  parallèles.  En  lisant  TOu- 
vrage  de  M.  Méray,  j'avais  été  frappé  de  la  place  qu'y  tenait 
le  postulat  qu'il  y  a  introduit,  à  savoir  que  deux  translations 
peuvent  être  remplacées  par  une  troLsième  ;  mais  Téminent 
professeur  de  l'Université  de  Dijon,  ayant  surtout  en  vue  la 
fusion  des  deux  Géométries  plane  et  de  l'espace,  ne  s'était 
pas  préoccupé  de  réduire  le  nombre  de  ses  postulats  et,  à 
côté  de  celui  que  je  viens  d'énoncer,  il  en  admet  bien  d'autres. 
Il  admet,  par  exemple,  l'existence  d'une  infinité  de  glissières 
dans  la  translation  rectiligne  ;  il  admet  aussi  que,  lorsque 
deux  plans  se  déduisent  l'un  de  l'autre  par  translation,  toute 
droite  qui  rencontre  l'un  rencontre  l'autre.  Je  me  suis  alors 
demandé  si,  en  se  plaçant,  ce  que  n'avait  pas  fait  M.  Méray, 
au  point  de  vue  de  la  théorie  des  groupes,  on  ne  pourrait 
pas  bâtir  une  Géométrie  élémentaire  dans  laquelle  le  postu- 
lat de  M.  Méray  serait  Vunique  postulat  fondamental  rempla- 
çant celui  d'Euclide. 

Reprenant  ainsi  la  chose  de  fond  en  comble,  je  suis  par- 
venu à  établir  la  théorie  qui  suit,  qui  diffère  totalement  de 
celle  de  M.  Méray  quant  à  l'esprit  et  s'en  écarte  notablement 
quant  à  l'ordre  et  à  la  nature  des  propositions.  11  est  clair  que, 
dans  un  Traité  complet  de  Géométrie,  que  je  pense  pouvoir 
faire  paraître  bientôt,  on  éliulierait  les  angles  et  les  rolations, 
Thomothétie  et  la  similitude  dans  le  même  esprit. 

Je  suis  actuellement  convaincu  que  l'introduction  d'une 
telle  Géométrie  dans  notre  Enseignement  Secondaire  cons- 
tituerait un  réel  progrès. 

Celte  nouvelle  méthode,  substituant  aux  démonstrations 
artificielles  actuelles  d'autres  plus  naturelles,  est  plus  intui- 
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tive,  car  elle  fait  voir  à  l'étudiant  les  déplarements  qui  per 
mettent  de  comparer  les  figures. 

Définissant  les  figures  géométriques  par  les  constructions 
mêmes  par  lesquelles  on  les  obtient,  elle  donne  lieu  à  des 
applications  graphiques  immédiates.  Dès  qu'on  y  a  défini  le 
parallélisme  de  deux  droites,  on  sait  tracer  deux  droites  pa- 
rallèles. On  n'est  pas  obligé  d'exposer,  comme  cela  a  lieu 
maintenant,  deux  Livres  entiers  de  Géométrie,  avant  de  pou- 
voir justifier  la  moindre  construction  élémentaire. 

Enfin,  et  ce  n'est  pas  là  l'un  de  ses  moindres  avantages, 
cette  nouvelle  Géométrie  se  prête  admirablement  aux  sim- 
plifications nécessaires  pour  les  débutants,  et  cela  sans  en 
modifier  ni  l'esprit  ni  l'ordonnance. 

J'ai  pu,  en  effet,  en  conservant  l'ordre  exact  des  proposi- 
tions de  ce  petit  Mémoire,  rédiger  un  Volume  tout  à  fait  élé- 
mentaire à  Tusage  du  premier  cycle  ^,  en  me  contentant  de  le 
dépouiller  de  sa  forme  abstraite  et  de  substituer,  aux  dé- 
monstrations trop  délicates,  des  vérifications  expérimentales 
au  moyen  des  instruments  ordinaires  du  dessin.  La  compa- 
raison des  premiers  Chapitres  de  ce  Volume  avec  le  présent 
travail  montrera  les  ressources  de  cette  nouvelle  Géométrie. 

Elle  descend  plus  bas  et  monte  plus  haut  que  celle  qui  a 
cours.  Présentée  sous  une  l'orme  expérimentale  aux  enfants, 
elle  leur  est  plus  accessible  et  est  plus  attrayante.  Présentée 
avec  tous  ses  détails,  sous  une  forme  abstraite,  dans  les 
classes  élevées,  elle  initiera  nos  jeunes  élèves  aux  méthodes 
fécondes  de  Sophus  Lie  qui  ont  droit  de  cité  dans  notre  en- 
seignement. 

J'ai  volontairement  donné  à  l'exposé  une  forme  un  peu 
abstraite,  en  employant  la  notation  symbolique  habituelle 
des  groupes  de  transformations.  On  peut  évidemment  se  pas- 
ser de  cette  notation,  mais  les  démonstrations  seraient  moins 
rapides  et  peut-être  moins  claires.  D'autre  part,  pour  mon- 
trer la  rigueur  et  la  généralité  du  raisonnement,  je  n'ai  fait 
intentionnellement  aucune  figure.  Le  lecteur  pourra  aisément 
en  construire,  s'il  le  juge  utile.  J'ai  également  réduit  cet  ex- 


*  Cours  abrégé  de  Géométrie,  chez  Hachette  €'t  C««  ;  1»06. 
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posé  au  strict  minimum,  en  élaguant  les  applications  nom- 
breuses dont  il  faudrait  l'illustrer  dans  un  cours  de  lycée.  Il 
ne  suppose  d'ailleurs  que  la  notion  préalable  du  point,  de  la 
droite,  du  plan  et  de  leur  détermination;  en  d'autres  termes, 
les  préliminaires  ordinaires  qui  servent  d'introduction  à  toute 
Géométrie  élémentaire. 

Pour  plus  de  rapidité,  j'ai  rédigé  à  la  fois  la  théorie  dans 
le  plan  et  dans  l'espace.  Rien  n'est  plus  facile  que  de  sépa- 
rer la  Géométrie  plane  de  celle  de  l'espace  si  on  le  désire  ; 
mais  on  détruit  ainsi  la  parfaite  harmonie  des  parties  II,  III 
et  IV,  où  l'on  remarquera  certainement  l'exacte  correspon- 
dance de  l'ordre  des  propositions  dans  les  trois  parties. 

G.  CoMBELiAC    Bourges). 


NOTES  DE  STATIQUE 


1.  —  Calcul  logarithmique  des  résultantes,  —  Deux  forces  P 
et  Q  forment  entre  elles  un  angle  a.  Soient  X  et  Y  les  projec- 
tions de  Q  sur  P  et  sur  une  perpendiculaire  à  P.  Tirons  X  et 
log  Y  des  équations. 

log  X  =r  log  Q  -h  L  cos  «  —   10  , 
log  Y  =  log  Q  -h  L  sin  a  —  10  . 

Si  R  est  la  résultante  et  e  son  angle  avec  P,  on  a 

L  tg  ô  =  log  Y  —  log  (X  4-  P)  +  10  , 
et  par  suite 

log  R  =  log  (X  -h  P)  -h  L  sec  Ô  —  10  , 

OU 

log  R  =  log  Y  -h  L  cosec  ô  —  10  . 

(  L  signifie  le  «  logarithme  tabulaire  »  anglais,  c'est-à-dire 
le  vrai  logarithme  augmenté  de  10). 

2.  —  Preuve  expérimentale  de  la  propriété  de  trois  forces, 
—  Prenez  une  barre  ou  une  règle,  trouvez-en  le  centre  de 
gravité  G  en  la  balançant  sur  le  doigt  et  marquez-le  avec  de 
la  craie.  Placez  la  règle  dans  une  position  quelconque  au 
moyen  d'une  ficelle  attachée  dans  une  direction  quelconque 
en   un   point   au-dessus  de   G,   planche,  noire   devant   une 

L'Enseignement  mathém.,  9«  année  ;  1907.  1^ 
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verticale,  rextrémité  inférieure  étant  supportée  dans  un 
angle  de  mur.  Tirez  par  G  une  verticale  rencontrant  le  Gl 
en  un  point  l.  Joignez  I  à  Te^trémité  inférieure  (soit  B)  et 
attachez  un  fil  en  B.  En  tenant  alors  ce  fil  dans  la  direction 
B  I,  et  en  le  tirant  légèrement  dans  cette  direction,  la  règle 
pourra  être  soulevée  hors  de  son  support.  J'ai  fait  cette 
expérience  pour  la  première  fois,  comme  passe-temps,  avec 
des  résultais  très  satisfaisants,  sans  y  avoir  été  préparé 
par  des  lectures  antérieures. 

3.  —  Construction  graphique  concernant  une  barre  sur  un 
cercle  vertical.  —  Dessinez  le  cercle  et  la  barre  dans  une 
position  quelconque.  Tirez,  par  les  points  d'intersection,  des 
droites  formant  Tangle  de  frottement  avec  les  normales; 
joignez  leur  intersection  avec  le  centre  de  gravité  de  la  barre. 
La  position  de  l'équilibre  limite  s'obtiendra  alors  en  tour- 
nant la  figure  jusqu'à  ce  que  cette  droite  (joignant  l'intersec- 
tion au  centre  de  gravité  de  la  barre)  soit  verticale,  par  suite 
l'angle  de  cette  droite  avec  la  barre  mesure  l'inclinaison  de 
cette  dernière  sur  la  verticale. 

4.  —  Détermination  graphique  du  coefficient  de  frottement 
limite  pour  une  barre  s'appuyant  dans  une  position  donnée 
sur  deux  lignes  ayant  même  coefficient  de  frottement  (les 
deux  lignes  peuvent  représenter  des  plans  en  section,  par 
exemple,  une  échelle  s'appuyant  contre  un  mur  et  sur  le  sol, 
les  coefficients  de  frottement  étant  les  mêmes).  Construisez 
un  cercle  passant  par  les  extrémités  de  la  barre  et  l'inter- 
section des  deux  lignes.  Puisque  les  coefïicients  de  frotte- 
ment sont  égaux,  les  lignes  de  réaction  totale  aux  extré- 
mités devront  se  rencontrer  sur  ce  cercle.  Tirez  une  verti- 
cale par  le  centre  de  gravité  de  la  barre,  jusqu'à  son  inter- 
section avec  le  cercle,  joignez  l'intersection  aux  extrémités 
de  la  barre.  Ces  dernières  droites  donnent  les  directions  de 
réaction  totale,  et  l'angle  de  frottement  peut  être  facilement 
mesuré.  Cette  méthode  s'applique  également  à  la  barre  sur 
v\w  cercle  du  problème  3,  lorsque  la  position  d'équilibre 
limite  est  connue,  et  l'angle  de  frottement  inconnu.  Dans  ce 
cas,  le  cercle  de  la  construction  passe  par  le  centre  du  cercle 
sur  lequel  la  barre  est  placée. 
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5.  —  Construction  graphique  de  la  position  d'équilibre 
limite  d*une  barre  s'appuyant  sur  deux  lignes  droites  (ou 
sections  de  plans)  dont  les  coefficients  de  frottement  sont 
inconnus.  —  Ici  les  réactions  aux  extrémités  font  Tangle  de 
frottement  avec  les  normales,  leurs  directions  sont  par  con- 
séquent connues.  Tirez  O  A,  O  B  parallèles  à  ces  directions 
et  O  C  verticalement.  On  est  alors  ramené  à  trouver  une 
droite  coupant  ces  lignes  en  des  points  A,  C,  B,  tels  que 
le  rapport  de  A  C  à  G  B  soit  égal  au  rapport  des  segments 
suivant  lesquels  la  barre  est  divisée  par  son  centre  de  gra- 
vité. Pour  une  barre  homogène,  A  C  doit  être  pris  égal  à 
C  B.  La  construction  est  facilement  réalisée  en  prolongeant 
A  O  et  prenant  des  longueurs  A  O,  O  D  proportionnelles  à 
ces  segments,  puis  en  dessinant  D  B  parallèle  à  O  G,  ren- 
contrant O  B  en  B.  La  position  d'équilibre  limite  est  paral- 
lèle à  A  B. 

Pour  construire  effectivement  la  barre,  nous  n'avons  qu'à 
construire  une  droite  de  la  longueur  de  la  barre,  ayant  ses 
extrémités  sur  les  lignes  données  et  parallèle  à  A  B,  ce  qui 
est  un  simple  problème  de  géométrie. 

6.  —  Régions  de  faux  équilibre,  —  Prenez  une  machine 
quelconque,  par  exemple  un  assemblage  de  poulies.  Trouvez 
par  expérience  les  différents  poids  P  qui  peuvent  élever  diffé- 
rents poids  W  au  moyen  de  la  machine  et  portez,  enabcisses 
et  ordonnées,  les  valeurs  de  W  et  P  sur  un  papier  quadrillé. 
Faites-en  autant  lorsque  le  poids  W  descend  et  P  monte.  Les 
courbes  ainsi  obtenues  comprendront  entre  elles  un  espace 
qui  serait  appelé,  suivant  Duhem,  une  région  de  faux  équi- 
libre. Faites  alors  une  représentation  graphique  du  rapport 
des  vitesses  de  W  et  P,  représentation  qui  donnerait  les 
relations  entre  W  et  P  si  la  machine  était  sans  froUement. 
Ce  graphique,  qui  est  généralement  une  ligne  droite,  repré- 
sente, selon  Duhem,  la  «  courbe  d'équilibre  vrai  »  et  est 
bordé  de  chaque  côté  par  les  régions  de  faux  équilibre. 

G.  M.  Bry\n  (Bangor,  N.  Wales). 

(Traduction  de  J.-P.  Dumuk,  Genève). 


Digitized  by 


Google 


i 


r^; 


I 

i 


ENQUÊTE  SUR  LA  MÉTHODE  DE  TRAVAIL 
DES  MATHÉMATICIENS 


LES  RESULTATS»  —  VII 


f.  Question  19  ^ 

^v  a)  Quelles  sont  vos  distractions  ou  occupations  favorites^ 

1  ou  vos  goûts  dominants^  en  dehors  de  l'étude  des  mathéma- 

fe'  tiqueSy  ou  dans  vos  moments  de  loisir  ? 

h\  b)  Les  occupations  ou  distractions  artistiques^  littéraires^ 

I  la  musique  et  la  poésie  en  particulier^  vous  semblent-elles  de 

^  nature  à  détourner  de  l'invention  mathématique,  ou  bien  la 

fàvorisent-elleSy  par  le  repos  qu'elles  procurent  à  l'esprit  mo- 
?;■  mentanément  ? 

l  c)   Vous  sentez-vous  attirés  par  les  questions  d'ordre  meta- 

hV  physique,  éthique  ou  religieux,  ou  au  contraire  celles-ci  vous 

;  répugnent-elles  ? 

La  question  19  a  suscité  76  réponses  dont  nous  reprodui- 
sons ci-après  celles  présentant  le  plus  d'intérêt  et  de  déve- 
loppements. —  Bien  que  nos  documents  ne  distinguent  pas 
toujours  nettement  entre  les  trois  sujets  assez  différents  que 
visait  la  question,  il  nous  paraît  utile  de  considérer  ces  points 
séparément  dans  le  présent  résumé. 

Question  19  a. 

D'une  manière  générale,  on  peut  dire  que  les  distractions 
le  plus  goûtées  par  les  mathématiciens  de  notre  enquête  sont: 


'  Voir  VEns.  math.,  7«  annoe,  n»  5,  p.  387-395  ;  n«  6,  p.  473-478,  1905.  —  8«  année,  n»  1, 
p.  43-48:  n«  3.  p.  217-225;  n»  4.  p.  293-310;  n«  5,  p.  383-385:  n*  6,  p.  463-475,  1906.  —  9*  an- 
née, nf  2,  p.  123-135,  1907. 

■  L*Etude  de  cette  question  est  due  à  M.  Th.  Flovrnoy,  professeur  de  psychologie  à  l'Uni- 
vorsité  de  Gene»ve. 
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dans  Tordre  artistique,  la  musique^  comme  on  pouvait  s'y  at- 
tendre d'après  les  affinités  si  souvent  constatées  entre  la 
bosse  mathématique  et  cet  art;  dans  Tordre  intellectuel  la 
littérature  [non  scientifique);  et,  comme  exercice  physique, 
la  promenade  à  pied. 

I.  Pour  3  répondants  seulement  qui  avouent  que  la  musi- 
que ne  leur  dit  rien,  il  y  en  a  37  qui  la  mentionnent  avec  fa- 
veur. De  ce  nombre,  dix  laissent  entendre  qu'ils  en  font  eux- 
mêmes  (instruments  indiqués  :  piano  2,  pianola  1,  violon  2, 
violoncelle  1,  chant  1,  chant  et  piano  1).  —  18  répondants  (dont 
13  déjà  compris  dans  les  amateurs  de  musique)  ont  accusé 
d'autres  formes  d'intérêt  artistique  :  peinture  ou  dessin  (men- 
tionnés par  7  personnes),  sculpture  (3),  photographie  (2),  théâ- 
tre (5),  histoire  de  l'art  ou  arts  en  général  (5).  —  Enfin  le  goût 
de  la  nature  et  de  ses  beaux  spectacles,  noté  dans  quelques 
réponses  seulement,  est  sans  doute  plus  fréquent,  mais  se 
trouve  chez  la  plupart  compris  dans  le  plaisir  de  la  prome- 
nade. 

II.  En  fait  de  distractions  proprement  intellectuelles,  la 
lecture  «  littéraire  »  (romans,  journaux,  biographies,  etc.) 
charme  les  loisirs  d'une  trentaine  de  répondants,  dont  un  bon 
tiers  (11)  ont  déclaré  leur  goût  spécial  pour  la  poésie:  Tun 
d'eux  compose  lui-même  des  vers.  —  Notablement  moins 
nombreux,  une  vingtaine  seulement,  sont  ceux  qui  cher- 
chent tout  ou  partie  de  leur  délassement  dans  des  branches 
d'études  plus  sérieuses;  et  ici  les  sciences  physiques  et  na- 
turelles semblent  l'emporter,  car  nous  avons  relevé  13  ma- 
thématiciens s'occupant,  par  récréation,  de  physique,  chimie, 
hydrologie,  botanique  (2  cas),  histoire  naturelle  en  général 
(3),  ethnographie  et  autres  questions  scientifiques,  contre  7 
cultivant  les  langues,  Thistoire  ou  les  sciences  sociales  et  la 
politique.  —  En  outre  on  trouve  mentionné  1  foisle  «soindes 
affaires  »  ;  2  fois  les  voyages  ;  6  fois  le  jeu  d'échecs  (seul,  ou 
avec  le  whist  ou  les  dames)  ;  une  dizaine  de  fois  enfin  les 
agréments  de  la  société,  de  la  conversation,  de  la  vie  de  fa- 
mille. D'autre  part  la  «  conversation  intellectuelle,  sans  but 
pratique  »  est  formellement  condamnée  par  un  de  nos  ré- 
pondants à  cause  du  temps  qu'elle  perd. 
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III.  Dans  le  domaine  des  récréations  physiques,  la  prome- 
nade à  pied,  soit  solitaire,  soit  en  compagnie,  est  mentionnée 
par  21  répondants,  dont  4  l'affectionnent  sous  la  forme  plus 
énergique  des  courses  de  montagne  ou  ascensions.  On  trouve 
également  indiqués,  par  ordre  de  fréquence  décroissante: 
tennis,  canotage,  jardinage  (4  fois  chacun);  pèche,  chasse 
(3  fois);  golf,  bicyclette  (2  fois);  enfin  gymnastique,  danse, 
équilation,  escrime,  ski.  En  y  joignant  une  demi-douzaine  de 
documents  qui  mentionnent,  sans  préciser  autrement,  les 
exercices  corporels,  le  sport,  ou  la  vie  en  plein  air,  cela  fait 
un  total  de  36  mathématiciens  adonnés  à  des  distractions 
physiques.  —  Il  ne  s'agit  évidemment  dans  tout  cela,  con- 
formément à  la  question  posée,  que  des  exercices  favoris  ou 
des  goûts  dominants.  Car  on  verra  plus  tard,  par  les  répon- 
ses à  la  question  26  concernant  les  exercices  physiques  en 
général,  qu'ils  sont  plus  variés  et  plus  répandus  chez  nos 
mathématiciens  qu'il  n'y  paraît  ici,  la  promenade  à  pied,  par 
exemple,  figurant  au  total  chez  une  cinquantaine  de  répon- 
dants, la  bicyclette  chez  19,  la  natation  (entièrement  passée 
sous  silence  dans  les  exercices  préférés)  chez  9,  etc. 


Question  19  b. 

Nous  avons  ici  40  réponses,  quasi  unanimes  à  reconnaître 
que  les  distractions  artistiques  et  littéraires  ne  font  aucun 
tort  au  travail  mathématique,  ou  qu'elles  le  favorisent  bien 
plutôt  par  le  repos  cérébral  qu'elles  procurent.  (Un  seul  de 
nos  documents  déclare  que  ces  distractions  sont  préjudicia- 
bles, abtràglich.)  — Il  va  d'ailleurs  de  soi  que  cette  influence 
bienfaisante  est  soumise  à  certaines  conditions,  que  quel- 
ques-uns de  nos  répondants  ont  relevées,  à  savoir  que  ces 
distractions  n'absorbent  pas  trop  de  temps,  qu'on  ne  s'y  livre 
pas  avec  une  passion  telle  qu'on  ne  puisse  plus  s'en  arracher, 
etc.  Ici  encore  c'est  la  musique  qui  est  généralement  men- 
tionnée comme  le  délassement  par  excellence,  le  plus  repo- 
sant et  le  plus  stimulant  à  la  fois  pour  l'invention  mathéma- 
tique. 
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Question  19  c. 

Tôt  capita,  lot  sensus  :  ainsi  pourrait  presque  se  résumer 
notre  enquête  quant  à  Tintérêt  que  les  questions  d'ordre  mé- 
taphysique, éthique,  ou  religieux,  inspirent  à  nos  mathéma- 
ticiens. Des  59  qui  ont  fourni  quelque  indication  sur  ce  sujet, 
la  plupart  (34)  englobent  ces  trois  sortes  de  problèmes  dans 
un  même  sentiment  soit  de  sympathie  et  d'attrait  plus  ou 
moins  vif  (19),  soit  de  complète  indifférence  (8),  soit  d'aver- 
sion et  de  répugnance  bien  caractérisée  (7).  Les  autres  ont 
introduit  des  distinctions  ou  subdivisions  dans  ces  diverses 
matières,  et  ils  offrent  toutes  les  combinaisons  d'altitudes 
possibles:  indifférence  pour  la  métaphysique,  ou  pour  la  re- 
ligion, et  penchant  vers  la  philosophie  des  sciences  ou  vers 
Téthique,  ou  vice-versa,  etc. 

En  essayant  de  faire  une  statistique  de  tous  les  verdicts 
émis  dans  nos  documents,  nous  arrivons  à  ce  résultat,  que 
la  métaphysique  est  ce  qu'il  y  a  de  moins  bien  vu  chez  les  ma- 
thématiciens, ne  réunissant  que  22  amateurs  contre  24  in- 
différents ou  adversaires;  puis  vient  la  religion  (25  contre 
20);  enfin  Féthique,  qui  a  le  plus  de  succès  (26  contre  15). 
Ajoutons  qu'une  quinzaine  de  répondants  (dont  9  déjà  com- 
pris dans  les  chiffres  précédents)  ont  déclaré  leur  goût  pour 
la  philosophie  (bien  que  ce  mot  ne  figurât  pas  dans  le  ques- 
tionnaire), entendue  au  sens  de  philosophie  des  sciences,  lo- 
gique et  théorie  de  la  connaissance,  Natur philosophie,  esprit 
philosophique,  etc. 

Inutile  d'insister  sur  ce  qu'une  telle  statistique  a  forcément 
de  superficiel  et  d'aventureux.  Il  n'est  pas  douteux  que  la  va- 
riété ou  le  désaccord  des  opinions  individuelles  de  nos  ré- 
pondants éclaterait  encore  davantage,  si  l'on  pouvait  savoir 
ce  que  chacun  entend  au  juste  sous  ces  termes  vagues  et  gé- 
néraux de  métaphysique,  éthique,  religion.  Bornons-nous 
donc  faute  de  mieux,  en  fait  de  conclusion,  à  la  constatation 
suivante,  qui  ressort  avec  une  suffisante  évidence  de  la  lec- 
ture de  nos  documents  (et  qui  entraîne,  comme  conséquence 
pratique  très  banale,  la  nécessité  d'une  tolérance  réciproque 
illimitée): 
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On  rencontre  chez  les  mathématicieDS  — comme  partout  — 
des  esprits  tellement  spécialisés  et  excliisiFs  qu'ils  ne  com- 
prennent pas,  et  que  même  cela  les  irrite,  que  Ton  puisse 
s-occuper  de  questions  absolument  étrangères  à  leur  do- 
maine et  réfractaires  à  leurs  méthodes  rigoureuses  (voir, 
par  exemple,  les  réponses  XXXIX  c,  LXXVlII,etc.).  Il  y  en  a 
d'autres,  au  contraire,  qui  continuent  de  réagir  à  tous  les 
souffles  capables  de  faire  vibrer  Tâme  humaine  en  son  iné- 
puisable complexité,  et  qui  peuvent  s'appliquer  sincèrement 
la  célèbre  devise  Homo  sum.,,  (voir  cas  II,  XVI,  XXXIII, 
etc.).  Et  entre  ces  deux  extrêmes  se  déroule  une  gamme  in- 
définie de  nuances  et  de  combinaisons  de  tout  genre,  dont  on 
se  fera  quelque  idée  par  les  échantillons  renfermés  dans  les 
citations  suivantes. 

Rëp.  1  (France).  —  a}  Presque  pendant  tonte  ma  vie,  j'ai  eu 
pour  la  musique  et  le  violon  une  passion  d'ailleurs  peu  heureuse  ; 
j'ai  lu  beaucoup  de  romans  en  évitant  ceux  qui  finissent  mal  et 
en  les  prenant  par  la  fin  pour  mieux  apercevoir  les  procédés  de 
Tauteur  ;  je  me  suis  occupé  d'économie  politique  en  donnant 
d'emblée  mes  préférences  aux  théories  de  Bastiat  ;  j'aime  la  poésie 
en  exécrant  la  s>ersification  indéfinie  ;  j'aime  beaucoup  à  causer  et 
à  discuter.  Tout  m'intéresserait,  principalement  dans  le  compar- 
timent scientifique,  si  j'avais  le  temps  de  tout  travailler.  J'aime 
beaucoup  à  lire  les  Traités  bien  faits,  parce  qu'ils  apprennent 
quelque  chose  de  sérieux,  mais  j'aime  peu  les  Mémoires  à  cause 
de  ce  qu'ils  ont  habituellement  d'inachevé,  d'imparfait. 

b)  Je  crois  que  toutes  les  connaissances  s'aident  les  unes  les 
autres  à  entrer  dans  notre  esprit,  mais  le  temps  manque  pour  en 
acquérir  beaucoup. 

c)  Les  questions  de  cet  ordre  me  paraissent  préoccuper  tous  les 
hommes,  et  pour  ma  partj'y  ai  beaucoup  réfléchi,  j'en  parle  volon- 
tiers ;  mais  cela  n'a  servi  qu'à  me  montrer  toutes  ces  choses  hors 
de  la  portée,  absolument,  des  moyens  dont  nous  disposons  pour 
atteindre  la  vérité  scientifique^  même  vulgaire,  et  ce  n'est  plus 
pour  moi  qu'une  affaire  de  sentiment,  non  moin»  respectable 
pour  autant.  Méray. 

Rép.  II  (France).  —  Autrefois  Téquitation,  la  danse  (il  y  a  très 
longtemps  !)  ;  puis  la  marche  à  pied,  la  causerie,  la  peinture,  tout 
cela  est  favorable  à  l'esprit.  Du  reste  «  homo  sum  et  nihil  huma- 
num  a  me  alienum  puto  !  »  dans  tous  les  domaines.  Si  l'ennui  me 
prend,  c'est  que  je  suis  malade.  J'aime  la  musique  et  ne  suis  pas 
nuisicien  ;  j'aime  les  beaux  vers  (je  trouve  qu'il  y  en  a  peu)  et  suis 
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incapable  d*en  écrire  un  seul.  Je  dessine,  je  peins,  je  ne  sculpte 
pas.  Je  trouve  que  les  arts  du  dessin,  et  du  dessin  artistique  sur- 
iouty  ont  une  très  grande  valeur  éducative  de  la  pensée,  pour 
apprendre  à  Tesprit  à  démêler  vite  ce  qui  est  le  principal  et  le 
secondaire  d'un  sujet.  C'est  très  simple  à  formuler,  très  long  à 
maîtriser.  Ils  apprennent  à  voir.  —  Je  suis  un  animal  religieux 
{sans  pratiquer  aucun  culte  et  en  les  respectant  tous,  même  les 
plus  étranges).  Les  questions  philosophiques  m'attirent  beaucoup 
(je  le  prouve  en  vous  répondant  !).  àudebrand. 

Rép.  III  (Angleterre!.  —  a)  L'histoire  naturelle  (botanique,  mi- 
croscopie),  et  surtout  la  musique  (le  pianola).  —  b)  Tout  cela 
repose  le  cerveau  et  favorise  le  travail.  —  c)  Ces  sujets  ne  valent 
rien,  parce  qu'ils  exigent  trop  de  profondeur  de  pensée.  Lacorn^er- 
sation  intellectuelle^  sans  but  pratique,  est  le  pir<»  sous  ce  rapport 
et  perd  un  temps  démesuré,  Bryan. 

Rep.  IV  (Autriche).  —  a]  Exercices  corporels  divers.  Le  jeu 
d'échec  me  plairait  aussi  beaucoup,  mais  je  ne  le  pratique  qu'avec 
modération  à  cause  des  efforts  qu'il  exige.  —  b)  Ces  occupations 
sont  défavorables  aux  mathématiques.  —  c)  Les  spéculations  mé- 
taphysiques m'intéressaient  dans  ma  première  jeunesse  ;  mainte- 
nant elles  me  paraissent  stériles.  Zindler. 

Rép.  V  (Italie).  —  J'aime  beaucoup  la  musique,  ce  qui  paraît 
très  fréquent  chez  les  mathématiciens.  Je  ne  crois  pas  que  les 
occupations  artistiques  détournent  des  mathématiques.  —  La 
métaphysique  me  répugne  ;  au  contraire  je  suis  attiré  par  les 
questions  d'ordre  éthique  qui  ont  un  caractère  pratique  et  tendent 
immédiatement  au  bien.  (....) 

Rép.  Vli  (Allemagne,!.  —  J'aime  les  distractions  qui  stimulent 
sans  exciter  :  les  lectures  faciles,  la  musique,  le  théâtre.  J'aimais 
aussi  les  luttes  politiques  quand  j'étais'  plus  jeune,  et  je  prenais 
souvent  la  parole  dans  les  assemblées  publiques.  Je  n'ai  jamais  eu 
d'inclination  pour  les  sujets  philosophiques,  etc.    Mor.  Cantor. 

Rép.  IX  (France).  —  La  musique  ;  le  théâtre  ;  les  exercices  du 
corps,  surtout  la  promenade,  la  bicyclette,  le  canotage  ;  l'escrime 
faute  de  plein  air.  —  La  lecture  littéraire  a  pour  moi  un  inconvé- 
nient d'inertie  :  j'ai  du  mal  à  m'y  mettre,  et  quand  j'y  suis  je  ne  la 
quitte  plus.  Cela  me  gêne  pour  mes  affaires  les  plus  simples,  et 
m'empêche  de  travailler.  Je  ne  peux  lire  qu'on  vacances,  et  les 
raisons  de  santé  me  font  préférer  les  exercices  de  plein  air  quand 
il  fait  beau,  de  sorte  que  je  lis  peu,  à  mon  grand  regret.      (....) 

Rép.  XI  (Russie).  —  a)  Voyages  dans  les  montagnes,  sport,  et 

éducation  de  mes  enfants.  —  b}  La    musique  favorise  le  travail, 

j'aime  en  entendre  lorsque  je  réfléchis  ou  que  je  travaille.  —  c) 

'  Autrefois,  j'aimais  beaucoup  la  métaphysique,  et  je  pense  encore 

maintenant  que  sans  philosophie  on  n'est  pas  savant. 

Delaunoy. 
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Rép.  XV  1  Allemagne;.  —  La  musique,  la  lecture  de  biographies, 
quelquefois  un  roman,  la  sculpture  sur  bois,  en  usant  de  tout  cela 
sans  excès,  favorisent  la  fraîcheur  d'esprit  et  de  corps  qui  est  si 
nécessaire  pour  que  le  temps  employé  au  travail  scientifique  soit 
fécond.  J'y  joins  huit  heures  de  sommeil,  de  la  modération  aux 
repas,  et  du  mouvement  en  plein  air.  l....] 

Rép.  XVI  Belgique).  —  19  Homo  suni  et  nihil  humani  a  me 
alienum  piiio.  Stuyvaert. 

Rép.  XVII  (Allemagne).  —  a}  Je  m'occupe  volontiers  d'art  et  de 
littérature,  surtout  de  poésie  lyrique.  En  général  je  n'aime  pas  les 
romans,  à  moins  qu'ils  ne  soient  très  intéressants  et  ne  donnent 
pas  dans  les  problèmes  psychologiques  ou  sociaux  ou  la  peinture 
des  sentiments.  —  bj  Je  crois  que  de  s'occuper  parfois  de  choses 
hétérogènes  rend  à  Tesprit  sa  fraicheur  pour  les  mathématiques.  — 
c}  Les  questions  métaphysiques,  éthiques,  religieuses,  et  politi- 
ques «  me  répugnent  »,  je  ne  saurais  mieux  exprimer  la  chose. 

Rép.  XVIlIJtaliel.  —  ajEn  fait  de  distractions,  je  n'aime  que  les 
promenades  en  rase  campagne,  dans  des  endroits  le  plus  solitaires 
possible.  —  bj  J'aime  la  musique  et  la  poésie,  mais  il  ne  me  semble 
pas  qu'elles  aient  une  influence  bonne  ou  mauvaise  sur  l'inven- 
tion mathématique.  —  r)  Je  n'ai  aucun  goiU  pour  les  questions 
d'ordre  métaphysicfue,  éthique,  ou  religieux  ;  elles  me  répugnent 
plutôt,  surtout  les  premières.  l....) 

Rép.  XIX  (Allemagne).  —  J'aime  énormément  la  musique,  mais 
je  ne  puis  dire  (ju'olle  me  distraise  quand  je  suis  seul,  car  pendant 
que  je  suis  au  piano  je  continue  à  penser  aux  mathématiques. 
Par  contre,  faire  de  la  musique  avec  d'autres,  surtout  jouer  dans 
un  quatuor,  me  repose  parfaitement.  Je  m'intéresse  en  outre  vive- 
ment à  la  littérature  et  à  l'histoire  de  l'art.  —  r)  Je  m'intéresse  aux 
questions  morales.  (....) 

Rép.  XXI  (Autrichei.  —  Ce  que  je  préfère  dans  mes  loisirs  c'est 
la  bonne  musique,  et  je  me  remémore  des  opéras  et  des  œuvres 
orchestrales  en  en  jouant  la  partition  au  piano.  J'aime  aussi  lire 
des  poésies,  et  j'en  fais  moi-même  parfois,  mais  je  les  garde  pour 
moi.  J'aime  la  métaphysique  sur  l'herbe  verte,  et  les  questions 
morales,  sociales  et  religieuses  m'intéressent  aussi.      Boltz.manx. 

Rép.  XXII  (Ktats-rnis  .  —  a)  J'aime  les  jeux  de  réflexion,  sur- 
tout les  échecs  et  le  whist,  mais  je  n'y  joue  pas  beaucoup,  trou- 
vant meilleur  pour  la  santé  les  distractions  de  plein  air  telles  que 
le  tennis  ou  le  golf.  J'aime  beaucoup  la  musique,  quoique  non 
musicien.  —  h]  Je  ne  connais  pas  d'autre  effet  à  ces  distractions 
que  de  servir  de  diversion  et  d'être  ainsi  favorables  à  l'esprit.  — 
c)  Je  ne  me  sens  pas  attiré  par  les  questions  de  cet  ordre. 

R  SCOTT. 

Rép.  XXllI  (France,.  —  a)  Principalement  les  distractions  ou 
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occupations  qui  obligent  à  un  exercice  physique.  —  b)  J'ai  aimé  et 
j'aime  le  théâtre  ;  j'en  use  fort  peu  à  cause  de  la  fatigue  qu'il  en- 
traine. J'adore  la  musique  sans  être  musicien.  Je  m'intéresse  aux 
choses  littéraires  et  aux  arts,  j'apprécie  beaucoup  la  poésie,  et  je 
suis  persuadé  que  rien  de  tout  cela  n'est  nuisible  à  l'esprit  mathé- 
matique, bien  au  contraire.  — cj  La  métaphysique,  définie  comme 
on  la  comprend  d'ordinaire,  ne  m'attire  nullement.  Je  suis  pro- 
fondément anti-religieux  ;  la  philosophie  m'intéresse  à  un  haut 
degré  ;  il  en  est  de  même  des  questions  sociales.  Quant  à  la  poli- 
tique courante,  j'en  ai  fait  avec  passion  pendant  vingt  ans  environ  ; 
aujourd'hui,  elle  me  dégoûte.  I^aisant. 

Rép.  XXIV  (France).  —  Distractions  :  lecture,  promenade  à 
pied.  —  Je  crois  que  les  distractions  littéraires  ou  artistiques  ne 
peuvent  nuire  à  l'invention  mathématique.  Personnellement,  mes 
lectures  portent  volontiers  sur  la  philosophie  des  sciences,  des 
sciences  naturelles  surtout.  L'étude  des  religions,  à  un  point  de 
vue  purement  objectif,  m'intéresse  aussi  beaucoup.  ï^a  métaphy- 
sique pure  m'assomme.  Boutin. 

Rép.  XXV  (Hollande).  —  ai  Vne  promenade,  la  musique 
(violon)  et  la  littérature  classique.  —  b)  Je  crois  qu'elles  favorisent 
l'invention  mathématique.  —  cl  Elles  me  répugnent.         de  Vrïks. 

Rép.  XXVI  (France).  —  a)  J'ai  fait  de  la  photographie,  je  fais 
maintenant  du  dessin.  —  b)  Je  crois  qu'une  occupation  artistique 
est  presque  nécessaire.  —  r)  Je  suis  très  attiré  vers  les  questions 
métaphysiques  et  religieuses.  Richard. 

Rép.  XXVHI  (France). —  a)  J'aime  la  sculpture  et  la  musique. — 
c)  J'ai  horreur  des  raisonnements  vagues  :  il  faut  des  hypothèses 
pour  obtenir  des  conclusions.  Fontené. 

Rép.  XXIX  (Hollande).  —  a)  J'aime  faire  de  la  musique  pour  me 
reposer,  ou  je  lis  des  nouvelles  ou  des  romand.  —  b)  Effet  favora- 
ble sur  la  production  mathématique.  —  c)  Ces  questions  me  sont 
passablement  indifférentes.  (....) 

Rép.  XXX  (Norvège).  —  a)  La  botanique,  par  exemple. 

Stormer. 

Rép.  XXXI  (Allemagne).  —  a]  La  musique,  le  jardinage,  la 
photographie  et  la  peinture  (pastel!. —  c)  Oui,  les  questions  méta- 
physiques ou  plutôt  de  philosophie  delà  nature.    V.  Q^ttingen. 

Rép.  XXXII  (Autriche).'— Je  n'ai  pas  besoin  de  ces  distractions, 
contre  lesquelles  je  n'ai  d'ailleurs  aucune  objection.  —  Catholique 
convaincu,  d'une  extrême  tolérance  ;  je  préfère  les  bonnes  actions 
à  la  piété  exagérée.  Lercm. 

Rép.  XXXIII  (France  .  —  La  science  en  général  ne  correspond 
qu'à  l'un  des  besoins  de  ïhomme  complet,  qui  doit  être  aussi  épris 
de  Y  art,  et  doit  être  moral  et  affectueux,  appliqué,  dans  l'ordre 
pratique,  aux  intérêts  de  sa  famille,  de  son  pays,  et  de  l'humanité. 
C'est  dire  qu'à  mes  yeux  celui  qui  voudrait  traiter  de  tout  «   more 
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^  geometrico  »  ou  n'être  «  que  mathématicien  »  serait  un  rabougri; 

y  on  ne  pourrait  lui  pardonner  que  s'il  avait  du  génie. 

^  l^a  science  est  un  de  nos  plus  nobles  besoins.  Ce  n'est  pas  le 

I;  seul.  J'ai  besoin  pour  ma  part  de  TArt,  de  la  Philosophie  et  de  la 

Religion  —  la  religion  qui  donne  à  Thomnie  une  «  position  totale  » 

^  en  face  de  l'Univers,  aussi  nécessaire  à  Ampère  qu'au  hottentot. 

Ma  tendance  religieuse  ressemblerait  à  celle  de  Pascal,  un  des 

plus  beaux  exemplaires  à' homme  vissant  et  sentant.    R.  d'Adhémar. 

Rép.    XXXI V   (F'rance).   —  a]  La  musique  en  premier  rang,  et 

j'estime  que  c'est  là  une  qualité  commune  à  pas  mal  de  mathéma- 

:  ticiens.  La  peinture  et  la  poésie,  la  lecture  littéraire  et  philoso- 

r  phique,  en  second  rang. 

;•*  b)  Au  contraire,  j'estime  qu'elles  sont  une  aide  au  travail,  et  que 

*  l'excitation  produite  compense  grandement  le  temps  perdu. 

':  (•}  Les  questions  d'ordre  religieux  me  sont  indifférentes.  L'éthi- 

^:.  que,  la  morale,  la  métaphysique  surtout,  m'ont  toujours  attiré, 

:  peut-être  à  cause  de  la  grande  liberté  qui  y  est  laissée  aux  recher- 

'^\  ches.  AzAÏs. 

'};^  Rép.  XXXVI  ^Suisse).  —  a)  Les  courses  de  montagne.  —  ^y  Je 

n'entends  rien  à  la  musique.  Je  m'intéresse  beaucoup  aux  arts, 
mais  je  ne  comprends  pas  encore  l'art  moderne.  J'ai  de  temps  en  temps 
i;*  besoin  de  lire  un  roman.  —  t-y  Les  questions  philosophiques  et 

f:  religieuses  m'intéressent  vivement,  et  j'écris  parfois  sur  ces  sujets; 

la  politique  ne  m'intéresse  qu'autant  qu'elle  est  en  connexion  avec 
ces  questions.  Beyel. 

Rép.  XXXVII   France).  —  a]  Les  promenades  k  pied,  la  culture 
d'un  petit  jardin.  —   e)  Je  n'ai  aucun  goût  pour  les  questions, 
^  comme  la  métaphysique  ou  la  religion,  qui  me  paraissent  manquer 

de  rigueur.  Fabhy. 

Rép.  XXXVllI  (Allemagne!.  — Les  questions  éthico-religieuses 
m'intéressent  vivement,  de  même  la  théorie  de  la  connaissance  et 
la  logique,  et  aussi  les  choses  artistiques.  Je  m'y  livre  volontiers 
de  temps  à  autre,  et  j'en  reviens  tout  reposé  aux  mathématiques. 

Wernicke. 
Rép.  XXXIX  (Grèce  .  —  a)  La  lecture  (littérature  de  tous  pays; 
spécialement  la  poésiei;  la  culture  des  fleurs  ;  les  promenades  à  la 
campagne. 

b)  Ces  distractions  favorisent  à  un  haut  degré  l'invention. 
L'esprit  s'y  récrée  et  en  revient  frais  et  dispos  aux  mathématiques. 
La  musique  en  particulier  :  pour  moi,  je  travaille  avec  bien  plus 
d'entrain  et  de  facilité  en  écoutant  (mais  pas  de  trop  près,  un  bon 
piano  bien  joué,  l^es  morceaux  mélancoliques,  cependant,  me 
plaisent  moins,  car  ils  m'entraînent  dans  des  rêveries  contraires 
au  travail.  Quant  à  la  poésie,  non  seulement  je  la  crois  très  favo- 
rable aux  études  mathématiques,  mais  j'interromps  souvent  mon 
travail  [)Our  lire  des  vers  de  Moore,  Sully  Prud'homme  ou  Bjftrn- 
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son,  ou  pour  en  composer  moi-même.  Cette  influence  de  la  musique 
\  et  de  la  poésie  a  peut-être  sa  raison  profonde  dans  la  nature  essen- 

j  tiellement  une   des  différentes  formes  de  Vharmonie.  Car  je  ne 

;•  crois  pas  qu'il  y  ait  de  différence  radicale  entre  le  beau  et  le  s^rai 

malgré  leur  grande  différence  apparente.  C'est  toujours  l'harmo- 
nique^ qu*on  l'appelle  beau  ou  s^rai  selon  les  cas.  En  effet,  quelle 
différence  radicale  y  a-t-il  entre  un  théorème  ou  en  général  une 
vérité  mathématique,  et  une  belle  poésie  ou  un  beau  morceau  de 
musique,  du  moins  quant  à  ce  qui  fait  qu'ils  nous  plaisent  tous 
trois  ?  C'est  Yharmonie  qui  nous  plait  dans  chaque  vérité,  poésie, 
ou  morceau  de  musique.  De  même  qu'en  chimie  on  regarde  tous 
les  éléments,  si  différents  qu'ils  soient,  comme  composés  de  la 
même  matière,  seulement  arrangée  différemment,  de  même  je  crois 
que  le  vrai  et  le  beau,  sous  toutes  leurs  formes,  sont  uniquement 
constitués  d'harmonie.  Un  mathématicien  peut  donc  (j'ajouterais 
même  qu'il  doit)  lire  et  composer  des  vers,  entendre  ou  faire  de  la 
\  musique,  en  dépit  de  l'opinion  très  répandue  que  les  mathémati- 

ciens sont  des  pédants  et  les  mathématiques  une  science  sèche. 

c)  Je   ne  crois  point  à  toutes  ces  prétendues    branches  de  la 
science  ;  ce  qui  me  répugne,  c'est  qu'il  y  ait  encore  des  personnes 
sérieuses  s'occupant  sérieusement  de  ces  questions.  Hatzidakis 
[  Rép.  XL  (Allemagne).  — Acôtédes  mathématiques,  je  suis  attiré 

par  la  physique.  J'estime  qu'une  bonne  manière  de  se  délasser  est 
de  construire  soi-même  de  petits  appareils  de  physique,  de  soufller 
du  verre,  de  travailler  le  bois,  etc.  On  peut  aussi  se  reposer  en 
s'occupant  d'art,  soit  de  peinture  soit  de  musique.  Dans  le  domaine 
de  la  philosophie,  je  m'intéresse  surtout  à  la  logique  formelle, 
puis  aussi  aux  questions  religieuses,  et  philosophiques,  dans  la 
\  mesure  où  ces   dernières  sont  en  relation  avec  le  domaine  des 

sciences  naturelles.  Menzel. 

»  Rép.  XLll  (Italie). —  Ma  distraction  favorite  est  de  me  promener 

en  pleine  campagne  avec  peu  de  compagnie.  Amodbo. 

Rép.  XLIII  (France!.  —  Je  me  suis  occupé  d'hydraulique,  à 
l'occasion  de  mon  service  d'ingénieur,  et  par  goût  ;  plus  récem- 
ment d'hydrologie  et  de  psychologie  expérimentale.  Je  prends 
assez  d'exercice  depuis  quelques  années,  comme  dans  ma  jeunesse. 
Je  chasse.  Je  n'aime  pas  la  métaphysique.  Maillet. 

Rép.  XLIV  (Italie).  —  ay  La  musique,  quand  mon  esprit  a  besoin 
de  repos  ou  de  récréation. 

b)  Les  beaux-arts,  surtout  la  musique,  favorisent  les  études  ma- 
thématiques. Il  m'arrive  souvent  de  résoudre  des  questions  en 
jouant  au  piano  des  mélodies  sentimentales  ou  dramatiques,  où  je 
m'accompagne  toujours  de  mon  propre  chant. 

c)  Ces  sujets  me  sont  indifférents.  Marletta. 
Rép.  XLVI  (Espagne).  —  Ma  distraction  favorite  c'est  la  musique, 

allemande,  italienne  ou  espagnole.  J'aime  les  questions  mélaphy- 
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siques  pour  les  appliquer  aux  sciences.  L'ordre  moral  et  intellec- 
tuel mérite  mon  respect  et  mon  attention  ;  c'est  la  source  de  tout. 

Z.  G.  DE  Galdeano. 

Rép.  XL  Vil  (Suisse-.  —  Ktude  des  langues,  histoire  naturelle, 
philosophie.  Petites  réunions  de  deux  à  quatre  personnes.  Gubler. 

Rép.  XLVIll  I Hollande).  —  ai  Vie  de  famille,  voyages,  récréa- 
tions artistiques. 

h}  Les  distractions  artistiques,  littéraires,  musique,  etc.,  don- 
nent le  repos  nécessaire  pour  les  études  mathématiques.  —  ci  Les 
questions  religieuses  m'intéressent  beaucoup,  celles  d'ordre  i)ure- 
ment  métaphysique  ne  m*intéressent  pas.  Cardinal. 

Rép.  XLIX  ^Francei.  —  La  musique,  surtout  celle  d'ensemble. 
Je  suis  persuadé  que  la  musiqueet  les  mathématiquessont  sœurs;  en 
tous  cas  j'ai  rencontré  beaucoup  plus  d'excellents  musiciens  chez 
les  mathématiciens  que  chez  les  littéraires.  J'ai  même  remarqué 
que  les  mathématiciens  avaient  une  prédilection  très  marquée 
pour  le  violoncelle.  Le  caractère  grave  de  l'instrument  n'est-il 
pas  pour  beaucoup  dans  cette  curieuse  sympathie  ?  Barbarin. 

Rép.  L  (Etats-Unis).  —  a]  Me  promener  au  milieu  d'une  nature 
grande  et  belle.. —  bj  Je  trouve  la  musique  particulièrement  repo- 
sante. —  cl  Je  les  trouve  attrayantes.  Davis. 

Rép.  [A  (Etats-Unis).  —  a)  Exercices  athlétiques,  sports,  musi- 
que. —  h)  Oui.  (....1 

Rép.  LU  (France).  — a}  Le  soin  de  mes  affaires,  et  beaucoup 
d'ordre  à  apporter  en  toutes  choses  ;  des  lectures  de  bons  livres, 
que  me  présente  de  moins  en  moins,  à  mon  gré,  la  littérature  con- 
temporaine, sauf  pour  l'histoire. 

b)  La  musique,  que  j'ai  beaucoup  aimée  et  un  peu  pratiquée. 
J'ai  bien  peu  réussi  pour  le  dessin,  et  je  ne  lai  pas  cultivé. 
J'admire  comme  une  très  belle  chose  la  poésie  ;  mais  comme 
sastisfaction,  je  reste  plus  sensible  à  une  bonne  prose  au  service 
de  belles  pensées  qu'aux  vers  en  général.  Dans  tous  les  cas,'  je  suis 
frès  éloigné  de  voir  le  moindre  antagonisme  entre  la  science  et  ces 
belles  choses. 

c)  Métaphysique  pure,  pas  du  tout.  Etudes  philosophiques  plus 
concrètes,  et  surtout  religieuses,  avec  le  plus  grand  attrait. 

Haton  de  la  Goupillère. 
'  Ré[).  LIV   Etats-Unisi.  —  Sports  en  plein  air,  littérature,  poli- 

tique. Je  m'intéresse  aux  questions  religieuses  et  philosophiques. 
Pour  moi,  les  mathématiques  sont  une  branche  delà  philosophie. 

COOLIDGE 

Rép.  LVI  France'.  —  En  raison  de  ma  situation  spéciale,  on 
comprend  que  le  travail  mathématique  n'a  jamais  été  pour  moi 
qu'un  moyen  d'employer  mes  loisirs.  J'ai  exercé  la  médecine  pen- 
dant 30  ans,  j'ai  eu  souvent  une  pratique  très  active  ;  c'est  surtout 
quand  elle  l'a  été  le  plus  que  j'ai  obtenu   en   mathématiques  des 
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résultats  satisfaisants.  Cela  semble  paradoxal,  mais  peut-être 
trouvera-t-on  par  d'autres  témoignages  que  le  mien,  la  preuve 
d'un  principe  qui  me  semble  très  net  et  très  exact  :  c'est  que 
moins  on  se  repose  (en  matièrç  de  travaux  intellectuels,  cela  s'en- 
lend)  et  moins  on  est  fatigué.  Prompt. 

Rép.  LVll  (Etats-Unis).  —  a)  Je  m'intéresse  à  la  littérature  du 
jour,  au  jardinage,  à  la  politique  étant  membre  de  la  commission 
scolaire  locale),  et  à  l'activité  de  l'Eglise  (ProlestanteK  Tout  cela, 
pourvu  qu'on  y  prenne  garde,  ne  porte  pas  préjudice  aux  études 
mathématiques.  —  bj  Je  pense  que  ces  choses  favorisent  l'tude  des 
mathématiques,  pourvu  qu'on  ne  les  laisse  pas  monopoliser 
l'attention.  —  c)  Je  me  sens  attiré  par  ces  questions  et  non  pas 
repoussé.  Ïhompsox. 

Rép.  LXII  lEtats-Unisi. — al  Echecs  et  tennis.  -  rV  La  métaphy- 
sique, l'éthique,  la 'théologie,  et  en^  réalité  toute  la  philosophie, 
m'inspirent  un  très  vif  intérêt.  Tallmax. 

Rép.  LXm  (Suisse.  —  a}  En  dehors  des  études,  mon  occupa- 
tion est  : 

A.  Quand  je  suis  fatigué  des  études  :  (li  Par  le  beau  temps  : 
sport  violent,  skys,  voile,  gymnastique.  —  (2)  Par  temps  de  pluie: 
m'étendre  et  rêver,  à  demi  endormi,  sur  les  belles  profondeurs 
des  sciences,  jouir  de  ces  mystères  ;  puis  ces  pensées,  ces  envolées 
dans  le  ciel  des  sciences  me  portent  à  la  musique,  à  la  peinture, 
que  j'aime  beaucoup.  En  montagne,  j'aime  le  danger,  surmonter 
une  grande  difliculté,  puis  admirer  la  belle  nature  ;  pour  moi  rien 
de  plus  beau  qu'une  belle  vue  de  montagne,  ça  va  si  bien  avec  les 
mathématiques  ! 

B.  Quand  le  travail  ne  m'a  pas  fatigué  :  chercher  en  amateur 
des  petits  cas  spéciaux  en  me  promenant,  en  faisant  du  sport. 

cl  Les  questions  métaphysiques,  religieuses,  m'attirent  beau- 
coup; mais  je  déteste  discuter  là-dessus  si  l'on  ne  se  base  pas  sur  la 
science  et  si  l'on  n'est  pas  rigoureusement  logique.  Ferrièke. 

Rép.  LXIX  (Italie).  —  Mon  occupation  favorite  est  la  musique, 
que  j'ai  toujours  cultivée  depuis  mon  enfance,  et  où,  modestie  à 
part,  je  réussis  assez  bien.  Je  ne  crois  absolument  pas  que  le  culte 
de  l'art  puisse  nuire  aux  études  scientifiques  :  au  contraire,  la 
musique  peut  agir  comme  le  plus  utile  calmant  du  système  ner- 
Ateux  troublé  quelquefois  par  un  excès  de  travail  cérébral.     (....) 

Rép.  LXX  (hltats-Unis).  —  al  Lecture,  promenade,  tennis,  socia- 
bilité. —  bi  Toute  distraction  reposant  l'esprit  est  à  mon  avis 
favorable  aux  mathématiques.  —  cl  Les  questions  philosophiques 
m'intéressent  beaucoup.  Je  ne  suis  pas  d'un  tempérament  religieux. 

J.  \V.  YOUNG. 

Rép.  LXXl  (Etats-Unisf. —  a]  J'ai  beaucoup  écrit  pour  les  pério- 
diques américains  d'éducation,  sur  les  questions  d'enseignement 
mathématique. 
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b)  Romans,  un  peu  de  musique.  Cela  repose  des  autres  travaux. 
(•}  Ces  questions  m'attirent  jusqu'à  un  certain  point.  '....) 

Rép.  LXXIl  (Etats-Unis).  —  a)  Musique,  athlétique,  sociabilité. 

b)  Favorables  quand  on  ne  s'y  livre  pas  avec  excès. 

c)  Ces  (fuestions  m'attirent,  mais  je  ne  crois  pas  qu'il  faille  leur 
donner  trop  de  temps.  >....) 

Rép.  LXXIV  (Italie).  —  a)  I^ectures  littéraires.  —  b]  Les  occu- 
pations artistiques  favorisent  d'après  moi  l'invention  mathémati- 
que. —  c)  Je  me  sens  attiré  surtout  par  des  questions  d'ordre 
philosophique.  Pirondini. 

Rép.  LXXV  (France). —  ay  La  lecture;  particulièrement  celle 
des  journaux  et  du  roman,  c'est-à-dire  celle  qui  n'exige  qu'une 
très  faible  attention.  La  promenade  dans  les  campagnes  et  les  bois; 
la  pèche  au  bord  de  la  mer. 

b)  Toute  distraction  me  parait  une  force  pour  le  travail  futur.  11 
n'y  a,  je  crois,  rien  de  plus  funeste  à  tous  les  points  de  vue,  que 
cette  tension  de  l'esprit  vers  une  seule  idée,  rien  de  plus  opposé 
au  développement  des  qualités  inventives. 

c)  Non,  je  ne  me  sens  aucun  intérêt  pour  les  questions  d'ordre 
métaphysique,  éthique  ou  religieux.  Mais  on  n'introduira  jamais 
assez,  à  mon  avis,  dans  l'enseignement  et  dans  les  recherches  ma- 
thématiques, l'esprit  philosophique  ;  c'est  le  maître  par  excellence. 

De  Lonc^chahps. 

Rép.-  LXXVl  (France).  —  a)  Je  suis  un  liseur  passionné  ;  le 
mouvement  des  idées  générales  m'attire.  —  b}  Les  occupations 
artistiques  me  paraissent  très  appropriées  à  l'esprit  mathématique. 
Alors  que  je  pouvais  disposer  à  mon  gré  de  la  presque  totalité  de 
mon  temps,  je  demandais  à  la  littérature  (surtout  poétique)  et  à  la 
musique,  %\ïiO\\\^  distraction,  du  moins  la  diversion  nécessaire  à  la 
détente  cérébrale.  —  c\  Je  suis  très  attiré  par  les  questions  d'ordre 
général,  y  compris  les  questions  d'ordre  métaphysique,  éthique, 
ou  religieux.  Mais  il  est  entendu  que  cela  ne  signifie  nullement 
que  j'attribue  à  ces  questions  une  réalité  objective  en  dehors  de  la 
psychologie  humaine,  c'est-à-dire  des  conceptions  anthropomor- 
phiques.  Combebiac. 

LXXVII  (Etats-Unis).  —  Au  point  de  vue  intellectuel,  j'aime  la 
philosophie  et  la  science  pure;  au  point  de  vue  artistique,  la  musi- 
que ;  au  point  de  vue  physique,  les  exercices  très  vigoureux^ 
comme  le  tennis,  la  rame,  les  ascensions.  Moulton. 

Rép.  LXXVIIl  (Italie).  — -  a)  Me  promener  dans  la  campagne  en 
compagnie  d'une  autre  personne,  pas  davantage,  de  préférence 
cultivée.  —  b)  Je  crois  que  les  distractions  artistiques  ou  musicales, 
que  je  me  procure  quelquefois,  distraisent  des  études  mathémati- 
ques. —  c)  Je  ne  m'occupe  de  rien  de  tout  cela,  et  cela  me  fâche 
i  mi  fa  stizzn  )  que  d'autres  s'en  occupent.  (....) 

Rép.    LXXXJ    I Hollande  i.  —  Penser   à   des  choses  éthiques  ou 


Digitized  by 


Google 


ENQUÊTE   SUR   LA    MÉTHODE   DE    TRAVAIL         217 

sociales.  Littérature  de  haute  valeur,  ou  sujets  éthiques,  sociaux, 
ethnographiques,  de  vaste  étendue.  Yaes. 

Rép.  LXXXil  (Suisse).  — a)  Promenades  et  autres  exercices  phy- 
siques. Je  recherche  volontiers  la  société  d'amis  aimant  à  discuter 
les  idées  générales  dans  les  divers  domaines  de  l'activité  intellec- 
tuelle. Quelquefois  au  contraire  je  préfère  la  compagnie  de  ceux 
de  mes  amis  qui  n'appartiennent  pas  aux  carrières  libérales  ;  cela 
me  permet  de  sortir  entièrement  de  mes  occupations  habituelles. 

b)  J'aime  beaucoup  la  musique  sans  être  musicien  ;  le  théâtre, 
surtout  la  belle  comédie;  de  temps  à  autre  la  poésie.  Je  m'inltî- 
resse  aussi  à  la  peinture  et  à  la  sculpture  lorsqu'elles  restent  en  ^ 
contact  avec  la  belle  nature,  la  grande  inspiratrice  de  toutes  les  ;3 
branches  artistiques.  Ce  sont  pour  moi  d'agréables  diversions  in-  ;! 
lellectuelles.                                                                                                                                 Â 

c)  La  métaphysique  ne  m'intéresse  pas.  Je  préfère  les  questions  â 
d'ordre  général  se  rattachant  à  la  philosophie  des  sciences,  à  la  i 
psychologie.                                                                                     Fkh«.                                   H 

Rép.  LXXXin  (France).  —  aj  Les  exercices  physiques,  la  lec-  ^ 

ture,  la  musique,  le  théâtre.  — b)  Je  ne  pense  pas  qu'elles  puissent  j 

détourner  de  l'invention  mathématique-  Filles  peuvent  la  favoriser  ^4 

par  le  changement  qu'elles  apportent,  mais  je  ne  pense  pas  qu'elles  ^ 
soient  un  aussi  bon  repos  pour  l'esprit  que  les  exercices  phy- 
siques, malheureusement  difliciles  à  pratiquer  dans  une  ville. 

Rép.  LXXXIV  (Suisse).  —  a)  Les  jeux  de  combinaison,  tels  que 

les  dames,  les  échecs,  les  cartes,  etc.  —  b)  Je  suis  complètement  .1 

étranger  à  cette  question,  n'ayant  jamais  pratiqué  ni  la  musique,  ^ 

ni  la  littérature,  ni  la  poésie.  —  c)  Je  m'intéresse  aux  questions  ^ 

métaphysiques,  mais  les  questions  religieuses  me  laissent  com-  j 
plètement  froid.                                                                    Oltramare. 


L'En«eignpm*»nt  malhôm..  9«anTi»ip;  1907.  ï5 
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Le  lieu  de  naissance  de  Legendre. 

Une  question,  déjà  ancienne,  in°  755;  de  V Intermédiaire  des 
mathématiciens  y  a  appelé  l'attention  du  colonel  Brocard  sur  le 
problème  controversé  du  lieu  de  naissance  de  Legendre,  certaines 
biographies  désignant  Toulouse,  et  d'autres  Paris.  M.  Brocard 
donnait  le  conseil  de  faire  des  recherches  à  la  mairie  du  lO"* 
arrondissement  de  Paris  où,  croyait-il,  devait  se  trouver  Tacte 
de  décès.  I/avis  me  sembla  bon,  et  l'un  de  nos  collègues  de  la 
Société  Mathématique  de  France,  M.  Pierre  Renard,  eut  Tobli- 
geance,  sur  ma  prière,  d'entreprendre  les  démarches. 

A  la  mairie  du  lO'"'"  arrondissement,  on  lui  apprit  que  tous  les 
actes  antérieurs  à  18()0  étaient  déposés  aux  Archives  départemen- 
tales et  communales,  quai  Henri  IV.  11  s'y  transporta,  et  trouva  un 
p  employé  (fort  aimable)  auquel  il  exposa  sa  requête,  et  le  but  pour- 

suivi. Après  une  courte  recherche,  on  constata  que  Tacte  de  décès 
existait  effectivement. 

—  Très  bien,  répondit  M.  Renard  ;  alors,  pourriez-vous  me  dire 
si  Legendre  est  né  à  Toulouse  ou  à  Paris  ? 

—  Impossible,  Monsieur.  H  nous  est  absolument  interdit  de 
fournir  des  renseignements.  Seulement,  nous  pouvons  vous  pro- 
curer une  expédition  de  l'acte  de  décès  pour  le  prix  de  3  francs 
75  centimes. 

—  Voici  3  fr.  75.  Pouvez-vous  m'écrire,  sur  un  bout  de  papier, 
le  lieu  de  naissance  de  Legendre  ?  Je  voudrais  bien  savoir  s'il  est 
de  Paris,  ou  de  Toulouse. 

—  Impossible,  Monsieur.  Nous  ne  pouvons  fournir  l'expédition 
6  que  dans  un  délai  de  trois  jours.  11  faut  effectuer  votre  versement 
}                              au  guichet  voisin. 

[  Au  guichet  voisin,  un  second  employé    non  moins  aimable  que 

S^  le  premier;  reçut  avec  une  grâce  exquise  les  3  fr.  75.  Et  comme  on 

^;  lui  proposait  d'ajouter  les  frais   d'envoi,  pour  qu'il    voulût    bien 

:  adresser  l'expédition  : 

^-  —  Impossible,  Monsieur;  nous  n'envoyons  jamais  rien.  Il  faudra 

i  que  vous  ayez  l'obligeance  de  revenir. 

;.  —  Je  l'aurai. 

I  Kt  en  m(>me  temps  l'employé  modèle  ^n^  2)  tendait  à  son  inter- 

[  locuteur  un  reçu  (n<*  34()7j  où  celui-ci  lisait  avec  stupéfaction  : 
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«  Reçu  de  M.  Legendre  la  somme  de  etc....,  pour  frais  d'expédi- 
«  tion  d'un  acte  de  décès.  » 
Paris,  le  10  mars  1907. 

Le  Caissier  des  archivées, 
(Illisible). 

—  Mais  je  ne  m'appelle  pas  Legendre,  et  je  ne  suis  pas  mort. 
Je  m'appelle  Renard,  et  je  suis  toujours  vivant. 

—  Ça  ne  fait  rien,  ça  n'a  pas  d'importance. 
Surcetteparoleadmirable,  la  conversation  pris  fin.  Quelques  jours 

après,  M.  Renard,  ayant  fait  un  nouveau  voyage  aller  et  retour 
d'un  bout  à  l'autre  de  Paris,  me  remettait  l'expédition  de  l'acte  de 
décès,  que  je  ne  trouve  pas  d'un  prix  trop  élevé  :  1**  parce  qu'elle 
contient  la  solution  d'une  question  d'histoire  scientifique  intéres- 
sante ;  2*»  parce  que,  en  raison  des  circonstances  que  je  viens  de 
rappeler,  elle  fournit  un  petit  paragraphe  additionnel  à  l'inépui- 
sable chronique  de  la  sottise  administrative. 

En  définitive,  il  est  désormais  acquis,  d'après  l'acte  de  décès, 
que  Adrien-Marie  Legendre  était  né  à  Paris,  qu'il  y  est  mort,  en 
sa  demeure,  quai  Voltaire,  n**9,  à  l'âge  de  80  ans,  le  9.  janvier  1833, 
à  six  heures , du  matin  (et  non  le  10  janvier,  comme  l'indiquent 
quelques  biographies).  Legendre  à  sa  mort,  était  Membre  de 
l'Académie  des  Sciences  et  officier  de  la  Légion  d'honneur. 

C.  A.  L. 


Sur  le  cercle  passant  par  les  pieds  des  bissectrices  intérieures. 

1.  —  Soient  P  et  P'  deux  points  quelconques  du  plan  ABC. 
Nous  désignons  par  A^ ,  B^ ,  C^ ,  A'^ ,  B'^ ,  C'^  les  intersections  res- 
pectives de  AP,  BP,  CP,  AP',  BP' ,  CP'  avec  BC,  CA,  AB. 
Lorsque  ces  six  points  d'intersection  sont  concycliques,  nous 
avons  fait  voir  {Nou^felles  Annales,  Août  1906),  que  le  point  P'  est 
le  réciproque  de  l'anticomplémentaire  d'un  point  dont  les  coor- 
données barycentriques  sont 


.r,  y,  :;  étant  les  coordonnées  barycentriques  de  P. 

2.  —  D'après  cela  il  est  facile  de  voir,  que  si  P  est  le  centre  I 
du  cercle  inscrit  à  ABC  le  point  P'  a  pour  coordonnées  barycen- 
triques 


a  -{-  ^p  cos  A  '    h  -\-  ^*p  cos  B  '    c  -{-  ^p  cos  C 
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On  vérifie  aisément,  que  ce  point  appartient  à  l'hyperbole  de 
Kiepert  de  ABC. 

3.  —  Les  triangles  A,  B,  C,  et  A',  B'^  C'^  sont  les  triangles  dia- 
gonaux des  quadrilatères  ABCl,  ABCP'.  Ces  triangles  sont  donc 
autopolaires  aux  hyperboles  équilatères  ABQ  (hyperbole  de 
Feuerbach  et  ABCP'  (hyperbole  de  Kiepert j.  Comme  le  cercle 
circonscrit  à  un  triangle  autopolaire  à  une  hyperbole  équilatère 
passe  par  le  centre  de  cette  courbe  et  comme  le  cercle  d'Euler 
est  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  ABC,,  nous 
pourrons  dire  :  le  cercle  passant  par  les  pieds  des  bissectrices  in- 
térieures coupe  le  cercle  d*Euler  aux  centres  des  hyperboles  d& 
Feuerbach  et  de  Kiepert. 

P^mile  VVeber  (Liège). 


Simple  remarque  sur  un  théorème  de  géométrie. 

Nous  avons  en  vue  le  théorème  : 

Si  P  est  un  point  pris  à  l'intérieur  d*un  triangle  ABC,  on  a 

BP  +  PC  <  AB  -h  AC  . 

La  démonstration  donnée  dans  les  ouvrages  classiques  gagne- 
rait —  ce  nous  semble  —  en  clarté  à  être  exposée  comme  suit. 

Lemme.  —  .SY  l'on  prend  un  point  P  sur  un  coté  A  C  d'un  trian- 
gle A  B(\  entre  A  et  C,  on  a  BP  +  PC  <  BA  +  AC. 

La  d(''monstration  est  immédiate. 

Théorème.  Knoncé  ci-dessus).  —  Prolongeons  BP  jusqu'à  sa 
rencontre  en  \\  avec  AC.  En  appliquant  le  lemme  aux  triangles 
BRC,  ABC,  on  a 

BP  +  PC  <  BR  -h  RC  <  BA  4-  AC  . 

C.  q.  1'.  d. 

Rmile  Wkber  (Liège). 

t 

^  Sur  la  relation  entre  les  côtés  d'un  triangle  rectiligne. 


Cette  petite  note  est  destinée  à  attirer  l'attention  des  professeurs 
sur  un  défaut  de  méthode,  dans  tous  les  traités  de  géométrie  élé- 
mentaire qui  nous  sont  connus.  11  s'agit  de  trois  théorèmes  qui 
se  rapportent  à  l'expression  de  la  valeur  du  carré  d'un  côté  du 
triangle  en  fonction  des  deux  autres.  Tous  les  auteurs  que  nous 
avons  lus  distinguent  trois  cas  suivant  que  le  côté  est  opposé  à 
un  angle  droit,  à  un  angle  aigu  ou  à  un  angle  obtus.  Au  fond,  ils 
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déduisent  chacun  de  ces  théorèmes  de  la  propriété  suivante,  dont 
ils  recommencent  trois  fois  la  démonstration  : 

Les  hauteurs  d'un  triangle  déterminent  dans  les  carrés  construits 
sur  les  côtés,  six  rectangles  équi\>alents  deux  à  deux.  Ces  recta n- 
gles  se  sui{>ent  lorsque  Von  fait  le  tour  de  la  figure  et  font  partie  de 
carrés  distincts. 

Il  serait  plus  méthodique,  à  notre  avis,  de  poser,  une  fois  pour 
toutes,  la  proposition  précédente  en  théorème,  et  d'en  déduire  les 
trois  cas  qui  se  présentent,  comme  corollaires.    J.  Malaise  (Liègej 


CHRONIQUE 


IP  centenaire  de  Léonard  Euler. 

I.  Séance  commémora tii>e  organisée  par  la  Société  Mathématique 

de  Berlin. 

Le  15  avril  deux  cents  ans  s'étaient  écoulés  depuis  que  Léonard 
Euler  naquit  à  Baie.  La  Société  Mathématique  de  Berlin  avait  pris 
la  résolution  de  remplacer  la  séance  mensuelle  par  une  séance 
solennelle  à  la  date  du  15  avril. 

Grâce  à  l'obligeance  de  M.  Rubens,  directeur  de  l'Institut  de 
Physique  à  l'Université,  la  grande  salle  de  cet  Institut  fut  mise  à 
la  disposition  de  la  Société. 

En  premier  lieu,  M.  Valentin,  bibliothécaire  à  la  Bibliothèque 
Royale,  fit  un  discours  sur  Léonard  Euler  à  Berlin  ;  en  particulier 
il  donna  des  communications  intéressantes  sur  les  relations  entre 
Frédéric-le-Grand  et  le  savant  géomètre.  Puis  M.  Kneser,  profes- 
seur à  rUniversité  de  Breslau,  prit  la  parole  pour  développer 
les  progrès  que  le  calcul  des  variations  doit  au  génie  d* Euler  qui 
continuait  l'œuvre  de  Leibniz  et  préparait  les  découvertes  de 
Lagrange.  Le  troisième  discours,  prononcé  par  M.  Fritz  KOtter, 
professeur  à  l'Ecole  Polytechnique  de  Charlottenbourg,  était  des- 
tiné à  montrer  l'impulsion  que  donnèrent  les  travaux  d'Euler  à  la 
théorie  de  la  toupie  et  aux  problèmes  qui  s'y  rattachent. 

La  cérémonie  oflîcielle  a  été  suivie  d'une  réunion  familière  qui 
a  réuni  un  grand  nombre  de  personnes.  R.  Jahnke  (Berlin). 

IL  Séance  solennelle  organisée  par  l'Uni\>ersité  de  Baie. 

L'université  de  Bâle  avait  décidé,  dans  le  courant  de  l'hiver  der- 
nier, d'organiser  une  cérémonie  académique  en  l'honneur  du  grand 
mathématicien  balois  Léonard  Euler.  Ce  projet  a  été  mis  à  exécu- 
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tion  le  29  avril,  et  runiversité  avait  convié  à  cette  fête  scientifique 
des  représentants  des  Académies  des  sciences  de  St-Pétersbourg 
et  de  Berlin,  des  universités  suisses,  de  l'école  polytechnique  de 
Zurich  et  de  quelques  universités  allemandes  voisines  de  notre  fron- 
tière. 

Appelé  en  qualité  de  doyen  de  notre  faculté  des  sciences,  à  repré- 
senter l'université  de  Genève  à  cette  solennité,  je  suis  heureux 
d'en  donner  ici  un  court  aperçu  et  de  présenter  à  l'université  de 
de  Baie  mes  sincères  félicitations  pour  la  manière  à  la  fois  sérieuse,  . 
dijrne  et  simple  dont  elle  a  commémoré  Tanniversaire  deux  fois 
centenaire  de  la  naissance  à  Bàle  de  Léonard  Euler. 

La  cérémonie  s'est  déroulée  le  29  avril  avant  midi  dans  Féglise 
de  St-Martin,  voisine  de  l'université  et  qui  sert  à  notre  sœur  des 
bords  du  Rhin  d'Aula  pour  les  grandes  occasions.  L'église,  sobre- 
ment décorée  de  verdure,  était  ornée  du  buste  d'F^uler,  et  la  tribune, 
était  entourée  des  drapeaux  des  sociétés  d'étudiants  bàloises.  Le 
chœur  était  occupé  par  Torchestre  académique  qui  a  inauguré  la 
cérémonie  par  Texécution  de  Touverture  d'Iphigénie  de  Gluck  et 
l'a  clôturée  par  celle  de  la  marche  de  TAthalie  de  Mendelssohn. 
Le  corps  professoraL  presque  au  complet,  s'est  placé  derrière  la 
tribune.  La  grande  nef  avait  été  réservée  aux  invités  et  aux  étu- 
diants, et  les  bas-cùtés  de  l'église  étaient  occupés  par  un  nom- 
breux public,  ami  de  Tuniversité,  qui  a  attentivement  écouté  les 
discours  des  divers  orateurs. 

Le  premier  discours  a  été  prononcé,  au  nom  de  l'université  de 
Baie,  par  M.  le  professeur  Karl  Vonder  MChll  qui  a  retracé,  en  histo- 
rien et  en  mathématicien,  la  biographie  d'Euler  et  donné  un  aperwi 
critique  de  son  œuvre  immense.  Kulcr  est  né  à  Bâle  et  a  été  élevé 
d'abord  à  Riehen,  paroisse  de  son  père,  le  pasteur  Paul  Kuler,  qui 
avait  été  élève  de  Jacques  Bernoulli.  C'est  lui  qui  a  initié  son  fils 
aux  mathématiques»  mais  c'est  à  l'université  que  s'est  développé 
le  goût  prononcé  de  Léonard  pour  cette  science,  sous  l'influence 
de  Jean  Bernoulli.  Celui-ci  discerna  promplement  le  génie  du 
jeune  homme  et  obtint  de  son  père  qu'il  put  suivre  ses  goûts  et  ne 
pas  poursuivre  les  études  de  théologie. 

Bâle  était  alors  une  vraie  pépinière  de  mathématiciens  qui,  na- 
turellement, ne  pouvaient  tous  faire  leur  carrière  dans  leur  patrie. 
Nicolas  et  Daniel  Bernoulli  étaient  à  St-Pétersbourg  et  y  attirè- 
rent Kuler  en  1727,  à  Tàge  de  vingt  ans.  C'est  là  qu'il  publia  ses 
premiers  travaux.  11  les  continua  de  1741  à  1706  à  Berlin  où  paru- 
rent ses  œuvres  les  plus  importantes,  puis  retourna  à  St-Péters- 
bourg où  il  termina  sa  carrière  en  1781.  Malade,  borgne  et  ensuite 
aveugle  dans  celte  dernière  partie  de  sa  vie,  poursuivi  par  le  mal- 
heur, il  n'en  dicta  pas  moins  encore  plus  de  300  travaux  à 
ses  secrétaires. 

Kuler  a  été  avant  tout  un  mathématicien  et  a  fait  du  calcul  inii- 
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nitésimal  rinstrument  qu'il  est  encore  aujourd'hui.  Mais  en  outre 
il  a  appliqué  ce  calcul  à  tous  les  problèmes  des  sciences  exactes,  et 
on  peut  dire  qu'il  a  abordé  tous  ceux  de  l'astronomie,  de  l'opti- 
que, de  la  mécanique,  surtout  et  aussi  ceux  de  l'art  de  l'ingénieur. 
Son  travail  a  été  immense  et  quoique  sa  vie  se  fut  passée  à  l'étran- 
ger, B«4le  n'en  est  pas  moins  fière  de  lui  avoir  donné  le  jour. 

M.  O.  Backlund,  directeur  de  l'observatoire  de  Poulkovo,  délé- 
gué de  l'Académie  des  sciences  de  St-Pétersbourg,  a  ensuite  lu 
un  discours  en  latin  célébrant  les  services  rendus  par  Euler  à 
cette  Académie.  Puis  M.  le  professeur  Frobenius,  au  nom  de  l'Aca- 
démie des  sciences  de  Berlin,  a  encore  insisté,  après  le  professeur 
Von  der  Muhll,  sur  Tœuvre  immense  d'Euler  et  sur  l'origiiialité 
de  son  génie.  Il  a  fait  ressortir  tout  ce  que  les  étudiants  de  l'épo- 
que actuelle  lui  doivent  encore,  en  ce  sens  que  les  manuels  d'au- 
jourd'hui, qu'il  s'agisse  de  mathématiques  pures  ou  appliquées, 
ne  font,  que  reproduire  pour  une  forte  part,  les  méthodes,  les  ré- 
sultats et  les  applications  d'Euler. 

M.  le  professeur  Rldio  de  Zurich  a  prononcé  un  dernier  discours, 
au  nom  des  hautes  écoles  de  la  Suisse  et,  en  remerciant  l'univer- 
sité de  Bàle  d'avoir  si  dignement  célébré  l'anniversaire  d'Euler, 
il  a  exprimé  le  vœu  que  le  plan  de  la  publication  intégrale  de  l'œu- 
vre complète  d'Euler  dont  on  a  déjà  souvent  parlé,  marche  vers 
une  prochaine  réalisation.  M.  le  professeur  John  Meier,  recteur  de 
l'université  de  Bàle,  a  remercié  les  orateurs  qui  de  l'étranger  et 
de  la  Suisse  sont  venus  apporter  leur  tribut  d'éloge  au  grand  ma- 
thématicien bàlois  et  la  cérémonie  a  été  ainsi  terminée. 

Disons  encore  qu'à  propos  du  deuxième  centenaire  d'Euler,  la 
Bibliothèque  de  l'université  de  Bàle  avait,  par  les  soins  de  M.  le 
professeur  Burckhardt,  organisé  une  exposition  des  œuvres  d'Euler. 
Cette  exposition  comprenait  quelques  manuscrits,  les  principaux 
ouvrages  du  savant  bàlois  et  les  portraits  que  l'on  possède  de  lui 
à  Bàle  ainsi  que  les  reproductions  de  ceux  qui  existent  ailleurs. 

Enfin  qu'il  me  soit  permis  de  rapporter  en  terminant  une  remar- 
que que  m'a  faite  M.  Backlund  :  c'est  qu'il  existe  en  français 
un  excellent  compte  rendu  de  l'œuvre  d'Euler  en  fait  de  méca- 
nique céleste,  dans  la  thèse  de  doctorat  présentée  en  1817  à  l'Aca- 
démie de  Paris  par  Alfred  Gautier  qui  a  été  directeur  de  l'obser- 
vatoire de  Genève  de  1819  à  1831).  Je  transcris  d'autant  plus  volon- 
tiers ici  ce  jugement,  qu'il  vient  confirmer  ce  que  me  disait,  il  y  a 
plus  de  vingt  ans.  Tisserand,  en  nie  parlant  de  ce  travail  de  mon 
grand  oncle'  dont  il  s'est  servi  dans  certains  chapitres  de  sa  Mé- 
canique céleste  devenue  classique,  et  qu'il  appréciait  comme  un 
résumé  très  bien  fait.  Raoul  Gautier  (Genève.) 


*  Essai  historique  sur  le  problème  des  trois  corps,  ou  dissertation  sur  la  théorie  des 
mouvements  de  la  lune  et  des  planètes,  etc.,  par  .\lfred  Gautikr.  licences  es  lettres  et  docteur 
es  sciences,  Paris,  1817.  —  283  pages  in-'i°. 
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Monument  Abel. 

"  l.ors  du  Centenaire  d'Abel,  le  monde  entier  a  témoigné  par  sa 
j/randiose  participation  en  quelle  haute  estime  on  avait  ce  génie 
transcendant. 

Au  moment  où  ils  se  disposent  à  lui  élever  un  monument  digne 
de  lui,  ses  compatriotes  ont  cru  ne  pas  devoir  donner  à  leur  mani- 
festation un  caractère  exclusif,  mais  ont  trouvé  qu'ils  rendraient 
mieux  hommage  au  caractère  international  de  l'œuvre  d'Abel,  en 
conviant  les  mathématiciens  des  autres  nations  à  collaborer  avec 
les  Norvégiens.  ^ 

Le  monument,  qui  aura  13  mètres  de  hauteur,  est  achevé  en 
ph\tre,  et  prêt  à  être  coulé  en  bronze.  Il  est  dû  au  ciseau  de  Gustav 
Vigcland,  le  premier  des  sculpteurs  norvégiens.  Sur  un  haut  pié- 
destal planent  deux  génies  de  taille  gigantesque  sur  le  dos  des- 
(|uels  repose  le  jeune  voyant,  dont  les  traits  rendent,  en  une  mâle 
adaptation,  ceux  de  l'illustre  Abel.  Cette  œuvre  a  excité  Tadmira- 
liorï  de  connaisseurs  distingués,  même  en  dehors  des  limites  de 
la  Norvège. 

Il  s'agit  ici  de  la  mémoire  d'un  homme  par  lequel  la  Norvège  a 
apporté  une  part  contributive  tout  à  fait  unique  à  Tœuvre  scienti- 
fique (le  tous  les  pays  et  de  tous  les  âges  :  c'est  pourquoi  nous  nous 
adressons  en  toute  confiance  à  l'ensemble  du  monde  savant.» 

Kristiania,  mars  1907. 

\V.  C.  BRO(;GEn.  Kllinc;  Holst.  Fiudtjof  Nansen. 
Carl  Stormer.  L.  Sylow.  Axel  Thce. 
Les  souscriptions  sont  reçues  par  M.  Karl  Fischer,  Kirkegaden, 
i\  b..  Christiania. 

Monument  Lamarck^ 

«  Les  professeurs  du  Muséum  national  d'Histoire  naturelle  de  Pa- 
ris, désireux  de  rendre  un  hommage  solennel  à  leur  illustre  pré- 
décesseur, le  naturaliste  philosophe  Lamarck,  prennent  l'initiative 
d'une  souscription  internationale  afin  de  lui  élever  une  statue 
dans  le  Jardin  des  Plantes. 

Ils  vous  demandent  de  prendre  part  à  cette  manifestation  scien- 
tifique qui  a  pour  but  de  rendre  une  tardive  justice  à  l'immortel 
auteur  de  la  Philosophie  zoologique,  au  savant  qui,  en  zoologie, 


*  Hioii  que  Lamarck  fût  un  naturalisti»,  son  nom  est  trop  intimement  associe  à  la  scii'nciî 
iiniverRclie  pour  que  V Enseignement  mathématique  hésite  à  faire  connaître  cette  grande  mnni- 
tVstulioii,  placée  sous  le  haut  patronage  du  Président  de  la  République  française,  du  roi  de 
Forlugal  et  du  prine»*  de  Monaco. 

Diins  la  list<'  du  Comité  d'honneur,  nous  relevons  les  noms  de  MM.  Appkll,  Boloqukt  i»k 
i.A  (rinr.  DAunorx,  Janss<.\.  Jordan,  Malkick  Lkw,  Lamv.  membres  de  Tlnslitut,  et  celui 
di*  M.  i..  A.  Laisam,  président  de  la  Société  Philomatique  de  Paris  en  190G. 
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en  botanique,  en  géologie,  en  météorologie,  fut  un  précurseur 
génial,  au  grand  penseur  dont  les  conceptions  sont  la  base  des 
idées  modernes  sur  l'évolution  du  monde  organisé.  » 

Les  souscriptions^  sont  reçues  par  M.  JotRiN,  professeur  au 
Muséum  d'Histoire  naturelle,  à  Paris. 

Les  Professeurs  du  Muséum  national  d'Histoire  naturelle. 

Nominations  et  Distinctions. 

M.  le  Prïnce  Koland  Bonaparte  est  nommé  académicien  libre 
de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  en  remplacement  de  M.  Bis- 
choflsheim,  décédé. 

M.  G.  Darboux,  est  nommé  membre  associé  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Belgique. 

M.  L.  E.  Dickson  est  promu  professeur  adjoint  à  l'Université  de 
Chicago. 

M,  U.DiNi,  professeur  à  l'Université  de  Pise,  est  nommé  docteur 
honoraire  de  l'Université  de  Glasgow. 

M.  Th.  Furtwangler  est  nommé  professeur  titulaire  de  mathé- 
matiques à  TKcole  technique  supérieure  d'Aix-la-Chapelle. 

M.  P.  Koebe  est  admis  à  l'Université  de  Gôttingue  en  qualité  de 
privat-docent. 

M.  LuDvviG,  privat-docent  à  l'Ecole  technique  supérieure  de 
Carlsruhe,  est  nommé  professeur  titulaire  à  la  chaire  de  Géométrie 
descriptive  de  l'Ecole  technique  supérieure  de  Braunschweig. 

M.  H.  Maschke  est  promu  professeur  titulaire  à  l'Université  de 
Chicago. 

M.  H.  PoiNCARÉ  est  nommé  docteur  honoraire  de  l'Université  de 
Glasgow. 

M.  Jules  Tanner  Y  est  nommé  académicien  libre  de  l'Académie 
des  Sciences  de  Paris. 

M.  E.  V.  VVeber,  privat-docent  à  l'Université  de  Munich,  est 
nommé  professeur  extraordinaire  à  l'Université  de  Wûrzbourg. 

M.  \\  ieghardt,  de  l'Ecole  technique  supérieure  de  Braun- 
schweig, est  nommé  professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure  de 
Hanovre. 

Nécrologie. 

Marcelin  Brrthelot. —  Le  18  mars  1907  la  France  a  perdu  l'un 
de  ses  plus  illustres  savants,  Marcelin  Berthelot,et  l'on  sait  qu'elle 
lui  a  rendu  les  honneurs  les  plus  grands  dont  elle  dispose.  Ber- 


<  Le  Comité  a  déridé  d  ofTrir  à  tous  les  Souscripteurs  d'au  moins  20  irancs  la  reproduction 
en  héliogravure  (format  grand  in-i*  d'un  portrait  authentique  et  inédit  de  Lamarck,  peint 
pour  sa  famille  par  Thévcnin,  en  1801. 

A  tout  Souscripteur  d'une  somme  de  200  francs  au  moins  sera  offerte,  s'il  le  désire,  une 
épn'uve  en  phUrn  du  buste  de  Lamarck  par  le  statuaire;  Fagel,  à  qui  esWconfiée  l'exécution  du 
monument. 
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thelot  était  l'un  des  secrétaires  perpétuels  de  l'Académie  des 
Sciences;  il  avait  été  élu  membre  de  l'Académie  française  en  1900 
en  remplacement  de  M.  Joseph  Bertrand. 

Colonel  Laussédat.  —  Ce  même  jour  est  décédé  à  Paris  M.  le 
colonel  Laussédat,  académicien  libre,  ancien  professeur  de  Géo- 
désie à  l'Ecole  polytechnique,  ancien  Directeur  du  Conservatoire 
national  des  Arts  et  Métiers;  il  était  né  le  14  avril  1819. 

J.  Rebstein.  —  M.  J.  Rebstein,  professeur  à  l'Ecole  polytechni- 
que de  Zurich,  est  décédé  au  mois  de  mars  1907  à  Tâge  de  67  ans. 
Il  professait  les  cours  se  rattachant  à  la  théorie  des  assurances, 
à  la  méthode  des  moindres  carrés  et  à  la  construction  des  cartes 
géographiques. 
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Programme  d'un  cours  d'histoire  des  sciences.  * 

Le  programme  qu'on  va  lire  a  été  demandé  à  mon  frère  par 
M.  Rabier,  directeur  de  l'enseignement  secondaire,  au  moment  où 
se  préparait  l'organisation  de  l'enseignement  moderne  (1892).  On 
pensait  donner  à  l'histoire  des  sciences  une  heure  et  demie  par  se* 
maine,  dans  la  dernière  classe.  Si  mes  souvenirs  sont  exacts,  il  a 
été  imprimé  dans  les  documents  remis  aux  membres  du  Conseil 
supérieur  de  Tlnstruction  publique,  mais  n'a  pas  été  publié. 

Je  ne  l'ai  pas  relu  sans  émotion:  on  peut  le  regarder  comme  une 
table  des  matières,  très  abrégée,  de  ce  Discours  sur  l'histoire  gé- 
nérale des  sciences  que  mon  frère  avait  commencé  d'écrire  et  qui, 
s'il  avait  vécu,  serait  publié  depuis  deux  ans.  On  verra  avec  quelle 
élévation  d'esprit  Paul  Tannery  concevait  l'enseignement  de  cette 
histoire.  Un  jour  viendra  peut-être  où  l'autre  histoire,  l'histoire 
des  faits,  ne  sera  plus  regardée  que  comme  un  cadre,  d'ailleurs 
indispensable.  Pour  savoir  comment  l'esprit  humain  a  évolué,  il 
faut  connaître  le  milieu  où  il  a  évolué:  c'est  cette  évolution  qui 
importe  ;  l'histoire  des  sciences  n'en  retrace  qu'une  partie,  mais 
une  partie  essentielle. 

Il  faut  bien  avouer  qu'aujourd'hui,  comme  il  y  a  quinze  ans,  l'en- 
seignement de  cette  histoire  est  impossible  dans  nos  lycées,  parce 
que  le  personnel  n'est  pas  préparé.  Il  faut,  tout  d'abord,  organiser 
la  préparation.  On  a  jugé  avec  raison  que  l'histoire  del'enseigne- 


*  Extrait  de  la  Revue  du  mois  du  10  avril  1907,  avec  l'aulorisation  de  la  Rédaction.  —  Paris» 
Librairie  Le  Soudier. 
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ment  et  des  doctrines  pédagogiques  était  indispensable  à  i-eiioc 
qui  veulent  être  professeurs  :  elle  est,  aujourd'hui,  admirablement 
exposée;  mais  Thistoire  de  ce  qu'ils  auront  à  enseigner  est-elle 
moins  nécessaire  aux  futurs  maîtres?  Peuvent-ils  continuer  d'en 
ignorer  les  grands  traits  ? 

11  suffit,  pour  répondre,  de  lire  les  pages  qui  suivent. 

Jules  Tannery  (Paris). 


Conseils  et  Directions. 

Le  but  que  le  professeur  devra  chercher  à  atteindre  est  prini  i- 
palement  de  montrer  Tenchaînement  rationnel  qui  a  lié  l'évolution 
de  chacune  des  sciences,  soit  avec  celle  des  autres,  soit  avec  celle 
de  la  civilisation  en  général. 

Pour  chacune  des  périodes  indiquées  dans  le  programme  ri- 
après,  il  devra  s'attachera  définir  et  à  bien  faire  comprendre  Tor- 
dre d'idées,  vrai  ou  erroné,  qui  dominait  dans  chaque  science, 
ainsi  que  le  caractère  des  transformations  qu'a  pu  subir  cet  oïdi-e 
d'idées  au  cours  de  la  période.  11  sera  d'ailleurs  inutile  de  s'astrein- 
dre rigoureusement  à  Tordre  chronologique  ;  il  est  préférable,  au 
contraire,  de  s'en  tenir  pour  chaque  époque  aux  traits  généraux, 
sauf  à  remonter  aux  germes  antérieurs  des  grandes  idées  ou  dé- 
couvertes nouvelles,  quand  il  s'agira  d'en  exposer  l'histoire,  et  à 
indiquer  en  même  temps  les  conséquences  ultérieures  de  ces  dé- 
couvertes sur  lesquelles  on  ne  se  proposera  pas  de  revenir  à  pro- 
pos d'une  autre  époque. 

Tout  en  cherchant  ainsi  à  développer  le  plus  possible  chez  les 
élèves  des  idées  générales,  il  conviendra,  pour  soutenir  leur  at- 
tention, d'illustrer  renseignement  par  des  détails  circonstanciés 
donnés  dans  chaque  leçon  sur  un  sujet  déterminé.  Le  programme 
indique  un  certain  nombre  de  ces  sujets,  mais  il  ne  sera  pas  né- 
cessaire de  les  développer  tous  également  ;  le  programme  ne  doit 
pas  davantage  être  considéré  comme  limitatif;  le  professeur  devra 
choisir,  d'après  ses  convenances  personnelles,  pour  chaque  leçon, 
la  question  qu'il  se  proposera  de  traiter  en  détail,  sous  la  condi- 
tion de  la  rattacher  nettement  à  un  ordre  d'idées  générales  exposé 
dans  la  même  leçon. 

Toute  question  de  détails  ainsi  choisie  devra  être  traitée  aussi 
complètement  que  possible  :  on  aura  soin  d'ailleurs,  soit  en  Tex- 
posant,  soit  en  développant  des  thèmes  plus  généraux,  d'éviter 
toute  nomenclature  vide,  aussi  bien  que  les  indications  histori- 
ques trop  sommaires  qui,  sous  une  apparence  de  précision,  ne 
laissent  souvent  que  des  notions  fausses  dans  l'esprit  des  élèves. 

Au  lieu  d'un  sujet  relatif  à  l'histoire  d'une  question  déterminée 
(comme  par  exemple  Torigine  des  chiffres  modernes  ou  celle  de 
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la  machine  à  vapeur),  le  professeur  pourra  choisir  la  vie  d'un  sa- 
vant illustre.  Dans  ce  cas,  tout  en  retraçant  les  détails  intéressants 
de  sa  biographie,  il  devra  s'attacher  à  indiquer  ses  ouvrages  les 
plus  importants  et  à  en  donner  une  analyse  sufïisante  pour  provo- 
quer alors  chez  les  élèves  le  désir  d'arriver  à  les  connaître  plus 
complètement. 

Enfin  il  ne  devra  pas  perdre  de  vue,  en  thèse  générale,  que 
Tétude  historique  des  sciences  ne  doit  pas  seulement  s'attacher  à 
retracer  les  progrès  de  l'esprit  humain  dans  la  connaissance  de 
la  vérité  ;  qu'elle  a  aussi  à  en  rappeler  les  erreurs,  et  que  c'est  pré- 
cisément la  saine  appréciation  de  ces  erreurs  qui  seule  peut  bien 
faire  comprendre  l'importance  véritable  des  sciences  ;  sans  négli- 
ger l'intérêt  qu'offrent  les  applications  pratiques,  il  ne  perdra 
pas  une  occasion  de  faire  ressortir  la  nécessité  de  la  science  qui 
seule  peut  conduire  à  des  conceptions  justes,  soit  de  l'univers,  soit 
de  la  société  humaine. 

Programme. 

Premier  trimestre. 

Des  connaissaDces  pratiques  qui  ont  servi  de  fondement  aux  théories  des 
sciences  pures.  —  Développement  de  ces  connaissances  aux  divers  degrés 
de  la  civilisation.  —  Niveau  atteint  chez  les  anciens  peuples  de  l'Orienl 
(Egypte,  Ch aidée). 

Nota.  —  Les  diverses  sciences  seront  successivement  considérées  dans 
fordre  suivant  :  arithmétique  et  géométrie,  mécanique,  astronomie,  physi- 
que, chimie,  histoire  naturelle. 

Des  conceptions  irrationnelles  de  la  nature  qui  ont  été  l'origine  des  pré- 
tendues sciences  occultes  (astrologie,  magie,  sorcellerie,  etc.)  Des  notions 
positives  mêlées  à  ces  conceptions,  de  l'influence  qu'elles  ont  exercée  sur 
l'évolution  des  sciences. 

Apparition  de  la  science  pure  chez  les  Grecs  vers  le  vi©  siècle  avant  notre 
ère  :  sa  double  tendance  :  abstraite  :  (mathématiques)  ;  concrète  (science  de 
la  nature  en  général). 

Mathématiques.  —  Pythagore  et  son  école.  —  Constitution  d'un  enseigne- 
ment scientifique.  —  Classification  en  arithmétique,  géométrie  sphérique 
(astronomie),  musique.  —  Découverte  expérimentale  des  relations  numéri- 
ques concernant  la  gamme.  —  Progrès  des  mathématiques  au  iv«  siècle 
avant  notre  ère  (académie).  —  Importance  historique  de  la  classification 
pythagorienne  ;  le  quadrivium  et  le  trivium  au  moyen  âge. 

Science  de  la  nature.  —  Recherche  d'une  conception  rationnelle  et  géné- 
rale de  la  science.  —  Tentatives  des  premiers  philosophes  grecs  à  partir  de 
Thaïes.  —  Résultats  spéciaux  :  constitution  de  la  médecine  :  Hippocrate  et 
son  école.  —  Résultats  généraux  :  Aristote,  son  œuvre  scientifique.  — Adop- 
tion de  principes  erronés  concernant  la  dynamique.  —  Système  astronomi- 
que. —  Doctrine  des  quatre  éléments.  —  Travaux  d'histoire  naturelle. 

Des  contradictions  opposées  dans  l'antiquité  aux  dogmes  d'Aristote  :  doc- 
trine atomique. 

Période    alexandrine.    (Des   conquêtes    d'Alexandre   à   l'établissement   de 
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Peinpire  romain).  —  Abandon,  dans  la  Grèce  proprement  dite,  des  tendances 
véritablement  scientifiques.  —  Les  nouvelles  écoles  philosophiques  se  pro- 
poposent  pour  but  l'établissement  de  règle  de  conduite  individuelle  :  rôles 
du  stoïcisme  et  de  l'épicurisme  au  point  de  vue  de  l'histoire  des  sciences. — 
Caractère  classique  que  prend  renseignement. 

La  science  pure  protégée  par  les  Ptolémées.  —  Fondation  du  musée 
d'Alexandrie.  —  Euclide  :  la  géométrie  élémentaire.  —  Apollonius  :  la  géo- 
métrie des  coniques.  —  De  l'utilité  de  l'appui  donné  par  les  gouvernements 
aux  recherches  purement  théoriques  :  imprévu  des  applications  pratiques 
qu'elles  peuvent  recevoir  (les  coniques  en  astronomie  ;  autres  exemples  his- 
toriques). 

Archimèdc,  ses  travaux  géométriques  ;  ses  découvertes  en  statique. 

De  la  mécanique  chez  les  anciens.  —  Héron  d'Alexandrie. 

L'astronomie  scientifique  :  Hipparque. 

Période  gréco-romaine  (jusqu'à  Constantin).  —  Inaptitudes  des  romains 
pour  les  sciences  :  elles  restent  stationnaires.  —  Coordination  des  travaux 
antérieurs  :  Ptolémée.  —  Progrès  de  l'astrologie.  —  Galien  :  la  médecine  et 
l'histoire  naturelle. 

Période  de  décadence.  —  Origine  de  l'alchimie  ;  son  caractère  mystique  ; 
influences  gnostiques  mêlées  aux  dogmes  de  la  philosophie  hellène.  —  Ten- 
dances pratiques  de  l'enseignement  classique  des  mathématiques  :  les  ingé- 
nieurs de  Justinien.  —  Maintien  de  cet  enseignement  sous  l'empire  byzantin. 


Dki'xikme  trimestre. 

Période  barbare.  —  Des  connaissances  pratiques  conservées  en  Occident 
après  la  chute  de  l'empire  romain  ;  arpentage  ;  comput  ecclésiastique.  — 
Réveil  des  études  au  temps  de  Charlemagne.  —  Isigniiiance  des  résultats 
obtenus  jusqu'à  l'établissement  de  relations  avec  les  arabes. 

La  science  arabe.  —  Développement  scientifique  de  la  civilisation  arabe  ; 
défaut  d'originalité  dans  ce  développement  :  son  importance  pour  la  trans- 
mission de  la  science  grecque  à  l'Occident  latin.  —  Mathématiques  et  astro- 
nomie. —  Alchimie  et  médecine. 

Origine  des  chiffres  modernes  :  leur  introduction  en  Occident  ;  notions  sur 
lc*s  procédés  de  numération  écrite  chez  les  Grecs  et  les  Romains  ;  le  calcul 
sur  l'abacus.  —  Gerbert. 

Moyen  âge.  —  L'enseignement  dans  les  universités  :  les  sciences  sont 
réduites  au  rang  d'arts  et  subordonnées  à  la  théologie,  considérée  comme 
la  science  véritable.  —  Triomphe  des  doctrines  d'Aristote  relatives  à  la 
conception  de  la  nature.  Traductions  d'ouvrages  scientifiques  faites  sur 
l'arabe,  sur  le  grec. 

Renaissance.  —  Retour  définitif  aux  sources  grecques  et  réveil  des  ten- 
dances vers  la  science  pure.  —  Progrès  de  renseignement  mathématique  : 
Tartaglia,  Cardan.  —  Premières  oppositions  aux  doctrines  d'Aristote.  — 
Hypothèse  de  Copernic  renouvelée  d'Aristarque  de  Samos.  —  Les  élémenls 
des  corps  d'après  les  alchimistes  :  Paracelse. 

XVIf*  siècle  (première  moitié).  —  Vièle  :  Invention  de  l'algèbre  moderne. 
—  Napier  :  les  logarithmes. 

Lutte  définitive  contre  l'enseignement  scolastique.  —  Bacon  :  glorification 
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des  sciences  :  Appel  à  l'expérience.  —  Galilée  :  découverte  des  principes 
fondamentaux  de  la  dynamique  ;  les  lunettes  astronomiques.  —  Kepler  :  ses 
lois  ;  comment  elles  ont  fait  triompher  l'hypothèse  de  Copernic  et  ont 
conduit  à  la  découverte  de  la  gravitation  universelle.  —  Gilbert  :  le  magné- 
tisme. — '  Garvey  :  la  circulation  du  sang. 

Introduction  d'une  nouvelle  conception  rationnelle  et  générale  de  la  na- 
ture. —  Descartes  :  universalité  de  ses  travaux.  —  Tentatives  distinctes  de 
la  science,  antérieures  ou  contemporaines  :  Gassendi.  —  Triomphe  de  la 
physique  corpusculaire.  —  Recherches  expérimentales.  —  Découverte  de  la 
pesanteur  de  l'air  ;  Pascal  :  principe  de  l'hydrostatique. 


Troisième  trimestre. 

XVII^  siècle  (seconde  moitié).  —  Fondations  des  académies  des  sciences 
et  des  observatoires  ;  leur  influence  sur  le  progrès. 

Achèvement  de  la  découverte  des  principes  de  la  dynamique:  Huygens  ; 
Newton.  —  L'optique  mathématique. 

XVIII^  siècle,  —  Progrès  des  mathématiques  et  de  l'astronomie  ;  indica- 
cation  de  la  nature  des  problèmes  que  l'on  arrive  à  résoudre  ;  Clairaut  et  la 
comète  de  Halley.  —  L'aplatissement  de  la  terre  aux  pôles  :  confirmation 
définitive  des  théories  de  Newton. 

Abandon  des  hypothèses  de  la  physique  corpusculaire  :  les  actions  à  dis- 
tance ;  les  fluides.  —  Franklin  :  le  paratonnerre.  —  Stahl  et  la  théorie  de 
phlogistique.  —  Lavoisier  :  fondation  de  la  chimie  moderne. 

Histoire  naturelle.  —  Progrès  accomplis  depuis  la  Renaissance.  —  Les 
tentatives  de  classification:  Linné;  Jussieu.  —  Buffon  —  Cuvier  :  la  paléon- 
tologie et  l'histoire  des  révolutions  du  globe. 

Applications  de  la  science.  —  L'encyclopédie  de  Diderot  et  d'Alembert. 

Tentative  pour  soumettre  aux  méthodes  scientifiques  l'étude  des  questions 
sociales.  —  Origine  de  l'économie  politique  :  la  statistique. 

XIX^  siècle.  —  Indications  sur  les  tendances  actuelles,  de  plus  en  plus 
abstraites,  des  mathématiques  pures.  —  Nouveaux  résultats  pratiques  obte- 
nus :  découverte  de  la  planète  Le  Verrier. 

Applications  des  mathématiques  à  la  physique.  —  Nouvelles  hypothèses 
générales  :  Fresnel  :  l'éther.  —  Joule  :  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur. 

—  De  l'unité  des  forces  physiques. 

Développement  de  la  chimie.  —  Evolution  des  idées  générales  dans  cette 
science.  —  Les  équivalents  :  la  doctrine  atomique  :  la  thermo-chimie.  — 
L'analyse  spectrale  :  ses  applications  à  l'astronomie. 

Histoire  naturelle  et  biologie.  —  Bichat.  —  Claude  Bernard.   —   Pasteur. 

—  Progrès  de  la  médecine.  —  Darwin  ;  la  doctrine  de  l'évolution. 
Applications  industrielles.  —  Chemins  de  fer:  télégraphe  et  téléphone. — 

Chimie  agricole  et  industrielle. 

La  philosophie  scientifique.  —  Auguste  Comte  :  sa  conception  des  scien- 
ces ;  leur  classification.  —  La  sociologie.  —  Nouveau  but  proposé  à  la  phi- 
losophie :  règles  de  conduite  de  la  société  humaine  à  déterminer  par  l'appli- 
cation de  méthodes  scientifiques. 

Paul  Tanner v  (Paris). 
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FRANCE 

Circulaire, 

adressée  par  M.  le  Vice- Recteur  de  l  Académie  de  Paris  à  MM.  les  Inspec- 
teurs d  Académie,  Proviseurs,  Principaux  et  Professeurs  de  Mathématiques 
et  de  Physique  du  ressort. 

Paris,  le  l*"""  octobre  1906. 

Les  rapports  présentés  au  Conseil  académique,  en  sa  session  d'été,  sur 
1  eiiseigcmenl  des  sciences  mathématiques  et  des  sciences  physiques,  con- 
tiennent des  constatations  et  des  observations  qu'il  me  parait  utile  de  porter 
à  la  connaissance  des  professeurs. 

Mathématiqnes. 

Dans  les  classes  littéraires,  cet  enseignement  est  faible,  très  faible  même. 
Cette  faiblesse  est-elle  imputable  au  petit  nombre  d'heures  dont  les  profes- 
seurs de  mathématiques  disposent  ?  Un  certain  dédain  des  élèves  n'y  est-il 
pas,  comme  autrefois,  pour  quelque  chose  ?  Dans  ce  cas,  ce  serait  aux  pro- 
fesseurs à  réagir.  Leur  est-il  impossible  de  faire  entendre,  par  un  choix 
judicieux  d'exemples  et  d'applications,  de  quelle  utilité  est,  dans  la  vie  de 
chaque  jour,  une  certaine  connaissance  des  éléments  des  mathématiques, 
même  pour  ceux  dont  l'activité  n'aura  pas  besoin  de  la  science  comme 
instrument  ?  Leur  est-il  impossible  également,  surtout  en  philosophie,  de 
faire  voir  à  leurs  élèves,  par  un  enseignement  clair,  bien  dépouillé,  réduit 
à  lessentiel,  de  quel  prix  sont  ces  éléments  pour  cette  culture  plus  complète 
des  esprits,  à  laquelle  visent  les  programmes  de  1902  ?  Dans  ces  classes, 
qui  n'aboutissent  pas  à  des  concours,  je  ne  saurais  trop  recommander  aux 
professeurs  de  s'attacher  plus  à  l'esprit  qu'à  la  lettre  des  programmes,  de 
se  dire  qu  ils  auront  rempli  leur  tâche  si,  de  leur  enseignement,  leurs  élèves 
emportent  un  certain  nombre  de  notions  positives,  bien  assises,  nettement 
comprises  et  adhérentes  à  leurs  esprits. 

Dans  les  classes  scientifiques,  tout  autres  sont  les  résultats.  Les  change- 
ments de  points  de  vue  et  de  méthodes,  inaugurés  avec  les  nouveaux  pro- 
grammes, commencent  à  faire   sentir  leurs  effets,  qui  sont  d'heureux  effets. 

En  Spéciales,  au  témoignage  de  M.  l'Inspecteur  d'Académie  rapporteur, 
la  situation  est  bonne.  D'une  manière  générale,  non  seulement  le  rôle  de 
l'analyse  s  y  est  accru  en  vue  des  applications  pratiques,  mais  l'esprit  de  la 
géométrie  analytique  s'y  est  transformé  :  plus  rare  s'est  faite  l'intervention 
des  formules  générales,  plus  fréquent  l'appel  à  l'initiative  des  élèves.  Certes 
les  grandes  théories  restent  un  des  honneurs  de  l'esprit  humain,  et  la  joie 
de  ceux  qui  ont  la  passion  du  savoir.  Mais  pour  ceux,  et  ce  sont  les  plus 
nombreux,  qui  ont  besoin  de  développer  avant  tout  leur  capacité  de  pouvoir, 
qui  seront  appelés  à  résoudre  au  jour  le  jour,  au  mieux  d'intérêts  positifs, 
les  problèmes  de  l'action,  quelle  préparation  vaut  le  mieux  :  celle  qui  aborde 
autant  que  possible  chaque  question  en  elle-même,  ou  celle  qui  fait  dépendre 
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la  solution  d'un  problème   relativement   facile  d'une   théorie   trop  puissante 
pour  la  majorité  des  jeunes  esprits  ? 

D  une  façon  plus  particulière,  quelques  initiatives  ont  paru  dignes  d'être 
notées  et  signalées.  Ainsi,  dans  un  lycée  de  Paris,  un  professeur  a  renoncé 
à  la  division  traditionnelle  des  cours  en  Algèbre  et  Géométrie  analytique, 
et  a  incorporé  les  applications  géométriques  au  cours  d  Analyse.  Dans  un 
autre  lycée,  l'enseignement  de  la  Géométrie  dans  l'espace  est  illustré  par 
des  modèles  en  plâtre  et  en  fil.  C'était  le  vœu  de  la  Commission  inter- 
ministérielle qui  a  préparé  les  programmes  de  Spéciales,  qu  il  en  fût  par- 
tout ainsi.  Cette  pratique,  dont  Texpérience  a  prouvé  la  valeur,  ne  saurait 
être  trop  recommandée. 

L'ancienne  classe  d'Elémentaires  supérieures  a  été  transformée  Tan  der- 
nier en  Spéciales  préparatoires.  Les  résultats  n'ont  pas  répondu  à  notre 
attente.  Trop  délèves,  qui  eussent  fait  volontiers  un  an  d'Elémentaires 
supérieures,  se  sont  imaginés  qu  ils  avaient  intérêt  à  entrer  d'emblée  dans 
une  classe  préparant  à  l'examen,  et  les  effectifs  de  la  classe  nouvelle  ont 
été  sensiblement  inférieurs  à  ceux  de  la  classe  qu'elle  remplaçait.  Il  y  a  là 
une  erreur  contre  laquelle  il  faut  réagir  :  les  professeurs,  en  maintenant 
rigoureusement  à  cette  classe  le  caractère  qu'elle  doit  avoir,  et  qu'ont  nette- 
ment défini  les  instructions  de  l'an  dernier  ;  les  administrateurs,  en  démon- 
trant aux  élèves  et  à  leurs  familles  qu'un  an  passé  en  Spéciales  prépara- 
toires, à  s'initier,  en  toute  liberté,  aux  méthodes,  aux  questions  générales, 
est  pour  tous  la  meilleure  préparation  à  la  classe  de  Spéciales  proprement 
dite,  à  l'esprit  et  aux  procédés  de  la  science,  et  pour  beaucoup  le  seul 
moyeu  d'éviter  la  surcharge,  le  désarroi  et  la  chute. 

I^es  classes  de  Mathématiques,  anciennes  Elémentaires,  sont  généralement 
bonnes.  On  y  fait  moins  de  Géométrie  que  par  le  passé,  et  plus  d'Algèbre. 
Mais  on  a  rompu  la  barrière  qui  autrefois  y  limitait  l'algèbre  aux  équations 
du  second  degré.  Les  bons  élèves  sont  devenus  capables  de  traiter  les  pro- 
blèmes de  physique  conduisant  à  des  équations  du  3«  degré.  Ce  sont  là  des 
résultats  satisfaisants.  Mais  il  faut  constater  qu'un  très  grand  nombre  des 
élèves  de  cette  classe,  malgré  leur  diplôme  de  bachelier,  n'apportent  pas 
un  bagage  suffisant  de  connaissances.  Il  faut  revenir  sur  beaucoup  trop  de 
questions,  reprendre  presque  entièrement  la  trigonométrie,  alors  qu'une 
revision  devrait  suffire,  s'assurer  que  des  élèves  auxquels  on  va  enseigner 
la  dynamique  connaissent  suffisamment  la  cinématique.  C'est  aux  professeurs 
des  classes  antérieures,  Première  et  Seconde,  qu'il  appartient  de  réagir  contre 
cet  état  de  choses.  Je  compte  sur  leur  dévouement  à  leurs  élèves,  et  sur 
leur  entente  des  intérêts  de  l'enseignement  public. 

Dans  les  divisions  de  Première  et  de  Seconde,  les  effectifs  sont  nombreux. 
Presque  partout  on  se  plaint  qu'ils  le  soient  trop.  Nombre  d'élèves  se  trom- 
pent sur  leurs  goûts,  sur  leurs  aptitudes  au  sortir  du  !••"  cycle,  et  s'enga- 
gent à  la  légère  dans  la  voie  scientifique,  sans  se  douter  qu'ils  entrent  dans 
une  impasse,  et  qu'au  bout  les  attendent  des  échecs  irréparables.  C'est  uq 
courant  contre  lequel  il  est,  je  le  sais,  difficile  de  lutter,  dans  une  société  où 
grandit  chaque  jour  l'importance  de  l'industrie.  Toutefois,  c'est  notre  rôle, 
c  est  notre  devoir,  à  l'instant  décisif  des  options,  d'éclairer,  autant  que  faire 
se  peut,  les  familles  sur  les  aptitudes  de  leurs  enfants,  et  sur  les  chances 
de  succès  qui  les  attendent  dans  telle  voie  ou  dans  telle  autre. 

Dans  l'ensenible,  les  divisions  D  semblent  moins  bonnes  que  les  divisions. 
C.  L  habitude  de  réfléchir  et  de   raisonner  y  est    moins  solide  ;  ou  y  donne 
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trop  à  lauiémoire.  Je  le  signale  aux  professeurs  de  ces  divisions,  persuadé 
qu'ils  s'appliqueront  à  provoquer  chez  leurs  élèves  un  effort  personnel  et 
soutenu  de  réflexion. 

Je  note  enlin,  en  ce  qui  concerne  ces  classes,  que  des  exercices  d  arpen- 
tage ont  été  faits  avec  succès  dans  divers  lycées  et  collèges  des  départe- 
ments. La  pratique  est  de  celles  qui  méritent  d'être  généralisées. 

J'arrive  aux  classes  du  premier  cycle.  La  lettre  et  l'esprit  des  programmes 
et  des  instructions  de  1905  n'y  sont  pas  encore  asse:  généralement  observés. 
Je  prie  MM.  les  professeurs  de  se  reporter  à  ces  documents,  de  s'en  bien 
pénétrer  et  de  redoubler  d'ingéniosité  pour  les  appliquer.  Ce  qu'on  leur 
demande,  ce  qu'eux-mêmes  avaient  demandé,  en  très  grand  nombre,  est  fort 
simple.  De  même  que  le  premier  contact  de  l'enfant  avec  les  choses  de 
rarilhuïétique  se  fait  par  l'expérience,  par  le  mécanisme  des  opérations  et 
la  résolution  des  problèmes  faciles,  non  par  le  dogmatisme,  la  logique  pure 
et  la  démonstration  de  vérités  abstraites,  on  a  pensé  que  ce  même  enfant, 
encore  qu'il  fût  déjà  un  peu  plus  mûr,  ne  pouvait  s  intéresser  aux  choses  de 
Ja  géométrie,  que  s'il  les  voyait  sortir  et  se  dégager  peu  à  peu  de  Tétude 
des  formes  usuelles  et  de  la  considération  des  mouvements  familiers.  En 
provoquant  ce  changement  de  méthode,  nos  professeurs  étaient  d  accord 
avec  d'éminents  géomètres.  Dès  1765,  dans  la  préface  de  ses  Eléments  de  Géo- 
métrie, Clairaut  demande  que  l'on  n'impose  pas  aux  débutants  la  fatigue  et 
l'ennui  d'une  rigueur  inutile.  Et  en  18't6,  Jacobi  écrivait  :  a  La  rigueur  des 
démonstrations  géométriques  est  une  invention  des  Grecs,  qui  fait  le  plus 
grand  honneur  k  Tintelligcnce  humaine  :  mais  elle  n'est  une  nourriture  con- 
venable et  saine  que  pour  les  jeunes  gens  dont  l'esprit  a  déjà  une  certaine 
maturité  :  alors  seulement,  la  géométrie  logique  est,  comme  la  grammaire, 
une  véritable  éducation  de  l'intelligence.  » 

Il  s'agit  donc  de  faire  intervenir  l'expérience  dans  l'enseignement  de  la 
géométrie  ;  de  ne  pas  jeter,  de  prime  saut,  l'enfant  dans  le  monde  des 
abstraits.  Certes  on  ne  doit  pas  s'interdire  de  le  soulever  un  peu,  mais  à 
condition  qu'il  puisse  toujours  se  remettre  sur  pied. 

C'est  aux  professeurs  à  discerner  suivant  les  questions  traitées,  suivant 
la  force  relative  de  leurs  élèves,  dans  quels  cas  l'expérience  seule  suffit, 
dans  quels  autres  il  faut  faire  appel  au  raisonnement.  Il  n'est  pas  d'enseigne- 
ment plus  difficile,  qui  exige  des  professeurs  plus  d'attention,  plus  d'initia- 
tive, plus  d'invention,  et  ceux  qui  le  dédaigneraient,  comme  inférieur,  n'en 
comprendraient  ni  l'utilité,  ni  la  portée. 

Je  le  répète,  il  y  faut  beaucoup  d'invention,  et  une  invention  qui  s'adapte 
aux  circonstances.  Aussi  les  prescriptions  détaillées  sont-elles  moins  de 
mise  là  que  partout  ailleurs.  Toutefois,  à  titre  d'indication  et  d'exemple, 
voici  comment  s'explique  M.  l'Iuspectear  d'Académie  rapporteur:  a  Les  in- 
structions recommandent  de  faire  un  appel  constant,  pour  l'enseignement  de 
début  de  la  géométrie,  à  la  notion  de  mouvement,  et,  en  particulier  de  lier 
le  parallélisme  à  la  notion  expérimentale  de  translation,  l'étude  des  droites 
et  plans  perpendiculaires  à  celle  de  rotation.  Voici  pour  ma  part  comment 
je  comprends  les  choses.  Prenons  par  exemple  la  théorie  des  parallèles  qui 
est  celle  dont  on  a  le  plus  discuté.  Je  trouve  excellent  d'introduire  cette 
notion  par  le  glissement  d'une  équerre  le  long  dune  règle,  de  la  rendre 
ainsi  familière  aux  élèves,  de  leur  en  donner  le  sens  et  la  possession  intime  ; 
mais  je  ne  crois  pas  qu'il  convienne  de  fonder  sur  l'idée  de  translation  la 
définition  des  parallèles  que  l'on    doit    apprendre   aux  élèves.  Plus  tard,  en 
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eHet,  quand  ils  feront  de  la  géométrie  logique,  ils  fonderont  l'étude  de  la 
translation  sur  la  définition  euclidienne  de  la  parallèle,  et  il  me  semble  très 
imprudent  de  mettre  dans  un  jeune  cerveau,  sous  la  forme  lapidaire  d'une 
définition,  une  idée  qu'il  ne  pourra  conserver  plus  tard». 


Sciences  physiques. 

A  peu  près  partout,  cet  enseignement  est  dans  un  état  satisfaisant.  Il  est 
en  progrès  constant.  Les  exercices  pratiques  commencent  à  porter  leurs 
fruits,  et  ces  fruits  récompensent  le  zèle  des  maîtres.  L'esprit  physique  et 
le  sens  de  la  réalité  se  développent  chez  les  élèves.  Un  professeur  de  physi- 
que en  Spéciales  en  témoignait  récemment.  Ses  élèves,  disait- il.  commencent 
à  comprendre  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  précision  d'une  mesure  et 
le  résultat  numérique  qui  la  traduit,  entre  une  formule  algébrique  et  la  réa> 
lité  ;  et  il  ajoutait  qu'à  cet  égard  il  était  moins  avancé  qu'eux  lorsqu'il  pas- 
sait le  concours  d'agrégation,  et  que  de  bonne  foi  il  donnait  la  mesure  d'un 
indice  de  réfraction  avec  4  décimales,  alors  que  2  tout  au  plus  pouvaient 
être  exactes.  Ce  fait  encore  en  témoigne  également.  Dans  tel  lycée,  il  est 
arrivé  plusieurs  fois  que  des  élèves  de  Mathématiques  ont  indiqué  à  leurs 
professeurs  d'heureuses  modifications  à  tel  détail  pratique  d'un  dispositif 
adopté. 

L'clTort  du  personnel  a  été  considérable  ;  il  a  été  fructueux.  Il  ne  reste 
plus  çà  et  là,  dans  des  collèges,  que  quelques  réfractaires  qui  ne  peuvent 
se  résoudre  à  changer  leurs  habitudes  et  à  troubler  la  quiétude  de  leurs 
dernières  années  de  service. 

Presque  partout  les  installations  matérielles  ont  été  améliorées  et  mises 
en  accord  avec  les  nécessités  nouvelles  de  l'enseignement.  Là  où  elles  sont 
encore  insufiisantes,  MM.  les  proviseurs  et  principaux  redoubleront  d'efforts 
pour  y  remédier. 

Le  Conseil  académique  a  entendu  avec  grand  intérêt  les  observations  de 
M.  l'Inspecteur  d'Académie  rapporteur  sur  les  compositions.  Sans  doute  on 
ne  saurait  juger  sur  elles  seules  l'enseignement  d'un  professeur.  Mais  elles 
sont  un  indice  qui  n'est  pas  à  négliger.  Elles  montrent  si  les  applications 
numériques  sont  l'objet  des  préoccupations  des  professeurs,  si  les  problèmes 
sont  judicieusement  choisis,  s'ils  sont  en  rapport  avec  la  réalité  des  faits 
et  non  pas  seulement  avec  la  vraisemblance.  Or  plus  d'une  fors  l'examen  des 
compositions  de  la  dernière  année  scolaire  a  révélé  dans  l'énoncé  des 
questions  de  l'imprécision,  de  l'invraisemblance,  parfois  même  de  l'incor- 
rection, de  sorte  que  la  solution,  logiquement  correcte,  aboutissait  à  des 
irréalités,  à  des  impossibilités.  En  physique,  c'est  déplorable.  Car  il  importe 
avant  tout  de  donner  à  l'élève  le  sentiment  net  et  inébranlable  qu'il  est  là 
dans  le  domaine  des  faits,  et  non  dans  celui  des  abstractions  et  de  l'imagi- 
nation. 

On  a  noté  aussi  la  façon  défectueuse  dont  sont  posées  certaines  questions 
de  cours.  Tels  professeurs  n'ont  pas  encore  pu  se  déshabituer  d'un  langage 
inharmonique  avec  les  méthodes  fondamentales  de  l'enseignement.  On  de- 
mande encore  trop  souvent  aux  élèves  A  énoncer  d'abord  une  loi,  puis  de  la 
vérifier,  alors  qu'elle  n'est  pas  la  conséquence  d'une  autre  loi.  C'est  d  établir 
la  loi  qu'il  devait  s'agir  dans  ce  cas,  et  l'énoncé  n'en  devait  venir  sous  la 
plume  de  l'élève  que  comme  conclusion  des  expériences  rapportées. 
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Par  contre,  et  le  procédé  a  paru  fort  bon,  on  a  constaté  que,  dans  certains 
lycées,  le  professeur  demande  quelquefois  aux  élèves,  comme  questions  de 
cours,  de  relater  une  manipulation  qu'ils  ont  faite,  sur  un  sujet  de  mesure 
déterminé  ;  —  inversement  de  tirer  d'une  question  de  cours  un  sujet  de 
manipulation  qu'ils  réaliseront  ensuite.  Ce  sont  là  d'excellentes  choses,  bien 
dans  l'esprit  de  l'enseignement  expérimental  de  la  physique,  et  qui  ont  cet 
effet  de  provoquer  l'initiative  des  élèves. 

De  ces  constatations  se  dégagent  d'eux-mêmes  les  conseils  suivants  : 

Dans  les  classes  préparatoires  aux  écoles  et  aux  baccalauréats  scientifiques, 
les  compositions  doivent  être  naturellement  une  préparation  immédiate  aux 
épreuves  correspondantes  des  concours  et  des  examens.  Par  suite,  en  dehors 
d'une  question  de  cours,  s'il  y  a  lieu,  elles  doivent  toujours  comprendre  des 
problèmes  du  genre  et  de  la  force  de  ceux  qui  seront  donnés  aux  élèves  en 
fin  d'année. 

Les  questions  de  cours  ne  doivent  pus  d'ailleurs  être  bornées,  en  général, 
à  la  simple  reproduction  de  tel  ou  tel  point  du  programme.  Il  y  a  mieux  à 
faire.  Il  convient,  par  le  choix  et  l'énoncé  des  questions,  d'habituer  peu  à  peu 
les  élèves  depuis  la  classe  de  Première  jusqu'à  celle  de  Spéciales,  à  com- 
poser un  sujet  au  sens  propre  du  terme.  Ainsi  comprise,  la  composition  de 
sciences  physiques  concourt  à  l'éducation  générale. 

Il  y  a  mieux  à  faire  en  un  autre  sens  encore.  Un  sujet  tiré  purement  et 
simplement  du  programme,  et  donné  à  reproduire  sous  la  forme  même  où 
il  a  été  enseigné,  n'œt  le  plus  souvent  qu'une  prime  à  la  mémoire.  On  pour- 
rait s'assurer  que  le  cours  a  été  compris  et  non  pas  simplement  retenu,  on 
proposant  aussi  souvent  que  possible  des  questions  de  cours  elles-mêmes, 
sous  la  forme  d'exercices  numériques.  Par  là  l'élève  ferait  la  preuve  qu'il 
sait  se  servir  de  ce  qu'il  a  appris  ;  et  n'est-ce  pas  là  une  des  fins  essentielles 
de  tout  enseignement  ? 

Quant  aux  problèmes,  il  ne  suffit  pas,  en  général,  qu'ils  soient  de  simples 
applications  numériques  de  formules  de  cours.  Ils  doivent  exiger  une  ana- 
lyse préalable,  et  pour  qu'elle  soit  possible,  être  énoncés  en  termes  complets 
et  parfaitement  clairs.  Il  ne  suffit  pas  qu'ils  renferment  toutes  les  données 
nécessaires  à  la  solution.  Il  est  indispensable  que  ces  données  soient  bien 
choisies,  c'est-à-dire  qu'elles  soient  conformes  tout  à  la  fois  à  la  précision 
des  mesures  et  à  la  réalité  des  faits  connus. 

Dans  les  divisions  littéraires  et  dans  les  classes  du  l«c  cycle,  où  Ton  ne 
peut  donner  de  problèmes  proprement  dits,  qui  exigeraient  une  faculté 
d'analyse  étrangère  aux  élèves  de  cette  catégorie  et  de  cet  âge,  les  applica- 
tions numériques  restent  importantes. 

Enfin,  il  importe  que  les  compositions  ne  soient  jamais  d'une  longueur 
démesurée,  et  que  toujours,  et  très  exactement,  elles  soient  proportionnées 
à  l'âge  des  élèves,  et  au  temps  dont  ils  disposent.  L.  Liard. 
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Cours  universitaires. 

Semestre  d'été  1907. 
(Suite)^ 

ANGLETERRE 

Oxford  ;  Université.  Lecture  List  for  Easter  and  Trinity  terms.  ^Course 
Ix'tritts  29  April).  —  W.  Essox  :  Comparison  of  analytic  and  syntlielic  me- 
llioda  in  the  iheory  of  conics,  2;  Informai  instruction  in  geomelry,  1.  — 
E.  B.  Elliott  :  Theory  of  functions,  3.  —  A.  E.  H.  Love  :  Waves  and  sound^ 
3.  —  A.  L.  DixoN  :  Calculus  of  variations,  1.  —  H.  T.  Gerrans  :  Line  geo- 
nietry,  2.  —  A.  E.  Jolliffe  :  Invariants  and  covariants  of  conics,  1.  —  P.  J. 
KiRKBY  :  Higher  plane  curves,  3.  —  J.  W.  Russell  :  Rigid  dyoamics,  2.  — 
i:.  H.  Hayes:  ElectroBlatics.  1.  —  R.  F.  McNeille  :  Algebra,  2.  —  C.  E. 
Haselfoot:  Séries  and  continued  fractions,  2.  —  A.  L.  Pedder  :  Spherical 
irigonometry,  1.  —  C.  H.  Sampson  :  Solid  geometry,  2.  —  G.  H.  Thompson  : 
Differeutial  équations.  2. 

AUTRICHE-HONGRIE 

Âgram  ;  Université.  —  Varicak  :  Calcul  intégral,  3  ;  Calcul  des  variations, 
.'î  :  Séminaire,  2.  —  Segen  :  Géométrie  synthétique  des  sections  coniques,  2; 
Géométrie  descriptive,  méthodes  de  projection,  2.  —  Majcen  :  Géométrie 
synthétique  des  surfaces  et  des  courbes  du  3«  ordre,  3  ;  Géométrie  analyti- 
que des  courbes  planes,  4.  —  .Bohxicek  :  Equations  algébriques,  4  :  Intro- 
duction à  la  théorie  des  nombres,  2. 

Graz  :  Universitdt.  —  DaxNtscher  :  Analyt.  u.  projekl.  Géométrie  der 
Kbene  (Fortsetzung)  5  ;  Uebungen  im  mathematischen  Seminare  2.  — 
Sthfissler  :  Angewandte  konstruktive  Géométrie,  2.  —  Wassmuth  :  Mechanik 
nichl  starrer  Kôrper  (Elastizitâtstheorie,  Hydrodynamik  urid  Akustik),  5. 
l'ebiingen  im  mathem.-physik.  Seminnr,  3.  —  Hillebrand  :  Praktische 
Astronomie.  3,  Spharische  Astronomie,  II.  ïeil,  2. 

Innsbrack;  Universitdt.  —  Gmeiner  :  Doppelintegrale,  3  ;  Algebra.  2; 
Lrhungen  im  mathem.  Seminare,  2.  —  Zindler  :  Ueber  Differentialgieichun- 
tçrii,6;  Mathem.  Seminar,  1.  —  Menger  :  Elemente  der  projektiven  Geo- 
inelrie,  2.  —  v.  Oppolzer  :  Die  Méthode  der  kleinsten  Quadrate,  1  ;  Die 
Dioptrik  des  Fernrohres,  1  ;  Uebungen  in  der  Messung  der  Polhôhe,  1. 

Prague  ;  Deutsche  Universitdt.  —  Pick  :  DifTerential-  und  Ingegralrech- 
inirii^,  3:  Grnndbegriffe  der  Analysis,  2  :  Seminar,  2.  —  GrOnwald  :  Analyt. 
(îoometrie,  IL  5.  —  Wkixek  :  Théorie  des  Aequatoreals  und  seiner  Mikro- 
nicter,  3  ;  Uebungen  im  astronom.  Beobachten,  2;  Théorie  der  Sonnenfinsler- 
nîsse  und  vcrwaudten  Erschcinungen,  1.  —  Oppenheim  :  Wahrscheinlich- 
koils-  und  Ausgleichsrechnung  nebst  Anwendung,  2.  —  Lippich  :  Théorie 
dos  Polentials  nebst  Anweuduugeu.  3;  Elementare  Mechanik,  2  ;  Seminar,  2. 

Vienne  ;  Universitdt.  —  v.  Eschrrich  :  VVahrscheinlichkeitsrechnung,  3. 
Bestimmte   Intégrale  und   Variationsrechnung,  5  ;    Proseminar  ;  Seminar.— 
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Mertbns  :  Diff.-  und  Integrairechnung,  5;  Uebg.  hierzu.g.  Uebgn.  im  math. 
Seminar,  2  ;  Uebg.  im  math.  "Proseminar,  g.  —  Wirtingek  :  Elliptîsche 
Kunktionen,  5  ;  Mathem.  Statistik.  3  ;  Mathem.  Seminar;  Mathcmal.  Pro- 
seminar.  —  Koh.n:  Synthetische  Géométrie,  4;  Uebg.  ;  Differeotialgeometrie 
I.,  2.  —  Tauber  :  VeraicheruDgsmathematik,  4  ;  Invaliditâtsversicherung.  2. 
—  Blaschkb  :  Einfùhrung  in  die  mathemat.  Statistik.  II.  Teil,  3.  —  Plemely  : 
FunktioDeotheorie,  3.  —  Hahn  :  Théorie  der  Funktionen  einer  reellen  Ver- 
ânderlichen,  3.  —  Ha?î.xi  :  Uuendliche  Doppelreihen  und  deren  Verwendung 
in  der  Funktionentheorie,  2.  —  Wkiss  :  Praklische  Astronomie,  4.  —  Hkp- 
PERGER  :  Astrophysik,  3;  Ueber  Doppelsterne,  2.  —  Schram  :  Ueber  die  Zeil- 
rechnung  der  Inder,  1.  —  Uerz  :  Die  Elemente  der  darstellenden  Géométrie 
und  deren  Anwendung  auf  das  Karlenzeichnen,  4.  —  Prey  :  Die  Schwerever- 
teilung  auf  der  Erde,  1. 
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H.  Andoyer.  —  Coars  d'Astronomie.  Première  partie  :  Astronomie  théori- 
que. —  1  vol.  in-8,  autographié  221  p.  ;  9  fr.  ;  Librairie  Hermanu,  Paris. 
M.  Audoyer  a  réuni  dans  ce  volume  les  notions  fondamentales  d'Astrono- 
mie théorique  qu'il  présente  habituellement  à  ses  étudiants  de  la  Sorbonne. 
Tous  ceux  qui  abordent  l'étude  de  l'Astronomie  trouveront  dans  son  ouvrage 
un  exposé  à  la  fois  clair,  élégant  et  concis  qui  ne  fera  qu'augmenter  leur  intérêt 
pour  l'Astronomie.  Ils  ne  regretteront  qu'une  chose:  c'est  que  le  volume 
ne  soit  pas  imprimé. 

Voici  la  liste  des  matières  traitées  dans  ce  volume  :  Trigonométrie  sphé- 
rique.  —  La  Terre.  —  Coordonnées  astronomiques  :  Temps.  —  Changement 
de  coordonnées.  —  Mouvement  diurne.  —  Réfraction  astronomique.  —  Paral- 
laxe. —  Aberration.  —  Notion  de  .Mécanique  céleste.  —  Précession  et  nata- 
tion. —  Positions  apparentes  des  astres.  —  Mouvement  du  soleil.  Temps. 
—  Mouvement  géocenlrique  des  planètes.  —  Mouvement  de  la  lune  et  des 
satellites.  —  Eclipses. 

J.  BoussiNESQ.  —  Théorie  analytique  de  la  chaleur  mise  en  harmonie  avec 

la  thermodynamique  et  avec  la  théorie  mécanique  de  la  lumière.  Tome  II  : 
Refroidissement  et  échauffement  par  rayonnement  ;  conductibilité  des 
tiges,  lames  et  masses  cristallines  ;  courants  de  convection  ;  théorie  mé- 
canique de  la  lumière.  —  Un  vol.  gr.  in-8o,  XXXU,  625  p.  ;  Gauthier- 
Villars.  Paris,  1903. 

L'analyse,  bien  incomplète,  du  premier  volume  de  1  ouvrage  de  M.  Bous- 
sinesq  a  occupé  quelques  pages  du  numéro  .de  juillet  1903  de  V  Enseigne  ment. 
Si  nous  voulions  à  présent  donner  une  faible  idée  de  la  beauté  du  second 
volume  et  résumer  seulement  les  questions  nouvelles  et  importantes  traitées 
par  l'illustre  auteur,  il  nous  faudrait  un  espace  bien  plus  grand  encore  ■.  car 
ce  volume  ne  contient  pas  seulement   l'étudt!   des   problèmes   parliculiei-s  de 
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la  théorie  de  la  chaleur,  mais  aussi  un  exposé  à  peu  près  complet  d  une 
théorie  mécanique  de  la  lumière,  entièrement  originale  et  propre  à  l'auteur. 
Nous  avons  donc  deux  traités  de  Physique  mathématique  où  l'auteur  déve- 
loppe, en  grande  partie,  des  théories  qui  lui  appartiennent  et  qui  s'éloiguent 
des  théories  déjà  reçues.  Elles  mériteraient  par  conséquent  une  longue  et 
minutieuse  analyse,  incompatible  avec  les  notices,  nécessairement  courtes, 
que  doit  donner  cette  revue  d'Enseignement.  Aussi  nous  bornerons  nous  à  faire 
connaître  seulement  les  points  essentiels  de  cette  œuvre  magistrale. 

Nous  avons  déjà  dit  que  dans  le  premier  volume  M.  Boussinesq  à  déduites 
les  équations  fondamentales  de  la  théorie,  et,  sauf  les  applications  à  I  armille, 
au  refroidissement  de   la  sphère,  il  n'a   traité  que  des  problèmes  généraux. 

Le  nouveau  volume  débute  par  des  problèmes  particuliers. 

Il  y  a  une  différence  entre  les  deux  modes  de  refroidissement  ou  d'échauf- 
femeutdes  corps  par  contact  ou  par  rayonnement.  En  effet,  si  les  deux  problè- 
mes sont  régis  par  une  même  équation  indéfinie,  qu'il  s'agit  d'un  état  calorifi- 
que variable  avec  le  temps  ou  d'un  état  permanent;  les  conditions  à  la  surface 
sont  au  contraire  très  différentes.  L'auteur  e.vamine  avant  tout  des  cas  où 
Ton  peut  réduire  le  problème  du  rayonnement  à  celui  plus  facile  du  contact, 
et  il  fait  l'application  de  ces  considérations  générales  à  cinq  problèmes  par- 
ticuliers. iLeyons  XXI  à  XXVL|  Le  premier  est  celui  du  refroidissement  par 
rayonnement  d'un  mur  d'épaisseur  indéfinie.  L'auteur  à  l'aide  d'une  élégante 
application  de  l'intégrale  de  Fourier  démontre  la  formule  qu'avait  donné 
Fourier  et  il  en  fait  une  intéressante  npplication.  toujours  suivant  Fourier, 
au  refroidissement  du  globe.  Les  trois  autres  problèmes  sont  :  celui  de  la 
dissipation  de  la  chaleur  en  tous  sens  ;  celui  de  réchauffement,  par  rayon- 
nement, et  celui  de  réchauffement  permanent  mais  inégal,  par  le  rayonne- 
ment de  sources  extérieures  constantes  (problème  de  Poisson)  pour  le  cas 
d'un  mur.  Vient  enfin  le  problème  de  réchauffement  permanent  d'une  sphère 
par  rayonnement;  on  le  réduit  aisément  au  problème  intérieur  de  Dirichlet 
lorsqu'on  connaît  sur  la  surface  une  relation  linéaire  entre  les  valeurs  de  la 
fonction  et  ceux  de  la  dérivée  normale.  L'auteur  en  déduit  en  particulier  la 
solution  du  second  problème  de  Dirichlet  sans  la  détermination  préalable 
de  la  seconde  fonction  de  Green. 

Après  la  solution  et  la  discussion  savante  de  ces  problèmes,  où,  comme 
toujours,  l'auteur  «  ne  fait  intervenir  l'analyse  que  dans  la  mesure  où  elle 
«  semble  nécessaire  pour  fixer  l'intuition  et  arriver  aux  résultats  numé- 
u  riques  »,  on  revient  encore  à  la  théorie  générale;  c'est-à-dire  à  réchauffe- 
ment d'un  corps  homogène  non  isotrope,  ou  d'une  plaque  de  faible  épaisseur 
à  faces  parallèles  ou  d'une  barre  mince  cylindrique,  par  une  source  calo- 
rifique de  débit  donné  et  n'occupant  qu'une  région  très  petite  à  l'intérieur 
du  corps.  Les  expériences  classiques  de  Senarmont  sur  la  conductibilité  des 
cristaux  ont  inspiré  à  la  moitié  du  dernier  siècle  les  recherches  de  Duhamel 
sur  les  corps  à  contexture  symétrique.  En  1867  Tauteur  dans  sa  thèse  de  doc- 
torat considéra  le  cas  général  ;  son  analyse  simplifiée  fait  l'objet  des  nouvelles 
leçons.  En  laissant  de  cùté  le  cas  d'un  corps  massif  pourvu  de  sources  calo- 
rifiques arbitrairement  distribuées  dans  son  intérieur,  l'auteur  cherche 
l'équation  indéfinie  régissant  les  températures  moyennes  le  long  d'une  petite 
droite  de  la  plaque,  taillée  suivant  une  orientation  quelconque  à  l'intérieur 
d'un  corps  homogène.  Cette  équation,  qui  est  aussi  trouvée  pour  le  cas  d'une 
barre,  contient  les  grandeurs  des  deux  conductibilités  principales;  et  l'au- 
teur donne  un  moyen  simple  pour  leur  détermination,  car  il  prouve  que  l'ellipse 
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figurative  des  conductibilités  principales  de  la  plaque  est  l'intersection  d'un 
ellipsoïde  fixe  avec  le  feuillet  moyen  de  la  plaque. 

Par  une  simple  transformation  homographique  le  problème  de  réchauffe- 
ment, dans  les  trois  cas,  est  réduit  au  même  problème  pour  un  corps  iso- 
trope et  l'intégration  est  faite  dans  quelques  cas  particuliers. "Celui  d'un  état 
permanent  est  surtout  intéressant;  car  l'équation  indéfinie  du  problème,  aux 
dérivées  ordinaires,  est  du  second  ordre  à  coeHicients  constants  dans  les  cas 
d'un  corps  massif  ou  d'une  barre  et,  par  conséquent,  immédiatement  inté- 
grable.  Dans  le  cas  d'une  plaque  l'intégration  se  fait  par  la  fonction  Jo  de 
Bessel  ;  mais  la  détermination  du  rapport  des  deux  constantes,  afin  que  la 
solution  soit  finie  à  l'origine,  est  un  problème  assez  difficile  qui  s'est  pré- 
senté à  Slokes  dans  ses  recherches  sur  la  résistance  de  l'air  au  mouvement 
d'un  pendule.  M.  Boussinesq  donne  une  remarquable  simplification  de  la 
démonstration  de  Stokes. 

Dans  les  trois  dernières  leçons  l'auteur  considère  les  phénomènes  où 
coexistent  des  mouvements  visibles  de  déformation  ou  de  vibration  et  le  mou- 
vement calorifique.  Plus  particulièrement,  l'auteur  cherche  avant  tout  l'équa- 
tion indéfinie  de  la  température  pour  un  fluide  en  mouvement  et  à  l'état  élas- 
tique, en  employant  les  principes  de  la  thermodynamique  ;  c'est  l'équation 
déjà  trouvée  par  Fourier  et,  sous  sa  forme  définitive  et  simplifiée,  par  Pois- 
sou.  Pour  ce  qui  regarde  un  milieu  élastique  déformé  ou  vibrant  l'auteur 
démontre  que  l'équation  indéfinie  des  températures  est  très  sensiblement  la 
même  que  si  ses  particules- restaient  immobiles  dans  leurs  situations  primi- 
tives ou  moyennes  d'équilibre.  Enfin,  les  problèmes  plus  difficiles  de  la  con- 
vection  calorifique,  c'est-à-dire  des  phénomènes  produits  autour  d'un  corps 
chaud  immergé  dans  un  fluide  par  des  couches  fluides  avoisinantes,  sont 
abordés  dans  deux  cas  extrêmes  ;  car  la  question  en  général  est  presque  ton- 
jours  rebelle  à  l'intégration.  Le  premier  est  celui  des  courants  de  convcction 
au  sein  d'une  masse  fluide  en  repos  ;  bien  que  les  intégrations  ne  semblent 
pas  possibles,  certaines  lois  de  proportionnalité  ou  de  similitude  que  l'auteur 
déduit  des  équations  différentielles,  donnent  raison  des  lois  de  Dulong  et  Petit 
sur  le  pouvoir  refroidissant  des  gaz.  Le  second  cas,  un  peu  plus  simple,  est 
celui  où  un  corps  chaud  a  sa  chaleur  emportée  d'une  manière  permanente 
par  un  courant  fluide  rectiligne  et  uniforme  indéfini  en  tous  sens  au  sein 
duquel  il  est  immergé.  L'intégration  est  possible  dans  le  cas  où  le  corps  a 
la  forme  d'un  mince  plateau  limité  d'un  coté  par  un  bord,  indéfini  suivant 
les  autres  sens  et  parallèles  au  courant.  L'extension  des  mêmes  lois  appro- 
chées au  cas  de  tout  corps  à  courbures  modérées,  montre  un  pouvoir  re- 
froidissant en  raison  directe  de  la  racine  carrée  de  la  vitesse  générale  du 
courant.  Les  résultats  théoriques  ont  été  confirmés  par  l'expérience. 

Après  avoir  ainsi  achevé  la  théorie  analytique  de  la  chaleur,  deux  mé- 
moires assez  longs  et  déjà  annoncés  par  l'auteur,  occupent  la  plus  grande 
partie  du  volume. 

Nous  avons  dit  ailleurs  que  dans  la  quatrième  leçon  M.  Boussinesq  a  consi- 
déré la  résistance  que  les  molécules  des  corps,  regardées  comme  fixes,  op- 
posent aux  vibrations  de  Téther  animé  par  une  série  d'ondes;  de  là  la  néces- 
sité de  considérer,  en  général,  la  résistance  opposée  aux  petits  mouvements 
d'un  fluide  indéfini  par  un  solide  immergé  dans  ce  fluide.  C'est  l'objet  de  la 
première  note. 

En  1786  les  expériences  de  Du  Bual  [Principes  d' Hydraulique,  tome  II) 
avaient  montré  que  la  masse  d'un  corps  en  mouvement  dans  un  milieu  résis- 
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tant  est  plus  grande  que  celle  à  l'état  de  repos;  c'est-à-dire  que  le  corps  re- 
lient une  partie  du  fluide  adhérent  à  la  manière  d'une  poupe  et  d'une  proue 
fluides.  Les  travaux  de  Bessel  [Astron.  Nachrich.  1828),  de  Baily  {PhiL 
Trans.  1832)  confirmèrent  ceux  de  Du  Buat  ;  Poisson  (Mém.  de  l'Acad.  des 
Sciences,  t.  XI),  Green  démontrèrent  théoriquement  quelques-uns  des  résul- 
tats de  Du  Buat. 

La  théorie  entière  fut  approfondie  par  Stokes  qui  a  écrit  un  long  et  clas- 
sique mémoire  (Mathem,  and  physic.  Papers,  Vol.  3).  M.  Boussinesq  a  repris 
de  nouveau,  toute  l'analyse  et  il  a  encore  obtenu  quelques  résultats  nouveaux 
par  une  voie  simple  et  nouvelle. 

Quelques  considérations  élémentaires  d  hydrodynamique  permettent  avant 
tout  d'obtenir  les  équations  indéfinies  et  à  la  surface  pour  ia  pression  du 
fluide,  sans  frottements,  et  l'expression  générale  de  l'impulsion  exercée  sur 
le  solide  immergé  par  le  fluide  ambiant.  Cette  impulsion  a  un  potentiel  de 
second  degré  par  rapport  aux  accélérations  relatives;  on  a  donc  à  considérer 
seulement  six  coefficients  de  résistance  (terne  tensorielte  suivant  l'expression 
de  M.  Voigt),  et  il  en  résulte  un  système  d'axes  principaux  pour  tout  solide 
immergé.  Le  calcul  de  ces  coefficients  peut  se  faire  dans  quelques  cas  parti- 
culiers; par  exemple  si  le  corps  est  une  sphère,  un  cylindre  de  longueur 
indéfinie  animé  de  translations  connues  normaux  à  son  axe  ;  un  ellipsoïde  et 
en  particulier  un  disque  ou  une  aiguille.  Ces  recherches  occupent  les  deux 
premières  parties  du  mémoire. 

Les  deux  autres  mettent  en  compte  les  frottements  intérieurs  du  fluide  eu 
parlant  des  équations  de  Navier.  Le  système  d'équations  indéfinies  et  à  la 
surface  auquel  arrive  l'auteur  n'est  pas  de  ceux  dont  on  peut  démontrer,  en 
général,  l'univocité  de  la  solution.  M.  Boussinesq  par  un  artifice,  dont  il  a 
fait  plusieurs  applications  dans  le  second  mémoire,  prouve  cette  univocité  eu 
faisant  des  hypothèses  très  générales.  L'application  à  la  sphère,  la  seule  où 
l'intégration  soit  possible,  dans  le  cas  d'un  mouvement  pendulaire  fait  trou- 
ver une  formule  de  Stokes.  L'auteur  enfin  envisage  la  résistance  du  cylindre 
circulaire  dans  les  deux  cas  d'une  vitesse  constante  et  d'un  mouvement  pen- 
dulaire. On  trouve,  dans  ce  dernier  cas.  que  la  résistance  se  compose  df 
deux  parties  dont  l'une  est  proportionnelle  à  la  vitesse,  l'autre  à  l'accéléra- 
tion du  fluide. 

La  deuxième  note,  qui  est  divisée  en  neuf  parties,  occupe  à  elle  seule  plus 
que  la  moitié  du  volume;  elle  développe  la  théorie  des  ondes  lumineuses 
contenue  en  germe  dans  les  troisième  et  quatrième  leçons.  C'est  un  véritable 
traité  sur  la  théorie  mécanique  de  la  lumière  ;  malheureusement  nous  sommes 
forcés  d'en  dire  peu  de  choses. 

Tous  ceux  qui  connaissent  les  belles  leçons  de  Verdet  sur  l'optique  pliy- 
sique  (tome  V  et  VI  de  ses  OEuvres  —  voir  aussi  la  traduction  allemande  de 
Exner)  auront  une  idée  bien  claire  du  développement  historique  des  nom- 
breuses théories  formulées  pour  les  divers  chapitres  de  l'optique,  avant 
pour  base  le  principe  des  ondulations,  et  des  difficultés  que  l'on  y  rencon- 
tre encore.  Kirchhoft'.  par  sa  découverte  de  la  formule  analytique  du  principe 
de  Huygens,  a  réussi  à  exposer  d'une  manière  originale  et  uniforme  la  par- 
tie générale  de  l'optique,  f^es  difficultés,  bien  graves,  interviennent  lors- 
qu'on a  à  considérer  les  mouvements  de  l'éthor  dans  un  milieu  ou  isotrope 
ou  birifringent.  Il  suffit  de  se  rappeler  les  hypothèses  de  Helmhoitz  pour 
l'explication  de  la  dispersion  anomale  ;  la  recherche  encore  imparfaite  des 
conditions  à  la  surface  dans  la  théorie  delà  réflexion  et  de  la  réfraction  ;elc. 
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Les  idées  de  Boussiiiesq  sur  celte  partie  de  )a  Physique  mathématique 
datent  de  1867  ;  bien  qu'elles  aient  été  acceptées  par  de  Saint- Venant  et  par 
plusieurs  savants,  surtout  en  Allemagne,  elles  n'ont  pas  eu  la  diffusion  qu'elles 
méritaient.  L'auteur  est  revenu  bien  tard  sur  ces  idées  ;  leur  développement, 
mis  en  harmonie  avec  ces  dernières  découvertes,  est  l'objet  de  cette  seconde 
note. 

L'idée  maîtresse  de  l'auteur  est  V identité  réelle  de  l'éther  des  corps  à 
Téther  du  vide  et  Y  accroissement  apparent  de  sa  densité  par  la  résistance  des 
molécules  des  corps.  Les  lois  trouvées  dans  la  première  note  assurent  alors 
que  les  résistances  totales,  suivant  les  axes,  opposées  par  la  molécule  à  l'éther 
sont  des  fonctions  linéaires  des  composantes  de  l'accélération  avec  six  coelH- 
cients.  comme  pour  un  fluide.  Des  formules  relatives  à  une  molécule  on 
trouve  simplement,  par  voie  de  sommation,  les  trois  composantes  de  la  ré- 
sistance totale  opposée  par  la  matière  pondérable  au  mouvement  de  l'unité 
de  volmne  de  l'éther;  alors  la  théorie  classique  de  I  élasticité  permet  d'écrire 
aussitôt  les  trois  équations  approchées  aux  dérivées  partielles  régissant  le 
mouvement  vibratoire  lumineux.  Ces  trois  équations  expriment  que  si  (^9, Ç 
sont  les  trois  composantes  du  déplacement,  6  la  dilatation  cubique. 


■(-^-S) 


etc.  sont  des  fonctions  linéaires,  avec  six  coefFicients  distincts,  des  dérivées 
secondes  de  Ç^  ii,  (,  par  rapport  au  temps.  (>es  équations,  que  nous  nomme* 
rons  équations  fondamentales,  sont  la  base  de  toute  la  théorie  mécanique. 

Pour  vérifier  si  elles  sufi&sent  à  l'explication  des  faits,  l'auteur  cherche 
avant  tout  de  fixer  les  idées  sur  la  constitution  d'un  pinceau  de  lumière  dans 
un  milieu  quelconque,  en  éludiaut,  dans  toute  étendue  restreinte,  la  propa- 
gation par  ondes  planes  dans  le  cas  des  vibrations  polarisées  reclilignement. 
Voici  les  résultats  de  l'analyse  de  l'auteur,  en  s  arrêtant  à  une  première  ap- 
proximation 1.  Les  vibrations  ne  sont  pas  transversales  (comprises  dans  les 
plans  des  ondes).  2.  La  relation  entre  la  direction  des  ondes  et  leur  vitesse 
de  propagation  est  la  même  que  dans  la  théorie  de  Fresncl.  3  L'orientation 
de  la  vibration  de  Boussinesq  et  de  celle  de  Fresnel  (rigoureusement  trans- 
versale) sont  dans  un  même  plan  mené  suivant  la  normale  à  l'onde.  4.  La 
surface  d'onde  est  la  même  que  dans  la  théorie  de  Fresnel.  5.  La  direction 
des  vibrations  est  normale  au  rayon. 

Dans  une  seconde  approximation,  l'auteur  tient  compte  de  la  lente  varia- 
tion des  déplacements  aux  divers  points  d'une  même  onde,  en  augmentant 
les  déplacements  de  petites  fonctions.  Alors,  d'une  manière  toute  dilfércnte 
que  celle  suivie  par  Kirchhotf,  on  peut  réussir  à  la  définition  d'un  rayon  lu^ 
milieux  ;  on  peut  prouver  en  efflet  que  le  sens  suivant  lequel  le  mouvement 
de  l'onde  plane  se  propage  sans  variation  sensible  est  le  sens  même  du 
rayon  aboutissant  au  point  de  contact  de  celte  onde  avec  l'enveloppe  de 
toutes  celles  qui  seraient  parties  en  même  temps  qu'elle  de  l'origine,  mais 
dans  d'autres  directions.  De  manière  que,  suivant  l'auteur.  «  l'hypothèse  des 
vibrations  rectilignes  inévitable  et  féconde  à  une  première  approximation 
doit  être  laissée  de  côté  à  une  approximation  plus  haute».  Cette  théorie  de 
M.  Boussinesq  est  très  profonde  ;  mais  elle  lui  fait  défaut,  il  faut  le  recon- 
naître, toute  l'élégance  de  la  théorie  de  K\rch\iof^  [Mathem.  Optik  —  12,  \\\ 
Vorles)  ;  mais  cela  est  toujours  inévitable  lorsqu'on  pousse  au  loin  les  a|)- 
proxîmatioiis. 
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Après  avoir  reconnu  que  ses  équations  paraisseat  propres  à  représenter 
la  propagation  de  la  lumière  dans  un  corps  homogène,  l'auteur  veut  voir  si 
elles  réussiront  aussi  bien  à  exprimer  ce  qui  se  passe  à  la  surface  de  sépa- 
ration de  deux  corps  homogènes  distincts.  C'est,  comme  on  le  voit,  le  pro- 
blème de  la  réflexion  ou  de  la  réfraction  (3na«  partie).  Il  est  bien  connu  que 
toute  la  difficulté  de  la  théorie  consiste  dans  la  recherche  des  conditions  à  la 
surface  séparative.  L'hypothèse,  commune  aux  autres  problèmes  de  l'élasti- 
cité, de  l'égalité  des  pressions  supportées  par  les  deux  faces  de  la  couche 
de  transition  n'est  plus  vraie.  L'auteur  se  rapproche  ici  aux  idées  de  Caucby, 
et  il  démontre  que  sur  la  surface  de  séparation  la  rotation  moyenne  des  par- 
ticules (condition  de  Cauchy)  et  leur  déplacement  tangentiel  (condition  de 
Fresnel)  sont  les  mêmes  par  la  grandeur  et  la  direction,  dans  deux  milieux 
contigus,  en  tous  les  points  de  leur  surface  limite.  Ces  quatre  conditions 
définies,  ne  sont  au  fond  qu'une  simplification  des  équations  indéfinies  des 
mouvements  vibratoires  de  l'éther,  considérées  à  l'intérieur  des  couches  de 
transition.  Ces  conditions  et  les  équations  indéfinies  fondamentales  sufBsent 
pour* trouver  les  lois  de  Fresnel  pour  la  réflexion  et  réfraction  vitreuse:  pour 
expliquer,  en  suivant  M.  Potier,  les  particularités  qu'elle  présente  aux  envi- 
rons de  l'angle  de  polarisation  ;  pour  la  réflexion  cristalline,  métallique,  etc. 

L'auteur  applique  sa  théorie  à  l'explication  simple  de  l'entraînement  des 
ondes,  et  à  la  généralisation  de  quelques-unes  des  propriétés  précédentes 
aux  milieux  non  symétriques. 

Ayant  achevé  l'étude  des  phénomènes  lumineux  dans  une  première  approxi- 
mation, l'auteur  passe  à  étudier  des  particularités  plus  délicates,  et  en  pre- 
mière ligne  il  considère  le  phénomène  de  la  dispersion.  Sa  théorie,  on  le 
sait,  a  été  acceptée  et  en  partie  modifiée  par  Scllmeier  et  par  Helmholtz. 

J/enseaible  des  molécules  pondérables  exerce  des  actions,  à  des  distances 
relativement  grandes,  sur  l'unité  de  masse  d'une  particule  d'éther.  Ces  ac- 
tions admettent  un  potentiel  de  second  degré  par  rapport  aux  composantes 
de  déplacement.  Alors,  dans  le  cas  d'une  lumière  simple  ou  d'un  mouvement 
pendulaire,  rien  ne  sera  changé  aux  lois  du  mouvement  ;  mais  les  divers 
coefficients  spécifiques  exprimant  les  propriétés  d'un  même  corps  varieront 
un  peu  et,  en  général,  inégalement  avec  la  période  ou  la  longueur  d'onde. 
L'étude  de  la  dispersion  dans  les  corps  en  repos  ou  en  mouvement,  au 
moyen  des  équations  fondamentales,  conduit  tout  de  suite  à  la  formule  de 
Cauchy.  La  participation  sensible  de  la  matière  pondérable  au  mouvement 
est  ensuite  la  base  de  l'explication  de  la  dispersion  anomale,  surtout  au 
voisinage  des  raies  d'absorption.  La  résistance  spéciale  de  certaines  molé- 
cules donne  l'explication  de  la  polarisation  rotatoire,  etc.  Mais  nous  ne  pou- 
vons pas  nous  arrêter  à  toutes  les  particularités  de  cet  immense  ouvrage  ; 
nous  n'insistons  guère  sur  les  septième  et  huitième  parties  qui  traitent  de  la 
propagation  d'un  pinceau  de  lumière  dans  un  milieu  hétérogène,  du  principe 
de  Fermât,  de  la  double  réfraction  elliptique,  de  la  polarisation  rotatoire 
magnétique,  etc. 

La  transmission  des  mouvements  non  pendulaires  dans  les  cas  les  plus 
simples  de  non  homogénéité  de  leurs  équations  difTérentielles  est  l'objet 
de  la  neuvième  et  dernière  partie  de  ce  long  traité.  Les  déplacements,  dans 
le  cas  (le  propagation  de  mouvement  dans  Tétlier  d'un  corps  homogène  et 
isolrope-syniétrique,  absorbant  ou  dispersif  des  longues  radiations,  dans 
Ihypothèse  que  la  dilatation  cubique  soit  nulle,  satisfont  à  trois  équations 
de   même    forme   qu'on   peut   réduire    à   deux  formes   seulement,  exprimant 
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que  As  de  la  fonction  inconnue  est  une  fonction  linéaire  de  la  même  fonc- 
tion et  de  la  dérivée  seconde  par  rapport  au  temps  ;  ou  bien  une  fonction 
linéaire  de  sa  dérivée  première  et  seconde.  Initialement  on  donne  la  valeur 
de  la  fonction  et  de  sa  dérivée  en  tout  point  du  corps.  L'auteur  fait  une 
étude  approfondie  de  ces  équations,  dont  il  démontre  l'univocité  de  la  so- 
lution par  une  méthode  simple  et  originale  :  et  il  en  tire  les  conséquences 
les  plus  intéressantes  ;  par  exemple  la  propagation  uniforme  du  front  de 
l'onde,  le  calcul  (Hugoniot)  de  la  vitesse  de  propagation,  etc. 

Le  mémoire  contient  encore  une  dixième  partie  oii  l'auteur  a  réuni  une 
foule  de  compléments  sur  divers  points  de  la  théorie  qu'il  a  exposée. 

M.  Boussinesq  dans  la  préface  au  volume  dont  nous  avons  cherché  de 
faire  ressortir  l'importance  et  l'originalité,  observe,  très  justement,  que 
«  les  questions  y  sont  présentées  autant  que  possible  d'une  manière  concrète. 
SI  la  fois  géométrique  et  physique  ».  C'est  cela  précisément,  comme  nous 
avons  déjîV  écrit,,  un  des  traits  les  plus  caractéristiques  de  cette  œuvre  pro- 
fonde, qui  est  digne  du  pays  qui  a  vu  naître  les  œuvres  de  Fourier  et  de 
Poisson.  R.  Marcoloisgo  (Atessine). 

£.  CzuBKR.  —  Voilesangen  ûber  Differential-  u.  Integralrechnang.  11, 

mit  87  Fig.  ;  zweite,  sorgfiiltig  durchsehene  Auflage.  —  1  vol.  relié,  in-8<> 

532  p.  :  12  M.  ;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

La  première  édition  des  Lecjoxs  de  Calcul  différentiel  et  intégral  a  eu  un 
succès  qui  ne  peut  surprendre  ceux  qui  connaissent  le  talent  d'exposition  de 
l'auteur  et  le  soin  qu'il  apporte  à  ses  ouvrages. 

Elles  constituent  un  excellent  cours  accompagné  de  nombreux  exemples 
et  problèmes  dans  lesquels  il  est  tenu  compte  des  besoins  des  mathémati- 
ques appliquées  à  la  mécanique  et  à  la  physique. 

Rappelons  que  le  tome  H  comprend  les  bases  du  calcul  intégral,  les  pro- 
priétés et  les  applications  des  intégrales  indéfinies,  des  intégrales  définies, 
des  équations  différentielles  et  du  calcul  des  variations. 

£.  Desportes.  —  Eléments  de  Géométrie  descriptive,   nouvelle  édition 

entièrement  refondue, conforme  aux  programmes  officiels  du  27  juillet  1905  ; 

classe  de  première  Cet  D,  et  de  mathématiques  A,  B.  —  i  vol.  gr.  in-8", 

332  p.  ;  'i  fr.  ;  Arm.  Colin,  Paris. 

Ou  sait  que  les  nouveaux  programmes  françiiis  sont  caractérisés  par 
l'importance  justement  rendue  à  la  Géométrie  cotée  ;  il  est  prescrit  de  com- 
mencer l'étude  de  la  Géométrie  descriptive  par  celle  des  projections  cotées. 
L'auteur  a  adopté  cette  marche,  et  il  consacre  d'abord  un  premier  chapitre 
à  la  Géométrie  cotée  en  ayant  constamment  recours  au  calcul  nuiAérique. 

Un  cours  élémentaire  de  Géométrie  descriptive  doit  nécessairement  se 
rattacher  directement  à  la  Géométrie  de  1  espace.  L'auteur  en  tient  compte 
le  plus  possible  en  donnant  pour  chaque  problème  élémentaire,  uue  mé- 
thode générale  de  solution  fondée  sur  la  conservation  directe  des  figures  de 
l'espace.  C'est  là  un  principe  qu'on  ne  saurait  assez  inculquer  aux  élèves 
afin  de  les  habituer  à  voir  et  à  chercher  dans  l'espace. 

Pour  donner  une  idée  de  l'étendue  des  matières  traitées  à  ceux  qui  ne 
connaissent  pas  les  programmes  français,  nous  ajouterons  que  l'ouvrage 
comprend  l'ensemble  des  éléments  de  Géométrie  descriptive  concernant  la 
droite,  le  plan,  les  prismes  et  les  pyramides,  les  sections  planes  et  les 
développements  des  polyèdres  et  des  surfaces  courbes,  la  «phère  et  les  pro- 
olèmes  concernant  les  ombres. 
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A.  GuiLLKMiN.  —  Tableaux  logarithmiques  A  et  B  équivalant  à  des  tables 
de  logarithmes  à  6  et  à  9  décimales,  avec  notice  explicative  donnant  la 
théorie  et  le  mode  d'emploi  des  tableaux.  —  1  vol.  in-8,  4  fr.  Félix  Alcan, 
éditeur,  Paris. 

Le  premier  intérêt,  intérêt  matériel  mais  incontestable,  qu'offre  ce  tra- 
vail, est  la  l'aible  dimension  et  la  clarté  précise  dos  tableaux  dans  lesquels, 
grâce  à  une  ingénieuse  disposition,  il  a  fait  rentrer  tous  les  éléments  de 
calcul  des  tables  de  6  et  de  9  décimales,  éléments  qui,  jusqu'à  présent,  fai- 
saient l'objet  d'études  volumineuses  et  compliquées. 

Le  second  point  important  de  ce  petit  livre  est  que  son  emploi  n'entraîne 
pas  aux  longues  opérations  de  calcul  nécessitées  par  les  tables  ordinaires  : 
l'on  n'a  plus  besoin,  pour  compléter  les  éléments  de  logarithmes  destinés  à 
être  additionnés,  de  se  livrer  à  des  multiplications  sur  leurs  diflerences 
tabulaires.  Les  interpolations  de  nouveaux  termes  entre  deux  consécutifs  de 
tables  se  réduisent  à  des  additions. 

Plus  de  clarté,  moins  de  travail  matériel,  moins  de  causes  d'erreurs,  tels 
sont  les  avantages  que  présentent  ces  nouveaux  tableaux  logarithmiques  qui 
seront  sans  doute  bien  accueilli  de  tous  ceux  qui  ont  à  s'occuper  de  calculs 
logarithmiques. 

J.  Hk.mpel.  —  Schatteukonstruktionen  fur  den  Gebrauch  an  Baugewerk- 
schulen,  Gewerbeschulen,  sowie  zum  Selbslunterricht.  Mit  51  ïextfiguren 
und  20  Tafeln  praktipcher  Beispiele  in  Lichldruck.  —  1  vol.  cart.  in-H®, 
lY-60  p.  ;  5  Mk.  ;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Lorsqu'un  élève  passe  pour  la  première  fois  de  la  Géométrie  descriptive 
pure  aux  applications  techniques,  il  éprouve  toujours  quelque  peine  à 
dessiner  correctement  les  objets  qu'il  veut  représenter.  Habitué  à  utiliser 
des  plans  de  projections  bien  définis,  une  ligne  de  terre  donnée,  des  plans 
et  des  droites  dont  les  traces  sont  connues,  il  est  dérouté  par  l'absence  de 
ces  éléments  ou  par  leur  connaissance  incomplète. 

Cette  difficulté  n'est  pas  bien  grande  lorsqu'il  s'agit  de  dessin  de  machines 
ou  de  construction  civile,  mais  elle  est  très  sérieuse  dans  le  dessin  d'archi- 
tecture. Dans  ce  cas  il  est  important,  en  effet,  de  se  rendre  compte  de  l'eflet 
esthétique  des  objets  représentés,  ce  qui  nécessite  le  tracé  des  ombres  ;  or 
ce  tracé  est  souvent  compliqué  et  exige  des  dessinateurs  une  étude  attentive. 

L'auteur  du  présent  ouvrage,  professeur  à  la  «  Baugewerkschule  >•  de 
Hambourg  a  eu  l'occasion  de  voir  combien  la  difficulté  était  sérieuse  ;  il 
nous  y  rend  attentif  dans  sa  préface  comme  suit  : 

rt  La  plupart  des  problèmes  sur  les  intersections,  présentés  dans  les 
manuels  de  géométrie  descriptive,  doivent  être  considérés  comme  des  exer- 
cices préparatoires  pour  les  constructions  compliquées  d'ombres.  Mal- 
heureusement la  plupart  des  élèves  ne  s'en  rendent  pas  compte.  Du  reste 
pour  trouver  les  méthodes  convenant  à  une  construction  exacte,  il  est  de 
toute  nécessité  d'arriver  à  se  représenter  clairement  les  objets  dans  l'espace. 
Si  l'élève  ne  fait  qu'appliquer  mécaniquement  des  procédés  connus,  il  ne 
sera  pas  capable  d'obtenir  la  solution  la  plus  convenable  (c  est-à-dire  la  plus 
simple  et  la  plus  juste)  pour  son  épure 

Le  sentiment  instinctif  et  sur,  résultant  de  la  claire  représentation  de 
l'espace  conduira  plus  rapidement  au  but  que  toute  règle  mathématique 
appliquée  machinalement.  »  • 
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L'oiiviMge  comprend  vingt  planches  et  un  texte  explicatif  précédé  d'un 
chapitre  d'introduction  résumant  quelques  propriétés  essentielles  de  la 
théorie  des  projections. 

Ces  planches  sont  toutes  consacrées  à  des  applications  ;  mais  celles-ci 
sont  groupées  d'une  façon  graduée.  On  passe  ainsi  en  revue  l'étude  des 
ombres  des  corps  suivants  : 

Corps  prismatiques  (Contreforts,  corniches,  escalier,  cheminées)  ;  cylindri- 
ques (Base,  rosaces,  moulures,  clochetons,  arcade)  ;  pyramidaux  (clochers, 
obélisque)  ;  coniques  (clochers,  toits  de  tourelles,  piliers)  ;  sphériques  (mo- 
tifs ornementaux  divers)  ;  de  révolution  (colonnetles.  chapiteau,  pendentifs, 
moulures).  Les  dernières  planches  sont  réservées  à  des  études  de  perspec- 
tive avec  ombres,  ainsi  qu'à  des  exemples  où  les  rayons  lumineux  ne  sont 
pas  inclinés  à  '«ô». 

Dans  toutes  les  épures  l'auteur  a  adopté  un  système  de  hachures  en  deux 
intensités,  distinguant  seulement  l'ombre  propre  de  Tombr^  portée,  cette 
dernière  étant  naturellement  la  plus  foncée  L'effet  produit  est  très  satisfai- 
sant et  donne  bien  l'illusion  du  relief  Les  figures  et  les  planches  sont  très 
claires  et  leur  exécution  irréprochable. 

Paul  Ad.   Mercier  (Genève). 

ERiSST  M.4CH.  —  Space  asd  Goometry  in  the  light  of  physiological,  psycho- 
logical  and  physical  inquiry,  from  German  by  Th.  M^  Cormack.  —  1  vol. 
de  148  p.  ;  The  opcn  Court  publishing  Company  ;  Chicago. 

Les  trois  essais  qui  composent  ce  volume  ont  paru  dans  The  Monist  en 
avril  1901,  juillet  1902  et  octobre  1903  et  ont  été,  en  grande  partie,  incor- 
porés dans  un  ouvrage  récemment  publié  en  allemand  par  l'auteur  sous  le 
titre  :  Erkentniss  und  Irrtkum:  Skizzen  zur  Psychologie  der  Forschung. 

'Leur  objet  consiste  dans  une  application  à  la  Géométrie  de  la  théorie 
subjectiviste  (ou  idéaliste)  de  la  Connaissance;  mais,  tandis  que  cette  théorie 
sous  la  forme  purement  intellectualiste,  qu'elle  affecte  généralement,  échappe 
assez  facilement  à  la  critique  positive  par  son  absence  totale  de  significa- 
tion, c'est  dans  la  physiologie  humaine  que  M.  Mach  n'hésite  pas  à  chercher 
la  raison  d'être  des  conceptions  géométriques. 

On  commence  par  étudier  un  «  espace  physiologique,  distinct  de^  l'espace 
géométrique  »  (c'est  le  titre  du  premier  article),  et  qui  comprend  bien  d'au- 
tres «  espaces»,  tels  qu'un  espace  visuel,  unespace  tactile,  etc.,  ^'accordant 
tous  plus  ou  moins  défectueusement  entr'eux  et  avec  1'  «  espace  géométri- 
que »  (on  ne  serait  pas  fâché  de  connaître,  dans  ces  conditions,  la  nature  des 
éléments  constitutifs  de  ce  dernier  espace).  L'auteur  omet  d'ailleurs  d'éluci- 
der ce  qu'il  entend  par  «  espace  ». 

Les  corps  sont  des  «  complexes  de  sensations  »  (en  quoi  se  distinguent-ils 
alors  des  apparences  produites  par  l'hallucination?)  ;  quant  aux  trois  dimen- 
sions, elles  sont  dues  à  l'existence,  chez  les  vertébrés,  de  trois  directions 
M  cardinales  ».  La  subjectivité  de  la  Connaissance  fait  l'objet  des  affirma- 
tions les  plus  hardies  :  «  sans  sensations  de  chaleur,  pas  de  théorie  de  la 
chaleur»  (l'existence  des  machines  à  vapeur  conditionnée  par  la  sensibilité 
de  la  peau  humaine!)  ;  «sans  sensations  d'espace,  pas  de  géométrie»  (comme 
si  les  qualités  locales  des  corps  correspondaient  à  des  sensations  spéciales); 
rt  le  caractère  de  notre  activité  est  déterminé  en  accord  avec  la  place  des 
corps  »  (il  est  dit  pourtant  par  ailleurs  que  cette  place  n'est  qu'une  «  nioda- 
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lîté  de  l'activité  du  sujet  »,  alors  ?).  Tout  cela  est  hors   du    bou   sens   et  ne 
résiste  pas  à  la  plus  superficielle  confrontaliou  avec  un  fait  déterminé. 

L'ouvrage  contient  aussi  un  exposé  de  la  théorie  générale  des  parallèles 
et  se  termine  par  un  sommaire  réunissant  les  résultats  que  l'on  a  vonlu 
faire  ressortir,  mais  qui,  ainsi  résumés,  ne  nous  ont  pas  paru  plus  clairs. 

G.   CoMBEBiAC  (Bourges). 

H.  Mandart.  —  Goars  de  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions  (section 
conique).  —  1  vol.  iu-8o,  574  p.;  prix:  10  fr.  ;  VVesmaBl-Gharlier,  Naraur. 

Cet  ouvrage  contient  les  matières  que  l'on  trouve  habituellement  dans  les 
traités  classiques  de  Géométrie  analytique.  Il  n  y  a  donc  pas  lieu  d'en  pré- 
senter une  analyse  détaillée.  Voici  les  grandes  divisions  de  l'Ouvrage  : 

I  Du  point,  de  la  droite  et  du  cercle  (p.  1  à  124).  —  II  Lignes  du  deu- 
xième degré  (p.  125-271).  —  III  Théorie  générale  des  coniques  (p.  272-413). 
—  IV  Coordonnées  trilinéaires  homogènes  (p.  414-574). 

Quant  à  l'exposé  lui-même,  il  est  très  bien  ordonné  et  il  se  recommande 
par  sa  clarté.  Nous  attirons  tout  particulièrement  l'attention  des  professeurs 
sur  la  manière  simple  dont  l'auteur  introduit  et  utilise  les  invariants. 

H.  Mandart.  —  Cours  de  Trigonométrie  rectiligne  et  sphérique  à  l'usage  de 
l'enseignement  moyen.  —  1  vol.  in-8o,  194  p.  ;  Wesmael-Charlier,  \amur. 

Ces  mêmes  qualités  de  clarté  se  retrouvent  dans  ce  Cours  de  Trigono- 
métrie que  l'auteur  a  cherché  à  présenter  d'une  manière  aussi  simple  que 
possible.  D  importantes  simplidcations  se  rencontrent  dans  l'étude  des 
fonctions  trigonométriques  réduite  à  peu  près  uniquement  à  celle  des  sinus 
et  de  cosinus.  La  méthode  suivie  par  l'auteur  est  personnelle;  elle  mérite 
d'être  examinée  et  discutée  par  ceux  qui  enseignent  cette  branche. 

E.  H.  NiEWRNGLowsKi.  —  Les   Mathématiques  et  la  Médecine.  -—  1  fasc. 
in-8o,  70  p.  ;  2  fr.  ;  Libraire  Desforges,  Paris. 

L'auteur  s'est  demandé  dans  quelle  mesure  on  peut  appliquer  aujourd'hui 
les  mathématiques  aux  sciences  biol  >giques.  Cette  application  ne  peut  être 
rationnelle  et  utile  que  si  l'on  parvient  à  éclaircir  une  question  et  si  Ton 
obtient  une  formule  dont  on  peut  effectivement  calculer  des  valeurs  numéri- 
ques. L'auteur  donne  d'intéressants  exemples  de  l'application  de  la  mécanique 
et  des  théories  de  l'élasticité  à  la  physiologie,  ainsi  que  des  exemples  qui 
montrent  le  parti  que  l'on  peut  tirer  des  analogies  mathématiques. 

Dans  l'état  actuel  de  la  science,  dit  l'auteur,  l'application  directe  des  mathé- 
matiques aux  phénomènes  biologiques  repose  souvent  sur  de  grandes  illu- 
sions ils  dépendent  d'un  trop  grand  nombre  de  variables  et  les  données  indis- 
pensables  à  la  mise  en  équation  sont  trop  peu  connues.  Mais  il  estime  que 
les  progrès  des  sciences  médicales  étant'  intimement  liés  aux  progrès  des 
applications  des  mathématiques  aux  sciences  biologiques,  il  serait  désirable 
de  renforcer  la  préparation  mathématique  des  étudiants  en  médecine. 

F.  PiETZKEK.  —  Lehrgang  der  Elementar-Mathematik.  /.  Unterstufe.  — 
I  vol.  in-8«,  relié,  318  p.,  3  M.  20  ;  Teubner,  Leipzig. 

Le  premier  volume  de  cet  ouvrage  est  destiné  aux  élèves  des  classes  in- 
férieures et  moyennes  des  gymnases  prussiens.  L'auteur,  en  nous  le  présen- 
tant, a  voulu  tenir  compte,  autant  que  le  permettent  les  programmes  officiels. 
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du  vif  courant  qui  se  produit  en  Allemagne  en  faveur  d'une  réfornie  de  1  l'u- 
seignement  des  mathématiques  élémentaires  ;  courant  qui  a  notamment  irouvé 
un  sérieux  appui  auprès  de  la  «  Société  allemande  des  Naturalistes  v\  des 
Médecins  »,  dont  les  conclusions  d'une  commission  spéciale,  nommée  à  cet 
effet,  ont  été  approuvées  dans  son  récent  congrès  de  Méran.  La  mëlliode 
d  enseignement,  selon  ces  conclusions,  ne  doit  pas  contribuer  à  i  «olir  les 
mathématiques  des  sciences  expérimentales,  mais,  au  contraire  elle  doii,  en 
connexion  intime  avec  ces  dernières,  leur  emprunter  tout  ce  qui  peut  facililer 
la  compréhension  naturelle  el  instinctive  de  l'enfant;  il  faut  autant  que  pos- 
sible laisser  de  côté  dans  l'enseignement  élémentaire  ce  qui  semble  «  truc», 
aux  yeux  des  élèves.  Il  est  alors  certain  que  les  progrès  seront  plus  miirqués 
et  que  les  mathématiques  rempliront  dans  la  culture  du  jeune  homme  le  rôle 
important  qu'on  est  en  droit  d'attendre  de  cette  science. 

Une  sorte  de  liaison  entre  ces  différents  domaines  est  précisément  fournie 
par  la  ««notion  de  fonction*),  c'est  pourquoi  l'auteur  ne  manque  pas.  <léjù 
dans  ce  premier  livre,  toutes  les  fois  que  le  sujet  s'y  prête,  de  familiariser 
I  élève  avec  cette  importante  notion.  Dans  la  partie  du  livre  consacrée  ù  la 
Géométrie,  l'auteur  s'est  également  inspiré  des  mêmes  principes  :  c'esl  ainsi 
qu'il  n'a  pas  cru  devoir  conserver  la  définition  euclidienne  du  parallélisme 
de  deux  droites  ;  pour  lui,  deux  droites  sont  dites  parallèles  quand  elles  ont 
même  direction.  L'ordre  habituel  des  matières  est  aussi  modifié:  M.  IMel/.ker 
traite,  par  exemple,  des  logarithmes  immédiatement  après  les  puissances  et 
avant  de  passer  à  la  résolution  des  équations.  Ce  livre  intéressant  par  plus  d  un 
côté  ne  peut  manquer  d'être  très  apprécié  des  maîtres  chargés  de  l'enseigne- 
ment des  mathématiques  élémentaires.  Ajoutons  qu'un  appendice  coniporle 
encore  les  premières  notions  de  trigonométrie,  de  la  théorie  des  projeitious 
et  de  la  représentation  graphique  De  nombreux  exercices  accompagnent  les 
différentes  matières  traitées,  sauf  en  ce  qui  concerne  l'algèbre,  I  auteur  nous 
renvoyant  pour  cette  partie  à  sa  nouvelle  édition  des  exercices  de  Bardey, 
faite  en  collaboration  avec  M.  Presler.  G.  Bertrand  (Genève). 

Ed.  ScHULZK  et  F.  Pahl.  —  Mathematische  Aufgaben. —  Ausgabe  fur  Gym- 
nasien.  II  Teil.  Aufgaben  fur  die  Oberstufe  (Obersekunda  und  Prima).  1  vol. 
in-8",  VIII,  284  p  ,  3  M.  40;  Dùrr,  l.eipzig. 

Nous  avons  déjà  annoncé  la  Première  Partie  de  cet  ouvrage  dans  le  pré- 
cédent tome  (1906,  p.  326).  La  Deuxième  Partie,  parue  depuis,  est  frjinohe- 
ment  conforme  aux  idées  de  réforme  de  l'enseignement  mathématique  cl  ne 
craint  pas  d'exposer  des  exercices  sur  la  représentation  graphique  des  fonc- 
tions, (p.  106-119,  90  problèmes)  el  d'introduire  la  notion  de  quotient  diffé- 
rentiel. Des  applications  des  Mathématiques  à  la  Physique,  l'Astronomie  el 
d'autres  sciences  y  sont  exposées  clairement  par  un  choix  de  nombreux 
problèmes. 

Ainsi,  à  la  Physique  seulement,  sont  consacrés  214  problèmes,  à  la 
connaissance  mathématique  de  la  terre  et  du  ciel  25.  à  la  Navigation  12.  a 
l'Arpentage  12,  à  l'Astronomie  12,  sans  compter  que  plusieurs  numéi-anx 
contiennent  chaque  fois  6  à  7  exemples  particuliers.  Quelques  cha[)ilres 
(sur  les  progressions  arithmétiques  d'ordre  supérieur,  les  séries  infinies. 
les  équations  du  3™*  degré  et  autres)  dépassent  le  champ  du  gymnase,  il 
serait  regrettable  cependant  de  les  laisser  de  côté. 

On  ne  peut  que  louer  le  fait  que  les  angles  ne  sont  donnés  qu'aux  dixiè- 
mes de  minutes    près.    De    nombreuse»    notes    au    bas    des    pages   facilitent 
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à  l'élève  l'exéoutiou  du  calcul  par  des  renvois  à  ce  qui  a  été  appris  précé- 
demment ou  aux  chapitres  de  Physique  dont  il  est  question  (p.  87,  129,  162- 
167)  ;  elles  présentent  parfois  également  d'intéressantes  remarques  histori- 
ques. L'impression  du  livre,  faite  sur  bon  papier,  est  claire  et  facile  à  lire. 
Le  volume  est  en  outre  pourvu  d'une  très  bonne  reliure. 

Ernst  Kaller  (Viennel. 

H.  A.  Stkrx  and  W.  H.  Topham.  —  Practical  Mathematics.  —  1  vol.  cart. 
in-16,  376  p.  ;  4  s.  6  d.  ;  George  Bell  and  Sons,  London. 

Dans  cet  ouvrage  les  auteurs  ont  réunis  les  principales  méthodes  gra- 
phiques et  expérimentales  qui  interviennent  dans  les  applications  courantes 
de<t  mathématiques.  Ils  s'adressent  aux  élèves  des  écQles  techniques  élémen- 
taires et  des  écoles  militaires. 

Après  avoir  examiné  successivement  les  méthodes  et  les  instruments  des- 
tinés aux  mesures  de  longueurs,  d  angles,  de  surfaces,  de  volumes  et  de 
poids  spécifiques,  ils  exposent  brièvement  les  procédés  graphiques  concer- 
nant les  vecteurs  et  quelques  applications  en  statique  graphique  cl  en 
mécanique.  Puis  viennent  les  notions  de  force,  vitesse,  accélération,  travail 
et  énergie  et  toute  une  série  d'intéressantes  applications  très  variées. 

Un  grand  nombre  d'exercices  numériques  viennent  accompagner  les  prin- 
cipaux paragraphes.  Nous  recommandons  cet  ouvrage  à  tous  ceux  qui  ensei- 
gnent les  mathématiques  appliquées. 

M.  Stuyvaekt.  —  Les  nombres  positifs  :   Exposé  des  théories  modernes  de 
y  l'Arithmétique  élémentaire.  —  1    vol.  in-8°,  133  p.  ;    3   fr.  Van    Goethem, 

!  Gand. 

i  Cet  ouvrage  s'adresse  particulièrement  aux  classes  supérieures  de  la  sec- 

^  lion  scientifique  d'une  école  moyenne  ;  c'est  une  revision  bien  coordounéeel 

!»  approfondie  de  l'Arithmétique  élémentaire.  L'auteur  a  senti  une  lacune  entre 

{  renseignement  moyen  plus  ou  moins  intuitif  et  le  cours  universitaire  sur  la 

^  théorie  des  nombres. 

iv  Partant  de  la  notion  de  nombre  entier  cardinal   (collection  d'objets)   l'au- 

¥  leur  en  déduit,  par  une  voie  purement  logique,    le»  théorèmes   relatifs   aux 

L  quatre  opérations,   en  admettant   toutefois   comme   postulat   l'invariance  du 

f  nombre  ou  (ce  qui  revient  au  même)  la  propriété  commutative  de  l'addition. 

Le  I**""  chapitre  renferme  en  outre  les  théories  élémentaires  de  la  divisi- 
bilité, du  plus  grand  commun  diviseur,  du  moindre  multiple,  des  nombres 
premiers  avec  les  théorèmes  de  Fermât  et  de  Wilson  ;  il  se  termine  par  une 
théorie  générale  des  caractères  de  divisibilité  d'un  nombre  écrit  dans  un 
système  à  base  quelconque. 

L^  première  extension  de  la  notion  de  nombre  naturel  devrait  être  logi- 
quement le  nombre  négatif.  Le  titre  du  volume  indique  que  M.  Stuyvaert 
n'en  parle  pas  ;  il  est  d'usage,  en  Belgique  et  en  France,  de  n'étudier  les 
nombres  négatifs  que  dans  le  cours  d'Algèbre.  Cependant,  dans  une  répéti- 
tion systématique  des  éléments,  il  serait  bon  d'insister  sur  le  principe  de 
permanence,  comme  le  font  par  exemple  les  auteurs  de  l'Encyclopédie  des 
sciences  mathématiques. 

Les  chapitres  II  et  III  sont  consacrés  aux  nombres  fractionnaires  et  in- 
commensurables. 

il  c 

L'égalité  de  2   fractions   —  et  —r-  est  définie  par  l'égalité  ad  =z  bc  ;  pour 
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justifier  cette  convention  l'auteur  montre  1^  qu'elle  contient  comme  cas  par- 
ticulier Tégalilé  des  nombres  entiers  ;  2°  que  deux  fractions  égales  à  une 
troisième  sont  égales  entre  elles.  Les  fractions  décimales  sont  considérées 
comme  des  cas  particuliers  des  fractions  ordinaires  et  la  conversion  des 
tractions  est  exposée  sans  recourir  à  ia  notion  de  limite. 

Quant  aux  nombres  incommensurables,  la  théorie  est  basée  sur  l'idée  de 
coupure,  de  M.  Dedekind  ;  quelques  théorèmes  sur  les  limites  ont  trouvé 
leur  place  dans  le  même  chapitre  qui  se  termine  par  des  notions  sur  les 
erreurs  et  les  opérations  abrégées. 

Enfin  dans  un  dernier  chapitre  sur  «  La  mesure  des  grandeurs»,  l'auteur 
établit  une  correspondance  entre  les  nombres  et  les  rapports  des  gran- 
deurs ;  il  montre  en  particulier  dans  quel  ras  cette  correspondance  réalise 
la  proportionnalité. 

L.  KoLLROs  (Chaux-de-Fonds). 


H.  VoGT.  —  Eléments  de  mathématiqaes  supérieures  à  l'usage  des  physi- 
ciens, chimistes  et  ingénieurs  et  des  élèves  des  Facultés  des  sciences. 
4«  édition,  très  augmentée  et  entièrement  refondue.  —  1  vol.  gr.  in-8<>, 
710  p.,  12  fr.  ;  Vuibert  et  Nony,  Paris. 

Ces  Eléments  de  mathématiques  supérieures  s'adressent  aux  jeunes  gens 
qui  désirent  compléter  leurs  études  de  mathématiques  élémentaires  afin  de 
pouvoir  suivre  les  cours  d'Analyse,  de  mécanique,  de  physique,  d'électro- 
technique,  de  chimie  physique,  etc.  Dès  leur  première  édition,  en  mars  1 901 ,  ils 
ont  rencontré  un  accueil  très  favorable  auprès  des  professeurs  et  des  étudiants, 
car  il  manquait,  pour  les  lecteurs  de  langue  française,  un  ouvrage  com- 
prenant sous  une  forme  condensée  les  notions  fondamentales  d'Algèbre,  de 
Géométrie  analytique  et  d'Analyse.  L'auteur  a  su  faire  un  excellent  choix  de 
ce  qui  est  indispensable  aux  étudiants  en  sciences.  La  clarté  et  la  concision 
de  son  exposé,  dégagé  de  distinctions  trop  subtiles,  ont  beaucoup  contribué 
au  succès  de  cet  ouvrage  dont  les  trois  premières  éditions  ont  été  enlevées 
en  moins  de  six  ans. 

Dans  une  nouvelle  édition  il  serait  désirable  d'augmenter  encore  le  nombre 
des  applications  aux  sciences  les  plus  diverses,  afin  que  l'étudiant  voit  de 
bonne  heure  comment  les  mathématiques  interviennent  dans  les  sciences 
appliquées.  H.  F. 


L'Enseignement  mathém.,  9«  année  ;  1907. 
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1  •  Sommaires  des  principaux  périodiques  : 

Acta  Mathematica.  dirigé  par  Mittag-Leffler,  t.  XXX.  Beijer,  Stockholm. 
Fasc.  3  et  4.  —  M.  Lerch  :  Essais  sur  le  calcul  du  nombre  des  classes  de 
formes  quadratiques  binaires  aux  coefficients  entiers.  —  J.  Richard:  Lettre 
à  Monsieur  le  rédacteur  de  la  Revue  générale  des  Sciences.  —  T.  J. 
Bromwich  :  On  the  roots  of  the  characteristic  équation  of  a  linear  substi- 
tution. -^  Levi  CiviTA  :  Sur  la  résolution  qualitative  du  problème  restreint 
des  trois  corps.  —  Kônig  :  Sur  les  fondements  de  la  théorie  des  ensembles 
et  le  problème  du  continu.  —  Faton  :  Séries  trigonométriques  et  séries 
de  Taylor. 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  l'Université  de  Tonloose.  Deuxième 
série,  T.  VIII,  1906.  E.  Privât,  Toulouse;  Gauthier- Villars,  Paris. 

Fasc.  1  à  4. —  E.  Remounoos  :  Sur  les  zéros  d'une  classe  de  fonctions 
transcendantes.  —  E.  Husson  :  Recherches  des  intégrales  algébriques  dans 
le  mouvement  d'un  solide  pesant  autour  d'un  point  fixe.  —  Bouasse  et  Ber- 
TBiER  :  Déformation  d'un  cylindre  de  section  rectangulaire  par  enroulement 
et  déroulement  d'une  hypothèse  simple.  —  E.  Goursat  :  Sur  les  familles  de 
surfaces  à  trajectoires  orthogonales  planes.  —  Le  Vavasseur  :  Les  sous- 
groupes  du  groupe  linéaire  homogène  à  quatre  variables  ;  sous-groupes  à  un 
et  à  deux  paramètres.  —  Ch.  Ricquier  :  Sur  qu<iJques  principes  généraux 
relatifs  à  la  théorie  des  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables.  — 
E.  Goursat:  Recherches  sur  la  théorie  des  caractéristiques. 

Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles.  —  'Si^*"  année  1906-1907. 
Louvrain,  1907. 

le  fascicule.  —  De  Salvert  ;  Sur  l'attraction  du  parallélépipède  ellipsoïdal 
(chap.  II). 

Annali  di   Matematica.    —    Directeurs  :    L.  BiAMCHi,    O.  DiM.    G.  Jung,  C. 

Segre.  —  Série  III.  T.  XIII  Rebeschini  di  Turati  e  C,  Milan. 

S.  Lattes  :  Sur  les  équations  fonctionnelles  qui  définissent  une  courbe  ou 
une  surface  invariante  par  une  transformation.  —  G.  Tognoli  :  SuUe  forme 
differenziali  a  variabili  alcui^  dipondenti  altre  iudipendenti.  —  G.  Pava?ii!<(i  : 
Sopra  una  nuova  categoria  di  soluzioni  periodiche  nel  problema  det  tre  corpi. 
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—  P.  Calapso  :  Un  problema  sui  sistemi  di  lince  fra  loro  coniugate  e  sulle 
relative  trasformazioni  dî  Laplace.  —  Luther»  Pfahler,  Eisenhart  :  Trans- 
formations oF  Minimal  surfaces.  —  Walter  B.  Ford  :  Sur  les  équations 
linéaires  aux  différences  finies.  —  Niels  Nielsem  :  Sur  la  multiplication  des 
séries  trigonométriques. 

AnnaU  Of  MathematicSt  published  under  the  Auspices  of  Harvard  University. 

Second  Séries,  vol.  VIU.  1906-1907.  Cambridge.  Mass.  K.  U. 

No  1  {Octobre;  1906).  —  Huntincton  :  The  Fundamental  Laws  of  Addition 
and  Multiplication  in  Elementary  Algebra.  —  Porter  :  On  a  criterion  of 
Pringshcim's  for  Expaasibilily  in  Taylor's  Séries.  —  Carmichal  :  Multiply 
Perfect  Numbers  of  Threc  Différent  Primes. 

No  2  (Janvier,  1907).  —  Moore  :  Cercles  orthogonal  to  a  Given  sphère.  — 
P.  Saurel  :  On  Functional  Déterminants.  —  E.  B.  Wilson  :  Involutary 
Transformations  in  Projective  Group  and  its  subgroups.  —  Bremke  :  On  the 
Convergence  and  differentiation  of  Trigonométrie  Séries.  —  A.  Hurwitz  : 
Note  on  the  Définition  of  an  Abelian  Group  by  Indépendant  Postulate 

Archiv   der    Mathematik  and    Phyiik,  herausgegeben  von    E.    Lampe.   W. 

Meyer,  e.  Jahnke.  17.  Band.  B.-G.  Teubuer.  Leipzig  und  Berlin. 

No»  1  et  2.  —  G.  Berkhan  :  Zur  projektivischen  Behandlung  der  Dreiecks- 
geomelrie.  —  Edm.  Landau:  Uber  einige  Ungleichheitsbeziehungen  in  der 
Théorie  der  analytischen  Funktionen.  —  M.  Krause  :  Zur  Théorie  des  Inte- 
grallogarithmus.  —  M.  Lbrcu  :  Bemerkungen  ùber  eine  Formel  aus  der 
Théorie  der  unvollstândigen  Gammafunktion  und    des   lutegrallogarithmus. 

—  E.  EcKHAROT  :  Analytisch-geometrische  Ablcitung  der  Realitatsbedingun- 
gen  fur  die  Wurzeln  der  Gleichungen  vierlen  Grades.  —  P.  Kokott  :  Das 
Abrollen  von  Kurven  bei  geradiiniger  Bewegung  eines  Puiiktes.  —  Gomes 
Teixeira  :  Sur  deux  manières  de  construire  les  spiriqucs  de  Perseus.  — 
St.  Jolles  :  Eine  einfache  synthetische  Ableitung  der  Grundeigenschaften 
eines  Biischels  polarer  Felder.  —  G.  A.  Miller:  The  groups  in  which  every 
subgroup  of  composite  order  is  invariant.  —  l<)ugen  Meyer:  Uber  Bûschel 
kubischer  Raumkurven.  —  K.  Petr  :  Uber  die  Anzahl  der  Darsteliungen  ei- 
ner  Zahl  als  Sunime  von  zehn  und  zwôlf  Quadralen.  -  Ernst  Steinitz  :  Uber 
die  Eulerschen  Polyederrelationen.  —  Rezensionen. 

Bibliotheca  mathematica.  Zeitschr.  f.  Geschichte  der  mathem.  Wissenrhaf- 
ten,  herausgegeben  von  G.  EnestrOm.  3.  Folge,  Band  7,  Teubner,  Leipzig. 
No«  1  et  2.  —  G.  Ekestrôm  :  Die  Geschichte  der  Mathematik  als  Bestaud- 
teil  der  Geschichte  der  Wissenchaften.  —  H.  Vogt  :  Haben  die  allen  Inder 
den  Pythagoreischen  Lehrsatz  und  das  Irrationalc  hekannt?  —  G.  Enestrôm  : 
Uber  die  ..Demonstratio  Jordani  de  algorismo".  —  G.  Exkstrôm  :  Hat  Tar- 
taglia  seine  Lôsung  der  kubischen  Gleichung  von  Del  Ferro  entlehnt  ?  — 
H.  BosMANs  :  Le  ,,De  arle  mngna"  de  Guillaume  Gosselin.  —  Gino  Loria  :  ^ 
Per  la  preistoria  délia  leoria  délie  Irasforniazioni  di  contalto.  —  Ed.  Landau: 
Euler  und  die  Funktionalgleichnng  der  Riemanscheii  Zetafunktion.  —  H. 
Suter  :  Uber  das  Rechcnbuch  des  Ali  ben  Ahmed  el-Nasawî.  —  K.  Hi  n- 
RATH  :  Albrechl  Durer»  annahernde  Dreileilung  eines  Kreisbogcns.  —  G. 
Ene8tr6m  :  Der  Briefwechsel  zwischeii  Leonhard  Euler  und  Daniel  Bernoulli. 

—  W.  Ahrens  :  Ein  Beitrag  zur  Biographie  C.  G.  J.  Jacobis.  —  G.  Enks- 
TRÔM  :  Uber  Bearbeilung  von  Bandregislern  zu  mathcmalischeii  Zeilschriften 
oder  Sammelwerken. 
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Bolletino  di  Bibliografla  e  Storia  délie  Science  matematiche,  publîcato  per 
cura  di  Gino  Loria.  Anno  IX,  1906.  —  C.  Clausen,  Toriiio. 

R.  Marcolongo  :  Sul  teorema  délia  composizione  délie  rotazionî  istantanee, 
appunti  per  la  storia  délia  meccaniea  nel  secolo  XVIII.  —  R.  Bonola  :  Il 
modello  di  Beltrami  di  superficie  a  curvalura  coslante  negativa.  —  Loria  : 
Matematica  e  matematici  del  Giappone.  —  Recenzioni  ed  annunzi. 

BalleUn  de  la  Société  Mathématique  de  France.  T.  XXXIV.  Paris. 

Fasc.  3  et  4.  —  Hadamard  :  Sur  le  principe  de  Dirichlet.  —  de  Montchkuil  : 

Les  anticaustiques  du  paraboloïde  hyperbolique  équilatère.  —  Fontené  : 
Sur  l'extension  à  l'espace  du  théorème  des  polygones  de  Poncelel  par  des 
polyèdres  de  genre  un,  —  Rudzki  :  Notes  sur  la  chute  des  corps  pesants.  — 
Petrovitch  :  Sur  certaines  transcendantes  entières.  —  Remy  :  Sur  quelques 
théorèmes  de  Géométrie  plane  liés  à  la  surface  de  Kummer.  —  Samelevici  : 
Remarques  sur  certaines  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles.  —  Com* 
BEBiAc  :  Remarques  sur  la  question  des  principes  de  V Analysis  situs.  — 
Rémoundos  :  Sur  la  représentation  uniforme  des  courbes  transcendantes.  — 
AuTONNE  :  Sur  les  polynômes  à  coefficients  et  à  variable  hypercomplexes.  — 
Maillet  :  Sur  les  nombres  transcendants  dont  le  développement  en  fraction 
continue  est  quasi-périodique  et  sur  les  nombres  de  Liouville.  —  Combebiac  : 
Sur  les  représentations  numériques  des  ensembles.  —  Vessiot:  Sur  1  inter- 
prétation mécanique  des  transformations  de  contact  infinitésimales.  —  Von 
KocH  :  Remarques-sur  quelques  séries  de  polynômes. 

Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  rédigé  par  G  Darboux,  F.  Picaku, 
J.  Tankery.  —  Tome  XXX.  1906.  Paris,  Gauthier- Villars. 
Juin-décembre  1906.  —  Montel  :  Sur  les  séries  de  fonctions  analytiques. 
DoLBNiA  :  Remarques  sur  la  théorie  de  la  transformation  des  fonctions  ellip- 
tiques et  la  réduction  des  intégrales  abéliennes.  —  J.  Tannery  :  Manuscrits 
et  papiers  inédits  de  Galois.  —  Bateman  :  Sur  l'équation  de  Fn-dholni.  — 
Haag  :  Note  sur  les  surfaces  (B)  algébriques. —  Bulletin  bibliographique.  — 
Revue  des  publications  académiques  et  périodique».  —  Comptes  rendus  et 
analyses. 

Bulletin  of  the  American.  Mathematical  Society.  New- York.  Vol.  XI IL 

N«*  1  à  3  (Octobre-décembre,  1906).  —  L.  E.  Dickson  :  Criteria  for  the 
Irreducibility  of  Functions.  in  a  Finile  Field.  —  L.  E.  Dickson-  :  On  ihe 
Theory  of  Equations  in  a  Modular  Field.  —  N.  J.  Lennes  :  Note  on  the  Varia- 
tion of  the  Definile  Intégral.  —  W.  A.  Manmng  :  A  Note  ou  rrausilive 
Groups.  —  L.  P.  EisKNHART  :  Differential  Geometry  of  n  Dimensional  Space, 
—  Ernkst  Lkbon  :  Theory  and  Construction  of  Tables  for  the  Rapi<l  Déter- 
mination of  the  Prime  Factors  of  a  Nuniber.  —  A.  R.  Schwkit/.kr  ;  On  a 
••  Fundaniental  Relation  in  Abstract  Geometry.  —  D.  N.  Lehmkr  ;  On  ihe 
Orderly  Listing  of  Substitutions. —  E.  J.  Wilczynski  :  Projeclive  Differen- 
tial Geometry.  —  Hutchi>son  :  On  Loci  the  coordinatcs  of  whose  Points  arc 
abelian  Functions  of  three  Parameters.  — Carver  :  Associated  Configurations 
of  the  Cayley-Veronese  Class. 

N"  4  à  6  (Janvier-mars.  1907).  —  G.  Peirce  :  A  new  Approxiniale  Con- 
struction for  TT.  —  Kellogg  :  Xote  on  conjugate  Potenlials.  —  S.  A.  Millkr  : 
Groups  of  Order  y?'»  containing  exaclly/?  +  i  abelian  subgroups  of  Order 
pni — 1.  —  S.  F.  Richardso.n  :   Note   on    Systems   of   In-   and    Circiimscribed 
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Poiygons.  —  Mason  :  Selected  topics  ia  the  theory  of  boundary  value  pro- 
bleras  of  differential  équations.  —  Moore  :  Note  on  Fourier's  constants.  — 
Miller:  On  the  minimum  number  of  operators  whose  orders  exceed  two  in 
any  finite  group.  —  Ames  :  Note  on  the  orientation  of  a  sécant.  —  Carmichal  : 
On  Euler's  ^ -function.  —  Moore  :  The  décomposition  of  modular  Systems 
connected  with  the  doubly  generalized  .Fermât  theorem.  —  Kasner  :  Systems 
of  extremais  in  the  calculus  of  variations.  —  Masom  :  A  necessary  condition 
for  an  extremum  of  a  double  intégral.  — Shorter  notices.  — Notes. 

Jahresbericht  dor  DeaUchen  Mathematiker-Vereinigung,  in  Monatsheften 
herausgegeben  von  A.  Gutzmbr.  B.  15,  1906  ;  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

N«"  7  à  10.  (juillet-décembre,  1906). —  F.  v.  Dalwigk  :  Beitrâge  zur  Frage 
des  Unterrichts  in  angewandter  Mathematik  au  der  Universitât. — G.  Frege: 
Uber  die  Grundiagen  der  Géométrie.  —  M.  Lergh  :  Bemerkung  ûber  Funk- 
tionen  des  eliiptischen  Zyltnders.  —  G.  Kowalewski  :  Uber  einige  Formeln 
der  Integralrechnung  —  Félix  Mîjller:  Verzeichnis  altérer  mathematischer 
VVerke  aus  der  im  Besilz  der  Jacobsonschule  zu  Seesen  befindlichen  Wert- 
heimschen  Bibliothek.  —  J.  Thomae  :  Gedankeulose  Denker.  —  Hubert 
Stier  :  Technische  Arbeit.  —  H.  Burkhardt  :  Zu  den  Funktionen  des  eliip- 
tischen Zylinders.  —  Gustav  Kohn  :  Uber  Flâchen  zweiter  Ordnung,  welche 
einander  wechselseitig  stûtzen.  —  E.  Study  :  Cher  Nicht-Euklidische  und 
Liniengeometrie  (V — XII).  —  Protokoll  der  Stuttgarter  Versammlungvom  16. 
bis  zum  20.  September  1906.  —  Félix  Mûller  :  Verbesserungen  und  Bemer- 
kungen  zu  den  Bûchertiteln  der  Wertheimschen  Bibliothek  (Bd.  15,431-434). 

—  A.  ScHOENFLiES  i  Dîc  Beziehungcn  der  Mengenlehre  zur  Géométrie  und 
Funktionentheorie.  —  P.  Stâckel  :  Uber  Potenzreihen  von  mehreren  Veran- 
derlichen.  —  T.  Hayashy  :  On  Mr.  Mikami's  Essay  awd  Prof.  Harzer's  Re- 
mark. —  G.  Frege  :  Antwort  auf  die  Ferienplauderei  des  Herrn  Thomae.  — 
J.  Thomae:  Erkiârung.  —    Mitteilungen  und  Nachrichten.  —  Literarisches. 

Ifatheais,  Recueil  mathématique  publié  par  P.  Mansion  et  J.  Neuberg.  Série 
3.  Tome  VI  1906.  Gand.  Hoste  ;  Paris,  Gauthier-Villars. 

Juillet-décembre  1906.  —  A.  Demoulin  :  Sur  quelques  transformations  géo- 
métriques. —  Nécrologie.  —  A.  Aubry  :  Sur  l'emploi  de  la  formule  de  Mer- 
cator.  —  J.  Neuberg  :  Sur  un  théorème  de  Chasies.  —  St.  MiREA  :  Sur  un 
théorème  de  Sylvester.  —  T.  Hayashi:  Sur  un  soi-disant  théorème  chinois. 

—  H.  BosMANs  :  Pour  une  histoire  de  la  Géométrie  analytique  d'après  Loria. 

—  E.  Delahaye  :  Sur  un  triangle  particulier.  —  G.  A.  Verkaart  :  Nouvelle 
méthode  pour  la  résolution  des  équations  complètes  du  4«  degré. 

Jalirl)ach  tQ)er  die  Fortechritte  der  Mathematik.  Herausgegebeu  von  Em. 
Lampe.  Band  35.  Jahrgang  1904.  —  G.  Reimer,  Berlin.  1907. 

Heft  3.  —  Mechanik.  —  Mathem.  Physik.  — Goodiisie,  Astronomie,  Météo- 
rologie. 

Monatahefte  f.  Mathematik  a.  Physik,  herausgegebcn  von  G.  v.  Escherich, 
F.  Mertbns  u.    W.    Wirtinger.    XVIII.   Jahrg.    1907.    Eisenstcin,   Wien. 

Hefte  1  u.  2.  —  Jager  :  Der  Physiker  Botzmann.  Landau  :  Uber  die  Kon- 
vergenz  einiger  Klassen  von  unendlichen  Reihcn  am  Rande  des  Konvergenz- 
gebietes.  —  Freud  :  Cbor  Grenzwerle  von  Doppelintegralen,  die  den 
bedingt  konvergenten,  einfachen  Integralen   analog  sinJ.   —  Oppknhkimkr  : 
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Ûber  clie  oiiicr  obeiieii  Kurve  d  rit  ter  Ordnung  um-  iiiid  einbeschriebenea 
Vieleckc.  —  Pkth  :  l'ber  iWv  l*onceIelsfhen  Polygone-  —  Wiklritnkr  :  Uber 
zwei  Fainilien  von  rationalcn  Kubiken.  —  Mkykr,  VV.  Franz:  Uber  Gebilde, 
die  ans  Tetraedern  und  Fliieben  zwei  1er  K lasse  zusamnieugesetzt  sind.  — 
WiRTiNGFR  :  Zuni  Hadaniardschen  Deterniinantensatz. 

Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  dirigées  par  C.-Â.  Laisa>-t,  C.  Boirlet 
et  H.  Bricard.  4"  série.  Gauthier-Villars,  Paris. 

T.  YI-  octobre-décembre,  1906.  —  R.  Bricard  :  Sur  la  Géoinélrie  de 
direction  dans  l'espace.  —  H.  Laurent  :  Snr  un  théorème  de  Weierstrasse. 
^  Agrégation  des  sciences  mathématiques  ;  solution  de  la  question  de  mécanique 

ralionni'lle  (De  Spari'c).  —  Boirlet  ;  Théorie  des  parallèles  basée  sur  la  trans- 
lation rectiligne.  —  Fabry  :  Sur*  la  série  de  Taylor  el  ses  points  singuliers.  — 
FoNTi:xi":  ;  Sur  le  cercle  pédal.  —  Bouvaist  :  Sur  le  théorème  de  Feuerbach. 
—  FoNTFNÉ  :  Volume  d'un  tétraèdre  en  fonction  des  arêtes,  démonstration 
géométrique.  —  S  l'en  a  r  :  Recherche  de  la  loi  que  doit  suivre  une  force 
centrale,  sachant  que  la  trajectoire  est  une  conique,  quelles  que  soient  les 
conditi(ms  initiales.  —  Parrod  :  Aggrégation  des  scienctîs  mathématiques 
(Concours  de  1900).  — Correspondance.  —  Solution  de  questions  proposées. 

T.  Vil.  Janvier-mars,  1907.  —  d'OcAOK  :  Sur  la  reetilicalitm  approchée  des 
arcs  de  cercle. —  Hi:mt  :  Sur  deux  surfaces  du  quatrième  ordre  à  l'octuple 
gauche  complet.  —  Fontkné  :  Sur  le  système  articulé  de  Hart.  —  Bricard: 
Sur  un  système  articulé.  —  L.  Autonnk  :  Sur  un  certain  domaine  holoïde.  — 
Rkmoi>'DOs  :  Sur  les  rapports  anharmonitjues  généralisés.  —  R.  Bkicahd  : 
L'oeuvre  dAmédée  Maanheim.  —  A.  de  Saint-Gkbmain  :  Sur  la  solution  d'une 
ilifticulté  qui  se  présente  daus  l'élude  de  l'équilibre  du  treuil.  — J.  Haac  : 
Etude  du  tore  rapporté  aux  cercles  d'Yvon  Villarceau.  —  D.  Tabakoff  : 
Quasi-développées  des  surfaces  du  second  ordre.  —  Ccriilicats  de  calculs 
différentiel  et  intégral,  de  Géométrie  supérieure,  de  niécani([ue  appliquée. — 
Queslious. 

R  Periodico  di  Katematica  p<'r   ITnsegnamento  secundario  :  Direlto  dal  Prof. 

|.  G.  Lazziri.  Série  111,  vol.  IV,  RafPaelo  Giusti,  Livorno. 

j5^  Fasc.  IV  et  V  (janvier-avril,  1907).  Marcoi.ongo  :  Davide  Besso  ^  Biogralia). 

\  —    BoTTARi  :     Soluzioni    in t ère    in    progressione    aritmetica    apparlenenti    a 

\  equazioni  indeterminalc  del  tipo   X  x^^  .r;^^.  _  Alasia  :  Sugli  automorfismi 

z.  di  certi  gruppi   di  operazioui.  —  Bixi  :  So])ra  alcune  congruenze. — Rkpetto: 

^  Le  géode liche  del   toro  [Continua).    —  Lohia  :    Le    trasformazioni    pedali  ed 

r  aniipedali  nel   piano  e   nello   spazio.  —  (^omessatti  :  Di  una  geuerazione  del 

complesso  tetraedrale.   —  Orlando  ;  Supra  un    îioIo  invariante    délie   forme 
'  binarie  di  grado  pari. 

-  Supplemento  al  Periodico  di  Matemadca,  fasc.  111  à  VI.  1907. 

Pitagora  iL  C).  Giornale  di  malematica  pei*  gli  aluni  délie  scuttle  secoudarie, 
pul>tica(o  per  cura  di  (laet.  Fazzari.  —  Lî<' année,  n'*  1-7,  octobre,  1906  — 
avril,    1907  ;  Palermo. 

Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society.  Série  2,  vol.  4.  fasc.  5-7. 

Shi  pr\KD  :  On  ihe  Arenracy  of  inler|>olatiou  by  tînite  ditferences.  —  C.-F. 
Rissi^:li,:  On  the  Gecmietrical  iiilej[)retation  of  Apolar  Binary  Fttrms.  — E.-J. 
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RouTii  ;  On  ihe  motion  of  a  swarm  of  particles  whose  contre  of  gravity 
describes  an  Elliptir  Orbil  ot  small  tn'centricily  ronnd   ihc  Snn.  —  E.  Cln- 

NiNGiiitM  ;   On  liticar  (liUV'ienlial  eqiialions  of  Hank  Lnily.  —  F.  Mori.ey  :  On  ! 

two  cnbic  ciirvcs  in  triangnlar  relation.  —  J.  Rogeks  :  Suppleuientary  note 
on  ihe  représentation  ot*  certain  asymptotic  séries  as  convergent  continned 
fractions.  —  Fjlon  :  On  ihe  expansion  ot  polynoniials  in  séries  of  functions. 
—  Forsyth  :  Partial  difTereritial  équations  ;  sonie  criticisms  and  soine  sug- 
gestions. —  Batema.n  :  On  thi*  inversion  of  a  deiinite  intégral.  —  Index  of 
Proceedings.  — Obitnary  Notice  of  Charles  Jasper  Joly.  —  Obittiary  Notice 
of  Robert  Rawson. 

Revue  du  Mois,  dirigée  pai-  M.  Borkl.  2«  année  1907.  Librairie   Ee  Soudier,  i| 

Paris.  ^ 

tO  janvier.   G.  Appkll  :  Faut-il  supprimer  le  baccalauréat?  -1^ 

10  mars.  —  H.  Poi.ncaré  :  Le   hasard.    —  R.  de  Moatkssus  ;   A   propos  du  ^ ^î 

hasard.  '-^ 

10  avril. —  P.   Ta.x.xkky  :  Programme    d'un  cours  d  histoire   des    sciences.  ^ 

(v.  l  Enseign.  math,  du  15  mai,  1907.)  •% 

Revue  générale  des  Sciences  pures  et  appliquées  dirigée  par  L.  Oiivikh.  j 

18>«<*  année,  1907  ;  Arm.  Colin,  Paris.  ^ 

N"  2  (30  janvier).  —  R.   Bolrgkois  :  L'état  actuel  dr  la  Géodésie.  *J 

N"  i  (28  février).  —  Lkop.  dk  Saussurk  :  LAslronomi*'  cliiaoise  dans  l'an-  -j 

tiquité.  3 

N"  6  (30  mars).  —  G.  Milhaud  :  Descartes  et  la  loi  des  sinus.  *r 

Revue  semestrielle  des  publications  mathématiques,  dirigée  par  H.  de  -4 

Vrii:s.  p. -H.  ScHouTF,  D.-E.  KoHTFwi-r..  J.-C.  Kluvvkr,  \V.  Kaptky.n.  t.  XV.  \ 

l*""?  partie  :  avril-octobre  1906.  Deismau  en  Nolthenius,  Amsterdam»  1907. 

ZeitSChrift  fur  das    Realschulwesen,   herausgegeben    von    Em.  Czubkr,  Ad.  -? 

Bkchïkl  uiid  Mor.  Guoskr. — XXX II  Jahrg.  1907  ;  Alfr.  Holder,  Wieu.  J 

N"  1.  —  H.  Haktl  :  Ein  Funktionenzeiger,  — A.  Pleskot  :  Geometrischer  i 

Beweis  eiiies  algebraischen  Sat/.es.  j 

N"  2.  —  F.  Schiffnkr:  Ein  einfacher  Beweis  des  Lehrsatzes  vom  Quadralc  *| 

der  Hôhe  eines    rechtwinkligen  Dreieckes.  —  J.   Wanka  :   Schallenversuche.  ^ 

N®  3.  —  A.  AcHiTscii  :  Eine    bei  der  Lichtreflexion  anftretende   Mininium-  4 

eigenschaft.  —  P.v.  Sch-swex  :  Ueber  ralionale  Dreiecke.  •' 

N"  4,  —  R.  Fi.sGHER  :  Eine  Analogie  der  Pythagoreischen  Zahlen.  —  P. 
Ehnst  :  Die  einfachsle  Behandluug  d(»s  Spieker'sehen  Kreises. 

Zeitschrift  fur  mathematischen  u.  naturw.  Unterricht,  herausgegeben  von 

D'-JH.  ScHOTTKN.  —  37.  Jahrgang,  Hefle  5  bis  8.  1906:  B.-G.  Teulnier, 
Leipzig. 

H.  Pfaff  :  Geometrlsche  Oerter  als  Uebungsstoff  fiir  die  Prima.  —  A. 
Tafki.macher  :  Ueber  eineii  geomelrischen  Ort  nnd  <Miie  nene  Art  von  Drei- 
cckskoordinaten.  —  Reformvorschliige  fur  den  uïatheuialischen  nnd  nalur- 
wissenschaftlichen  l'nterriehl.  Entworfen  von  der  Unierrichtskommission  der 
Gesellschafl  dentscher  Natnrforseher  nnd  Aerzte.  Zweiter  Teil.  Vorschlilge 
ùberreicht  der  78.  Naturforscher-Versannnlung  in  Stuttgart  1906.  —  Pavl 
Epstkin  :  Die  dualislische  Ergan/.ung  des  PotenzbegrifTs  in  der  Géométrie 
des   Kreises.    —    Verhandlungen    beim    Gôltinger   Ferienkurs  (Ostern  1906) 
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ûber  die  Reforra  des  mathematischen  Untorrichts  an  den  hôheren  Schulen. 
Bericht  von  J.  Sc.hrôder  in  Hamburg. —  Literarisehe  Berichte.  —  Pâdago- 
gischc  Zeitung,  etc. 


2.  Livres  nouveaux: 

Chwolson.  —  Traité  de  Physique.  Trad.  Ed.  Davaux.  T.  I.  ;  fasc.  II.  L'état 
gazeux  des  corps,  1  vol.  6  Ir.  —  fasc.  III.  L'état  liquide  et  l'état  solide 
des  corps.  1  vol.  310  p.,  12  fr.  ;  Horinanii,  Paris. 

P.  Dlhem.  —  Les  origines  de  la  statique.  T.  IL  l  vol.  iii-8'>,  364  p.  10  fr.  ; 

Herniann,  Paris. 
P.  DuHB.M.  —  Btnde  sur  Léonard  de  Vinci.  Ceux  qu'il  a  lus  et  ceux  qui  Pont 

lu.  Première  série.  —  1  vol.  in-S»,  355  p.,  12  fr.  ;  Hermann,  Paris. 

Ch.  Fabre.  — Traité  pratique  de  photographie  stéréoscopique.  —  1  vol. 

in-8o,  207  p.,  fig.  132  ;  6  fr.  ;  Gauthier-Villars,   Paris. 
W.  Fklgentrjbger.  —  Théorie,  Konstruktion  und  Gehrauch  der  feineren 

Hebeiwage.  —   1  vol.  cart.  in-S®,  310  p.  ;  8  M.  ;   B.-G.  Teubner,  Leipzig. 
A.  Galle.  —  Geodâsie.  —  1  vol.  cari.  28'i  p.  ;  8  M.  ;  [Sammlun^  Schubert)  ; 

G.-J.  Goeschen,  Leipzig. 
O.  Hksse.  —  Vorlesungen  ans  der  analytischen  Géométrie  der  gcraden 

Linie,  des  Punkles  und  des  Kreises  in  der  Ebene.  — 4.  Aufl.  revidiert  und 

ergiinzt  von  J.  Gundelfincer.  — 1  vol.  cart.  251p.  ;  6  M.  ;  B.-G.  Teubner, 

Leipzig. 
Edw.  m.  Huntincton.  — LaKonUnuO.  Elementa  teorio    slarigila  sur  la  ideo 

de  ordo  kun  aldono  pri  transfinitaj  noinbroj.  Tradukila  de  la  augla  lingvo 

.de  R.  Bricard.  —  1  vol,  in-16,  125  p.  ;  2  fr.  75  ;   Gaulhier-Villars,  Paris. 

Auc.  Tafelmacher.  ^  Elemeutos  de  Aijebra  superior  para  el  uso  del  Curso 

militar.  —  1  vol.  in-S»,  103  p.  ;  Santiago  du  Chili. 
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Chemin  de  fer  du  Nord 

De  Paris-Nord  à  Londres 

Via  Calais  ou  Boulogne. 
Cinq  services  rapides  quotidiens  dans  eliaque  sens. 

r       VOI^  LA  PLUS  RAPIDE 


Seniees  rapides  entre  Paris,  la  Belgique,  la  Hollande,  rAllemagne, 
la  Russie,  le  Danemark,  la  Suède  et  la  Norvège. 

5  express  dans  chaque  sens  entre  Paris  et  Bruxelles. 

3  ]»  »  »  »  Paris  et  Amsterdam 
5           »            »            »            »           Paris  et  Cologne    . 

4  »  »  B  .  »  Paris  et  Francfort 
4           »            DU            »           Paris  et  Berlin . 
2            »             »            j»             »  Paris  et  St-Pétersbourg, 

Par  le  Nord-Express  bi-hebdomadaire 

1  express  dans  chaque  sens  entre  Paris  et  Moscou     .     . 

2  »  »  »  »  Paris  et  Copenhague. 
2  »  »  »  »  Paris  et  Stockholm  . 
2           »            »            »            »           Paris  et  Christiania    . 


Trajet 

en  3  h.  50 

8  h.  3Q 

8  h. 

12  h. 

18  h. 

51  h. 

46  h. 

62  h. 

28  h. 

43  h. 

49  h. 

Avis  et  recommandations  à  MM.  les  Auteurs. 


Manuscrits  el  figures.  —  Nous  insistons  auprès  de  MM.  les  Collabo- 
rateurs pour  que  leurs  articles  destinés  à  U Enseignement  Mathématique 
soient  écrits  lisiblement  et  d'un  seul  voté  de  la  feuille.  Lorsque  le  mé- 
moire est  acconopagné  de  figures,  celles-ci  doivent  être  dessinées  avec 
soin  sur  des  feuilles  séparées. 

Nous  invitons  en  outre  MM.  les  Auteurs  à  rappeler  leur  adresse  en 
tête  de  chaque  lettre  et  de  chaque  article. 

Tirages  à  part.  —  La  Direction  de  L'Enseignement  Mathématique 
remet  gratuitement  à  MM.  les  Auteurs  d'articles  de  fond  vingt-cinq 
tirages  à  part  sous  couverture,  sans  remaniement  de  leur  article.  Les 
Auteurs  pourront  d'ailleurs  obtenir  un  plus  grand  nombre  de  tirages  à 
part  (jusqu'à  concurrence  de  200  exemplaires  supplémentaires)  et  cela 
aux  conditions  fixées  par  un  tarif  spécial  qui  peut  être  demandé  à 
l'Administration  ;  toutefois  la  demande  du  tirage  supplémentaire  devra 
être  faite  en  retournant  l'épreuve  corrigée. 

Pour  tout  ce  qui  concerne  les  tirages  à  part  s'adresser  à  VAdmi^ 
nistration  de  V Enseignement  Mathématique,  4,  rue  du  Vieux-Collège, 
Genève.  Les  Directeurs. 
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LIBRAIRIE   GAUTHIER-VILLARS 

QIAI    Di:S   GKANDS-ALGIJSTINS,    55,    A   PARIS  (6^), 


HERMITE  et  STIELTJES.  —  Correspondance  d'Hermite  et  de  Stieltjes,  publiée 
par  les  soins  de  B.  Baillaud,  Doyen  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences,  Direc- 
teur de  l'Observatoire  de  Toulouse,  et  H.  Bourget,  Maître  de  Conférences  à 
l'Université,  Astronome  adjoint  à  l'Observatoire  de  Toulouse,  avec  une  Préface 
de  Emile  Picard,  Membre  de  l'Institut.  2  volumes  grand  in-8  (25x16)  se  ven- 
dant séparément  : 

Tome  I  (8  novembre  1882  au  22  juillet  1889).  Volume  de  xx-477  pages  avec 
deux  portraits  ;  1905 16  fr. 

Tome  II  (18  octobre  1889  au  15  décembre  1894).  Volume  de  vi-457  pages,  avec 
un  portrait  et  un  fac-similé  ;  1905 16  fr. 

HERMITE.  —  Œuvres  de  Charles  Hermite,  publiées  sous  les  auspices  de  l'Acadé- 
mie des  sciences,  par  Emile  Picard,  Membre  de  l'Institut.  3  volumes  grand  in-8 
(25  X  16)  se  vendant^séparément. 

Tome  I.  Volume  de  xi-500  pages  avec  un  portrait  d'Hermite;  1905.     .       18  fr. 

Tomes  II  et  III (Sous  presse), 

LAISANT  (G. -A.),  Répétiteur  à  l'Ecole  Polytechnique,  Docteur  es  ciences.  — 
La  Ifathémathique.  —  Philosophie.  Ënseig>'eme>'t.  2«  édition,  revue  et  corrigée. 
ln-8  (23  X  14)  de  vii-243  pages,  avec  5  figures;  cartonné.  1907.     ...       5  fr. 

-JIT-  A   LA   MÊME  LIBRAIRIE  -z=l^ 

SCIENTIA 

Exposé  et  déTeloppement  des  questions  scientifiques  à  l'ordre  du  jour. 
SÉRIE   PHYSICO-MATHÉMATiaUE 

Publiée  sous  la  direction  de 

MM.  APPELL,  D'ARSONVAL,  HALLER,  LIPPMANN,  POINGARÉ 
Membres  de  l'iDstitut. 

Gbaque  fascicule  comprend  80  à  100  pages  in-S^  écu  (20X13),  avec  cartonnage  spécial. 
Prix  de  chaque  volume Sî  francs. 

Derniers  Tolmnes  paras  : 

Raoult  (F. -M.).  Cry-oscopie.  —  Macé  de  Lépinay  (J.).  Franges  d'interférences  et 
leurs  applications  métrologiques,  —  Bakbarin  (P.).  La  géométrie  non-euclidienne , 
—  Néculcéa  (E.).  Le  phénomène  de  Kerr.  —  Andoyer  (H.)  Théorie  de  la  lune,  — 
Lemoine  (E.).  Géométrographie.  —  Carvallo  (E.)  L'électricité  déduite  de  l'expé- 
rience et  ramenée  au  principe  des  travaux  virtuels.  —  Laurent  (H  )  Sur  les  prin- 
cipes fondamentaux  de  la  théorie  des  nombres  et  de  la  géométrie.  —  Dêcombe  (L.). 
Compressibilité  des  gaz  réels.  —  Gibbs  (J.-W.).  Diagrammes  et  surfaces  thermody- 
namiques.  —  Poikcaré  (H.).  La  théorie  de  Maxwell  et  les  oscillations  hertziennes. 
La  télégraphie  sans  fil.  —  Couturat  (L.).  L'Algèbre  de  la  Logique.  —  Guichard 
(H.).  Sur  les  systèmes  triplement  indéterminés  et  sur  les  systèmes  triples-orthogo- 
naux. —  Metz  (G.  de).  La  double  réfraction  accidentelle  dans  les  liquides.  — 
Petrovitch  (M.).  La  mécanique  des  phénomènes  fondée  sur  les  analogies.  — 
BouAssE  (H).  Bases  physiques  de  la  musique.  —  Adiiémar  (R  d').  Les  équations 
aux  dérivées  partielles  à  caractéristiques  réelles. 

w.  KûNoiQ  »  Fits- ceNtve.  Le  Gérant:  Gauthier- Vii.lars. 
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L  ENSEKiNEMENT  MATHÉMATIQUE    * 

RKVUK  INTEKiXATlONAl.E 
ParaiBsant  tous  les  deux  mois. 
Administration  :   '».  nie  du  Vieux-Collège,  Genève  (Suisse). 

L'Enseignement  mathématique  paraît  tous  les  deux  mois  (les  15  janvier,  mars, 
mai,  juillet,  septembre  et  novembre)  par  fascicules  de  80  à  96  pages. 

Prix  du  Numéro  :  3  Francs. 

Abonnementll*   —   T^<'s  abonnemouts  sont  annuels  et  partent  de  janvier. 

Prix  de  TÂbonnement  :  Union  postale 15  francs. 

On  s'abonne,  en  France  :  1»  Par  l'envoi  d'un  mandat  poste  à  la  Librairie 
GAUTHIEK-VILIjAHS,  Paris,  55,  quai  des  Grauds-Augustins  ;  2°  chez  les  princi' 
paux  libraires. 

Dans  tous  les  autres  pays,  on  s'abonne  :.{<>  Par  l'envoi  d'un  mandat  poste  à  la 
Librairie  GEORG  et  C^'«,  à  Genève,  10,  Corraterie  ;  2"  chez  les  principaux  libraires. 

Rédaction.  —  Pour  tout  ce  qui  concerne  la  Rédaction,  s'adresser  : 

à  M.  C.  A.  Laisant,  162,  Avenue  Victor-Hugo,  Paris, 

ou  à  M.  H.  Fehr,  72,  route  de  Florissant,  Genève, 
on  à  M.  A.  BuHL,   6,   Rue    Villefranche,    Montpellier. 
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Chemins  de  Fer  de  Paris-Lyou-OIéditerrahée 
RELATIONS  entre  PARIS  et  la  SUISSE 

I.    Train  express  de  jour  pour  Berne,  Lausanne  et  Brigue. 

(V-R;  F-L  :  l'«  et  2"'"  classes   —    l-^e  et  2"»^  classes  Paris-Berne). 
Aller  :  départ  de  Paris.   .   .     8  h.  25  m.    1    Retour  :  départ  de  Lausanne.   2  h.  25  s. 

I  —  Berne    .   .   1  h.  32  s. 

II.    Trains  express  de  nuit  pour  Berne,  Interlaken,  Lausanne  et  Brigue. 

Aller:  a)  départ  de  Paris  10  h.  30  s.  ptmr  Berne,  Interlaken.  Lausanne  et  Brigue. 
L-S  ;  1"  et  2«"«  classes  Paris-Berne  ; 
V-L  ;  Paris-Berne  du  l*^*"  juillet  au  30  septembre  ; 

V-L  ;  L-S  ;  !•*  et  2™'-  classes  Paris-Interlaken  du  l*»"  juil.  au  15  septera. 
Nota.  —  A  partir  du  30  septembre,  le  départ  pour  Berne  s'effectuera  à  10  h.  '20. 
b)  départ  de  Paris  10  h.  20  pour  Lausanne  et  Brigue. 
V-L;  L-S;  l""»  et  2«"<'  classes  Paris-Lausanne. 

Retour  :  départ  de  Lausanne.   .   .      10  h.  40  s. 

u  Berne 9  h.  47  s. 

(mêmes  compositions  de  trains  qu'à  l'aller) 

IIL    Train  de  luxe  tri-hebdomadaire  «  Simplon-Oberland-Express  » 
pour  Berne  et  Interlaken  {du  6  juillet  au  lo  septembre}  V-L  ;  V-H. 
Aller  :      départ  de  Paris   ....     8  h.  30  s.  —   Lundi,  mercredi,  samedi. 
Retour  :  départ  de  Berne.   ...   11  h.  08  s.  —   Mardi,  jeudi,  dimanche. 

Trains  express  et  de  luxe  pour  Genève  et  la  Savoie. 

l""    De  Londres  et  Paris. 
Express  de  nnit  pour  Genève,  Evian,  Divonne. 

V-L  :  L-S;  !••«  et  2"»*^  classes  (Malais-Genève  —   L-S;  l""*  et  2"»e  classes  pour  Evian. 
lie  et  2"»e  classes  pour  Divonne. 


Aller  :  départ  de  Londres.    11  h.    »   m. 
»  Paris    .   .      9  h.  35  s. 


Retour  :  départ  de  Divonne.  5  h.  27  m. 
d'Evian.   .   .   7  h.  38  s. 
de  Genève  .  8  h.  25  s. 


2®    De  Paris   (Express  de  jour  pour  Genève). 

[re  et  2n^«^  classes  —  V-R  ;  jusqu'à  ou  de  Dijon. 
Aller  :  départ  de  Paris.   .   .    9  h.  15  ni.    |    Retour  :  départ  de  Genève.  11  h.  40  m 

3<*    De  Paris  pour  Aix-les-Bains,  Chambérv,  Annecy,  LeTayet, 
St-6ervais,  Genève,  Evian  et  Chamonix. 

Aller  :  [  Retour  : 

V   r  i     '  I  c  ri.     k  <lt'-p»'»  de  Paris  :)  »  Le  Fa.yet  S'-Ger  9  h.  05  m 

A)   Express  de  jour/  L->.  pour  tbambtry.         )         ui       ir:,.,  <  »  Annecy »h.  20m, 

/  V-R.  jusqu'à  ou  de  Dijon.  *    "'    '^  "''        /  •  Chamliéry..    .  12h.26  s, 

\  J  ^  J      /  f  •  Aix-lc8-Bains .  12  h.  52  s. 

\  »  Evian 10  h.  05  m. 

!  départ  de  Chamonix  . .  4  h.  »  s. 
»  Le  Fayet  S^-Ger  5  h.  18  a. 
»  Anm^ey 8  h.  12  s. 
»  Chambéry 8  h.  50  s. 
M       Aix-les-Bains..  9  h.  20  s. 


(  )  Il   h.  20  y        »       Aix-les-Bains.  10  h.  29  m. 


départ  de  Chambéry.   10  h.  05  m. 
,  *        »       Aix-les-Bains.  10  h.  29  m. 

c)  Savoie-Express }        V-S.  V-l{.        /  mardi, jeudi,  samedi.  )      »     Evian 8h.20m. 

(train  dv  \n\v)      )  nombre  de  places  limilô  (pour  Genève,  Evian  J        ",      Gmi-ve  ....     9  h.  17  m. 
(  )  !.  partir  du  2  juillel.  /  ^    /"'"'*'  '[['rr'"'^''  vendredi 

^  /     I  j  1  deGt'n.etd  Kvianapart.du3jiiil. 

poor  plus  amples  renseigiieDuiils,  cou^uller  !<'  Lhrel  Cuidc-lloraire  P.LJI.  vendu  0,50  dans  Uules  les  gares  du  réseau. 
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LK  ROLE  DES  FONCTIONS  MULTIFORMES 
EN  DYNAMIQUE 


1.  — Introduction.  Lorsqu'un  point  matériel  est  sollicité 
par  une  force,  dont  les  composantes  X  et  Y  sont  des  fonctions 
des  coordonnées  .a?  et  y  du  point,  il  y  a  lieu  à  distinguer  deux 
cas  fondamentaux,  1®  —  la  force  ne  dépend  que  de  la  position 
du  point  matériel,  2"  —  la  force  peut  avoir  plusieurs  valeurs  à 
la  même  position  du  point  matériel,  parce  qu'elle  est  donnée 
par  des  fonctions  multiformes  des  coordonnées  x  et  y.  Nous 
nous  proposons  d'examiner  ici  le  rôle  que  jouent  les  fonc- 
tions multiformes  en  Mécanique  rationnelle.  L'existence  de 
théorèmes  importants  découverts  par  les  mathématiciens 
dans  l'hypothèse  restrictive  que  la  force  ne  dépend  que  de  la 
position  du  mobile  justifie  bien  notre  recherche  et  rend  ce 
sujet  extrêmement  intéressant  :  je  me  borne  à  citer  ici  les 
théorèmes  de  Bertrand,  Halphen,  de  MM.  Darboux  et  Koe- 
nigs;  ils  se  rattachent  aux  célèbres  problèmes  de  Bertrand 
sur  les  lois  des  forces  donnant  lieu  à  des  trajectoires  ayant 
une  propriété  donnée,  quelles  que  soient  les  conditions  ini- 
tiales. 

Parmi  les  résultats  contenus  dans  ce  travail,  celui  auquel 
j'attribue  la  plus  grande  importance  consiste  dans  le  théo- 
rème suivant  : 

«  Une  force  centrale  quelconque  est  toujours  uniforme  sur 
«  la  trajectoire  décrite  par  le  mobile,  quelles  que  soient  les 
«  conditions  initiales;  il  n'y  a  d'exception  que  pour  les  points 
«  de  la  trajectoire  présentant  des  singularités  géométriques 
«  comme  les  points  multiples.  Ainsi,  la  force  centrale  (inten- 
«  siié,  sens)  ne  dépend  que  de  la  position  du  mobile,  pourvu 
«  que  cette  position  ne  soit  pas  un  point  multiple  de  la  courbe 
«  trajectoire.  » 

L'Ens»'ij;n<Miitfnt  inathém..  9-  annoe  :   1907.  18 
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LkS   forces   MULTIFOHMES   PAR    HAPPORT  AU    TEMPS. 

2.  —  Supposons  qu'un  point  matériel  soit  sollicité  par  une 
force,  dont  les  composantes  X  et  Y  sont  données  par  des 
fonctions  multiformes  des  coordonnées  x  et  y, 

X  =  9[x,y)       ,         Y  =  ff(x,y\  , 

et  considérons  une  trajectoire  du  mobile  correspondant  à  des 
conditions  initiales  détermiiiées.  Lorsque  le  mouvement  est 
périodique,  le  mobile  passant  plusieurs  fois  par  le  même  point 
de  la  trajectoire,  la  force  est,  en  général,  multiforme  sur  la 
trajectoire,  puisqu'elle  peut  prendre  dans  une  certaine  posi- 
tion une  détermination  différente  de  la  précédente,  grâce 
au  principe  bien  connu  de  la  permutation  des  branches  d'une 
fonction  multiforme.  La  force  considérée  F  deviendra  uni- 
forme (c'est-à-dire  aura  une  valeur)  sur  la  trajectoire,  si  aux 
coordonnées  X  et  Y  on  adjoint  une  troisième  variable  méca- 
nique^  le  temps  t\  il  est  en  effet  clair  que  la  force  F  aura  en 
chaque  point  de  la  trajectoire  une  valeur  unique  et  bien 
déterminée,  pourvu  que  Ton  se  donne  le  temps  au  bout 
duquel  le  mobile  se  trouve  à  chaque  position.  Nous  suppo- 
sons, bien  entendu,  que  la  trajectoire  ne  passe  pas  par  des 
points  critiques  *  des  fonctions  a  {x^  y)  et  ç  (.r,  y)  qui  donnent 
les  composantes  X  et  Y  de  la  force;  nous  appelons  points 
critiques  d'une  fonction  multiforme  des  coordonnées  x  et  y,  les 
points  où  plusieurs  déterminations  de  la  fonction  coïnci- 
dent. Ainsi  la  notion  de  continuité  combinée  avec  le  principe 
bien  connu  de  la  permutation  des  diverses  branches  d'une 
fonction  multiforme  eff'ectuée  par  un  mouvement  continu 
du  point  M  (.r,  y)  revenant  à  la  position  de  départ,  nous  per- 
met d'énoncer  le  théorème  suivant  : 

«  Une  force  multiforme^  fonction  multiforme  des  coordon- 
«  nées  X  et  y,  peut  sur  chaque  trajectoire  du  mobile  être 
«  exprimée  par  une  fonction  uniforme  de  trois  variables  :  les 
coordonnées  x  et  y  du  mobile  et  le  temps  t.  » 


*  En  général,  points   singtiIi(M-s  (discontinuités,  coïncidence   de  branches)  des  fonctions 

9(x,y)  et^{a:y). 
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On  peut  donc  écrire  pour  toute  trajectoire  du  mobile  : 

H  (j?,  y^  t)  désignant  une  fonction  uniforme  des  variables 
,r,  y  et  /,  qui  peut  varier,  bien  entendu,  avec  la  trajectoire, 
lorsque  les  conditions  initiales  changent. 

Il  en  est  de  même  des  composantes  X  et  Y  de  la  force  F. 

La  détermination  de  cette  fonction  H  (j?,  y^  /),  lorsque  la 
force  est  donnée  par  une  fonction  multiforme /*  (a:,  y)  est  un 
problème  mécanique,  puisque  Téquation  nous  donnerait,  en 
général,  le  temps  t  comme  fonction  des  coordonnées  a?  et  y  ; 
elle  pourrait  donc  nous  déterminer  Tinstant  /,  auquel  le 
point  mobile  (^,  y)  se  trouve  dans  une  position  donnée.  Mais 
l'étude  des  variations  qu'éprouve  la  force  F,  lorsque  le 
mobile  revient  à  la  position  initiale  après  avoir  décrit  un 
certain  chemin  continu,  est  un  problème  d'analyse  qui  se 
ramène  à  Tétude  des  singularités  multiformes  et  surtout  des 
points  critiques  (points  de  ramifications)  ;  pour  nous  ça  sera 
ici  un  principe  pour  une  étude  de  quelques  quantités  méca- 
niques multiformes,  c'est-à-dire  ayant  plusieurs  valeurs  à 
chaque  position  du  mobile. 

Si  les  composantes  X  et  Y  sont  données  par  des  fonctions 
uniformes  des  x  et  y,  il  est  clair  que  tous  les  éléments  de  la 
force  (intensité,  direction,  sens)  ne  dépendent  que  de  la  posi- 
tion du  mobile;  il  ne  dépendent  pas  du  tout  du  temps  et  du 
chemin  suivi  par  le  mobile  pour  arriver  à  chaque  position  ; 
c'est  le  cas  qui  a  été  supposé  dans  les  problèmes  que  nous 
avons  mentionnés  dans  l'Introduction  de  ce  travail  '.  Le  cas 
général  est  celui  où,  les  composantes  X  et  Y  étant  données 
par  des  fonctions  multiformes  des  x  et  y,  la  force  ne  dépend 
pas  seulement  de  la  position  du  mobile;  sur  une  trajectoire 
donnée  elle  dépend  aussi  du  temps  d'une  façon  indépendante 
de  la  position  du  mobile  de  sorte  qu'elle  peut  changer  de 
valeur,  lorsque  le  mobile  revient  à  une  certaine  position 
après  quelque  temps. 


1  Dans  un  travail  pnblië  récemment  dans  le  JourneU  de  CrelU  (1906,  Heit  2)  M.  STBPHA^os 
indique  une  voie  par  laquelle  un  théorème  de  Bertrand  est  affranchi  de  la  restriction  que 
«omporte  ce  cas. 
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On  se  rend  aisément  compte  du  rôle  remarquable  que  les 
fonctions  multiformes  doivent  jouer  en  Mécanique,  si  Ton 
se  rappelle  que  la  permutation  des  branches  se  fait  par  un 
mouvement  continu  du  point  M  (.r,  y),  qui  ramène  ce  point  à 
la  position  de  départ  :  le  mouvement  exige,  en  effet,  du  temps 
et  suppose  l'existence  d'une  cause,  que  Ton  appelle /o/'ce  en 
Mécanique.  Le  rôle  spécial  des  fonctions  multiformes  en  Mé- 
canique tient  à  la  nature  des  choses  et  nous  pouvons  dire 
qu'elles  se  rattachent  à  la  Mécanique  d'une  façon  intrinsèque 
et  non  seulement  parla  nécessité  des  applications. 

3.  —  Si  le  point  (.r,  y)  part  d'une  position  initiale  (.ro  ?/o) 
les  accroissements  de  temps  les  plus  intéressants  pour  nous 
seront  ceux,  pour  lesquels  le  point  mobile  M  (,r,  y)  revient 
à  la  position  initiale.  Nous  appellerons  période  un  tel  ac- 
croissement du  "temps  /  ;  d'une  façon  plus  claire,  nous 
appellerons  période  tout  intervalle  de  temps  qui  s'écoule 
entre  deux  passages  du  mobile  par  la  même  position  de  la 
trajectoire  et  nous  remarquerons  que  la  période  ainsi  définie 
est,  en  général,  une  quantité  variable.  Les  autres  accroisse- 
ments du  temps  /,  qui  entraînent  le  changement  de  la  posi- 
tion du  mobile,  nous  intéressent  peu  ici,  parce  que  le  but 
principal  de  ce  travail  consiste  en  l'étude  des  variations  des 
forces  et,  en  général,  de  quantités  multiformes,  qui  ne  sont 
causées  que  par  les  changements  du  temps  et  non  par  la  posi- 
tion du  mobile. 

Avant  d'aborder  l'étude  des  problèmes  mécaniques,  nous 
devons  remarquer  que  les  fonctions  multiformes  utilisées 
dans  nos  théories  seront  particulièrement  intéressantes  si 
elles  sont  harmoniques  par  rapport  aux  coordonnées  x  et  y 
ou  bien  analytiques  en  z=^  x  +  i  y^  grâce  aux  progrès  spé- 
ciaux accomplis  dans  la  théorie  des  singularités  de  ces  fonc- 
tions et  de  la  permutation  de  leurs  branches. 

Les  Invariants. 

4.  —  Nous  allons  supposer  que  les  composantes  X  et  Y  de 
la  force  agissant  sur  un  point  matériel  M  (.r,y)  soient  données 
par  des  fonctions  multiformes  des  x  et  y,  soit  : 
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Nous  appellerons  invariant  absolu  toute  quantité  méca- 
nique concernant  le  mouvement  d'un  point  mobile  sollicité 
piir  la  force  et  ayant  la  propriété  d'être  une  fonction  uni- 
forme des  coordonnées  x  et  y  sur  tout  le  plan. 

L'importance  des  invariants  absolus  consiste  en  ce  que  ces 
quantités  ne  dépendent  que  de  la  position  du  mobile  pour 
toutes  les  trajectoires  possibles,  c'est-à-dire  quelles  que 
soient  les  conditions  initiales;  d'une  façon  plus  claire,  à 
chaque  position  du  mobile  ces  quantités  n'ont  qu'une  valeur 
unique  ne  dépendant  ni  des  conditions  initiales  ni  du  temps 
mis  par  le  mobile  pour  y  arriver.  Le  caractère  d'invariance, 
que  nous  considérons  pour  ces  quantités  se  rapporte  non 
seulement  aux  accroissements  du  temps,  mais  encore  aux 
changements  des  conditions  initiales,  c'est-à-dire  de  la 
courbe  suivie  par  le  mobile  pour  arriver  à  une  certaine  posi- 
tion. Nous  ne  pouvons  pas  citer  dans  ce  travail  des  exemples 
d'invariants  absolus  valables  d'une  façon  générale,  mais  nous 
allons  envisager  aussi  une  autre  espèce  d'invarianls,  dont 
nous  présenterons  des  exemples  remarquables. 

Une  quantité  mécanique  Q  sera  appelée  invariant  relatif 
à  une  trajectoire  du  mobile,  lorsqu'elle  ne  dépend  que  de  la 
position  du  mobile  sur  cette  trajectoire  et  nullement  du  temps 
mis  par  le  mobile  pour  arriver  à  chaque  point  de  la  trajec- 
toire; si  le  mouvement  est  périodique,  toutes  les  fois  que  le 
mobile  passe  par  un  point  de  la  trajectoire,  cette  quantité  Q 
prend  toujours  la  même  valeur  :  si  nous  considérons  deux  ins- 
tants /  et  ^  4-  A  /  avec  l'hypothèse  que  la  différence  A  t  soit 
égale  à  une  ou  plusieurs  périodes,  la  valeur  de  Q  à  l'instant  t 
est  égale  à  sa  valeur  à  l'instant  /  +  A  /.  Donc  le  caractère  d'in- 
variance que  nous  avons  en  vue  ici,  se  rapporte  seulement  aux 
accroissements  du  temps  égaux  à  une  ou  plusieurs  périodes. 

5.  La  force  F  n'est  jamais  un  invariant  général^  puisque 
notre  hypothèse  fondamentale  consiste  en  ce  que  les  compo- 
santes X  et  Y  ne  sont  pas  toutes  les  deux  fonctions  uni- 
formes des  coordonnées  .r  et  y  du  mobile  ;  d'une  façon  plus 
précise,  les  trois  éléments  de  la  force  F  :  intensité,  direction 
et  sens  ne  peuvent  être  tous  les  trois  des  invariants  géné- 
raux, conforménieul  à  notre  hypotliùse. 
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Si,  par  exemple,  nous  avons  : 


X  =  |/x»  '^fy^        et         Y  =  |/2jn-  . 

l'intensité  de  la  force  sera  égale  à": 

/xîT*T«  =  \/{x-\-yY  =  X  +  .r  . 

Elle  est  donc  uniforme  par  rapport  aux  coordonnées  x  et  y 
et,  par  conséquent,  c'est  un  invariant  général,  mais  il  n'en 
est  pas  de  mémo  de  Tangle  formé  par  la  direction  de  la  force 
avec  Taxe  des.r. 

Mais  il  est  bien  possible  que  tous  les  éléments  de  la  force 
soient  des  invariants  relatifs  par  rapport  à  une  trajectoire, 
pourvu  que  cette  trajectoire  remplisse  certaines  conditions 
par  rapport  aux  singularités  des  fonctions  fj[x^y)  et  ff[Xyy) 
donnant  les  composantes  X  et  Y  de  la  force.  L'étude  de  ce 
rapport  entre  les  trajectoires  d'invariance  pour  la  force  et  les 
singularités  des  fonctions  tr  (.r,  y)  et  ^  (.r,  y)  s'ofiFre  plus  avanta- 
geuse dans  le  cas,  où  la  fonction  A(2)  =  X  +  '^'Y  est  analy- 
tique en  z  =  J7  +  iy^  'es  fonctions  X  =  o-  (a?,  y)  et  Y  =  y  {x^  y) 
étant  harmoniques  conjuguées  ;  pour  bien  nous  en  rendre 
compte,  remarquons  que  tous  les  éléments  de  la  force  seront 
des  invariants  relatifs  à  toute  trajectoire,  qui  ne  renferme 
aucun  point  singulier  de  la  fonction  analytique  A  {z)  ;  si  A  (r."^ 
n'admet  qu'un  point  critique  z  =  et,  tel  que  : 

OÙ  B  (z)  désigne  une  fonction  holomorphe  dans  le  voisinage 
du  point  2  =:  a  la  force  sera  un  invariant  relatif  à  toute  tra- 
jectoire qui  ne  renferme  pas  le  point  z  =  a  ;  ces  exemples 
nous  donnent  une  idée  des  services  que  peut  rendre  à  notre 
problème  mécanique  la  théorie  de  la  permutation  des  bran- 
ches d'une  fonction  analytique,  lorsque  le  point  d'affixe 
z=^  X  -\-  iy  tourne  autour  d'un  ou  plusieurs  points  singuliers 
(critiques)  de  cette  fonction. 

Si  nous  désignons  par  a  (x,  y)  la  fonction  donnant  l'inten- 
sité^de  la  force,  elle  sera  un  invariant  relatif  à  toute  trajec- 
toire qui  ne  renferme  à  son  intérieur  aucun  point  singulier 
des  dérivées  premières. 
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En  d'autres  termes,  nous  supposons  qu'à  Tintérieur  de 
cette  trajectoire  les  dérivées  partielles  ~  »  ^  soient  conti- 
nues, finies  et  bien  déterminées^ 

Exemples  d'invariants  :  Forces  quelconques. 

6.  Après  les  considérations  générales  du  chapitre  précé- 
dent, nous  allons  signaler  d'abord  quelques  exemples  d'in- 
variants relatifs  à  une  trajectoire  et  valables  pour  une  force 
quelconque.  La  recherche  des  invariants,  que  nous  tenons  à 
citer  ici,  s'appuie  sur  le  principe  suivant.  Une  quantité  méca- 
nique Q  sera  certainement  un  invariant  relatif  à  une  trajec- 
toire r,  si  la  quantité  Q  est  égale  à  un  élément  géométrique 
de  la  courbe  de  la  trajectoire  qui  a  naturellement  une  valeur 
unique  et  bien  déterminée  en  chaque  point  de  la  courbe.  Il  en 
est  de  même  des  quantités  Q  qui  peuvent  être  exprimées  en 
fonction  uniforme  de  plusieurs  éléments  géométriques  de  la  //«- 
yer^{>/re.  Nous  admettons  que  ces  éléments  géométriques  peu- 
vent avoir  plusieurs  valeurs  en  quelques  points  singuliers 
de  la  trajectoire,  mais  nous  excluons  toujours  toute  singula- 
rité de  la  trajectoire  qui  entraînerait  des  singularités  pour  la 
quantité  Q,  considérée  comme  fonction  des  coordonnées  .r  et 
y  sur  la  trajectoire  ;  cela  tient  à  ce  que  la  notion  des  inva- 
riants suppose  pour  eux  une  succession  de  valeurs  continue 
et  bien  déterminée  le  long  de  la  trajectoire  relative. 

Si  nous  appelons  F«  et  ¥t  les  composantes  normale  et  tan- 
gentielle  d'une  force  agissant  sur  un  pointmatériel  M(.r,  y), 
nous  avons  les  formules  classiques 

r«  =  m  —  ,      r/  =  //i  -7-  , 
p  dt 

V  désignant  la  vitesse  et  ^0  le  rayon  de  courbure  de  la  trajec- 
toire. 

Si  la  masse  m  est  constante  ou  fonction  uniforme  descoor- 


*■  C'(*8t  un<*  coDséqnenco  iiiimt>(lial«>  il'iin  thi'Oit'iDo  chiHHtqiK*  dt*  hx   théorie  des  intégmles 
curvilignos  prises  le  long  d'une  roiirbe  Termée. 
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données  x  et  y,  ces  formules  nous  donnent  les  invariants 
suivants  : 

1!  1  ^ 

Vn         ""^  Vt    di     ' 

parce  que  nous  avons  : 

y»  _  p  1  ^  —  JL 

Vn        m  Vt    dt  m 

Si  la  masse  m  est  une  fonction  quelconque  des  .coordonnées 

x  et  y,    nous    n'avons    que    l'invariant  ^^  ,    qui    est  égal 

au  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire.  Ce  sont  là  des  inva- 
riants relatifs  à  toute  trajectoire  correspondante  à  des  con- 
ditions initiales  quelconques  ;  nous  faisons  exception  des  tra- 
jectoires passant  par  des  points  singuliers  des  quantités 
considérées  *. 

Forces  centrales. 

7.  Nous  allons  maintenant  présenter  un  autre  invariant 
beaucoup  plus  intéressant  que  les  précédents  et  concernant 
seulement  les  forces  centrales  ;  son  importance  consiste  en 
ce  qu'il  s'exprime  par  la  force  elle-même  qui  est  donnée 
comme  une  fonction  des  coordonnées  .r  et  y  du  mobile,  con- 
trairement aux  invariants  signalés  au  paragraphe  précédent, 
qui  sont  exprimés  par  des  composantes  de  la  force  suivant 
la  normale  et  la  tangente  de  la  trajectoire.  C'est,  en  eflTet,  un 
inconvénient  d'avoir  les  invariants  exprimés  par  des  compo- 
santes de  la  force  qui  exigent  une  certaine  connaissance 
d'une  trajectoire,  généralement  inconnue  ;  cela  tient  à  ce 
que  nous  nous  proposons  comme  but  principal  des  applica- 
tions des  invariants  à  la  recherche  géométrique  des  trajec- 
toires, lorsque  la  force  est  donnée  comme  fonction  des  coor- 
données X  et  y. 

Le  mathématicien  Resal  a  communiqué  autrefois  à  l'Aca- 
démie des  sciences  de  Paris  (Comptes  rendus,  tome  XC  ; 
page  769)  un  théorème  intéressant  sur  une  loi  relative  à  une 
force  centrale.  Ce  théorème  est  le  suivant  : 


*  (Ws  points  singuliers  sont  les  points  truno  trajecloirt'  pnsstWIanl  plnsioor*  rayon»  de  cour- 
bure (points  multiples  à  tangentes  distincte»  ou  non). 
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M  La  force  centrale  produisant  le  mouvement  dUin  point  est 

«  proportionnelle  à  la  quantité  :  — ^  ,  V  désignant  la  vitesse 

«  du  mobile^  r  sa  distance  au  centre  des  forces^  p  le  rayon  de 
«  courbure  de  la  trajectoire,  » 

Nous  arrivons  très  aisément  à  ce  théorème  par  une  compa- 
raison des  formules  donnant  l'intensité  d'une  force  centrale 
et  la  vitesse  du  mobile  en  coordonnées  polaires,  avec  la 
formule  bien  connue  qui  donne  le  rayon  de  courbure  d'une 
trajectoire  plane  en  coordonnées  polaires,  en  prenant  comme 
pôle  le  centre  fixe  de  la  force.  iNous  savons^  en  effet,  que  le 
rayon  p  de  courbure  d'une  courbe  plane  est  donné  par  la  for- 
mule : 


(2(  /a  = 


t:^'     r.-ii 


/•  et  0  désignant  les  coordonnées  polaires,  quel  que  soit  le 
point  pris  comme  pôle. 

En  prenant  comme  pôle  le  centre  de  la  force  centrale, 
nous  avons  les  formules  classiques  suivantes,  qui  donnent 
rintensité  de  la  force  et  la  vitesse  du  mobile  aussi  en  coor- 
données polaires,  savoir  : 

'=^'    ^•'='^' ("•+'-?)  •  ^•=-""<"4«+S']. 

où  V  désigne  la  vitesse  du  mobile,  F  l'intensité  de  la  force*, 
et  K  la  constante  des  aires.  Nous  n'avons  qu'à  éliminer  les 
quantités 

entre  les  formules  (2)  et  (3j  pour  obtenir  la  formule  suivante  : 

m    V*  m  V".  /• 

'"  '•  =  -k;7f  °"  p  =  -K  — 

qui  est  la  conséquence  des  égalités  : 

/  ,    ^   rf«»\  *        V»  /      ,    rf»H\  Vu 
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La  formule  (4)  qui  nous  conduit  immédiatement  au  théo- 
rème de  Resal  énoncé  plus  haut,  peut  s'écrire  aussi  de  la 
façon  suivante  : 

^  '  mr  V 

et  nous  permet  de  conclure  que  la  quantité  mécanique  VF 
est  un  invariant  relatif  à  toute  trajectoire  du  mobile^  quelles 
que  soient  les  conditions  initiales,  si  la  masse  m  est  supposée 
constante  ou  bien  une  fonction  uniforme  des  coordonnées  x 
et  y  du  mobile;  cela  tient  à  ce  que  les  quantités  géométri- 
ques p  et  Y  n'ont  qu'une  valeur  bien  déterminée  à  chaque 
point  de  la  trajectoire,  tandis  que  K  est  une  constante. 

8.  Nous  allons  maintenant  simplifier  beaucoup  cet  invariant 
V®F  en  appliquant  la  formule  classique  suivante  : 

(6)  P  V  =  K  , 

qui  exprime  le  théorème  des  aires,  P  désignant  la  distance  du 
centre  de  la  force  à  la  tangente  de  la  trajectoire  en  chaque 
point  et  K  la  constante  des  aires  ;  cette  formule  nous  permet 
de  conclure  que  la  vitesse  V  est  aussi  un  invariant  relatif  à 
la  trajectoire,  puisque  la  quantité  géométrique  P  n*a  qu'une 
valeur  unique  à  chaque  point  de  la  trajectoire,  sauf  quelques 
points  singuliers  de  la  courbe. 

Nous  en  concluons  que,  lorsque  le  mouvement  est  pério- 
dique, il  n'est  jamais  rétrograde,  et,  en  général,  le  mobile 
revient  à  un  point  de  la  trajectoire  toujours  avec  la  même 
vitesse. 

Mais  l'invariant  le  plus  important  pour  le  but  que  nous 
poursuivons,  est  celui  que  nous  déduisons  par  la  combinai- 
son des  deux  invariants  précédents,  c'est  l'intensité  F  de  la 
force  ;  il  n'y  a  qu'à  éliminer  la  vitesse  V  entre  les  égalités  (5) 
et  (6)  pour  avoir  la  formule  suivante  : 

(7)  F  =  ~  mK«  ^, 

qui  nous  donne  l'intensité  F  de  la  force  en  fonction  rationnelle 
de  quantités,  qui  n'ont  qu'une  valeur  unique  et  bien  déter- 
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minée  à  chaque  point  de  la  trajectoire.  Si  nous  excluons  donc 
les  trajectoires  ayant  des  points  singuliers  à  plusieurs  rayons 
de  courbure  ou  tangentes^  pour  toutes  les  autres  nous  aurons 
pour  l'intensité  F  une  succession  de  valeurs  continue  et  bien 
déterminée  et  le  théorème  suivant  : 

THÉORÈME,  «  L'intensité  d'une  force  centrale  est  un  inva- 
«  riant  relatif  à  toute  trajectoire  du  mobile  n'ayant  aucun 
«  point  singulier  à  plusieurs  rayons  de  courbure^  ou  bien 
«  plusieurs  tangentes.  » 

L'existence  de  points  de  la  trajectoire,  oii  la  force  F  devient 
infinie  ne  gène  pas;  il  suffit  que  l'intensité  de  la  force  y  soit 
toujours  infinie. 

L'importance  de  ce  théorème  consiste  en  ce  que  j*ai  en  vue 
des  problèmes  oii  la  force  est  donnée  comme  fonction  des 
coordonnées  x  ^i  y  et,  par  conséquent,  la  connaissance  de 
cet  invariant  nous  donne  des  renseignements  quelquefois 
précieux  sur  la  trajectoire  inconnue.  Ainsi,  si  l'intensité  de 
la  force  n'est  pas  un  invariant  par  rapport  à  une  trajectoire, 
cette  trajectoire,  doit  avoir  des  points  singuliers  à  plusieurs 
rayons  de  courbure  ou  tangentes.  Les  points  de  la  trajectoire^ 
oii  V intensité  de  la  force  prend  plusieurs  valeurs  pendant  le 
mouvement  supposé  périodique^  coïncident  avec  les  points  sin- 
guliers à  plusieurs  rayons  de  courbure  ou  tangentes.  Des 
tels  points  singuliers  sont,  par  exemple,  les  points  multiples 
à  tangentes  distinctes  ou  non.  La  même  formule  (7)  montre 
que  le  sens  de  la  force  est  aussi  un  invariant  relatif  à  la  tra- 
jectoire, puisque  le  signe  du  second  membre  de  (7)  ne  change 
pas  d'après  nos  hypothèses. 

Applications. 

9.  —  Pour  comprendre  Tintérêt  de  la  théorie  exposée  dans 
les  chapitres  précédents,  nous  citerons  quelques  applica- 
tions se  rapportant  aux  problèmes  où  la  force  est  donnée 
par  une  fonction  multiforme  des  x  et  y  et  nous  nous  propo- 


'  Ln  formiil«  (7)  nioiitro,  en  effot,  que  la  force  F  ne  saurait  avoir  plusieurs  valeurs  qu'aux 
points  «liogiilicrs  do  la  trajectoire,  oi"!  il  en  est  ainsi  du  rayon  [f  ou  de  la  quantité*  P.  Nous  ne 
parlons  pas  de  la  direction  do  la  force,  parce  que  elle  reste  cvidemmcnt  invariabl<>. 
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serons  d'étudier  les  diverses  trajectoires  traœes  par  un  mobile 
sollicité  par  cette  force.  Supposons  que  Ton  ait  : 

F  =  m  .  w  (X  ,  y)  * 

[ni  désigne  la  masse),  F  désignant  Tintensité  de  la  force,  et 
que  la  fonction  tij  [x,  y)  admette  un  point  singulier  x  =^  a 
et  y  =  b  tel  que,  lorsque  le  point  M  [x  y)  part  d'une  position 
initiale  et  y  revient  après  avoir  tourné  autour  du  point  M, 
la  fonction  change  de  valeur;  dans  cette  hypothèse,  la 
courbe  ainsi  suivie  par  le  point  M  {x  y)  ne  saurait  jamais 
être  une  trajectoire  dir  mobile  sollicité  par  la  force  F;  c'est 
une  conséquence  immédiate  de  notre  théorème  du  para- 
graphe précédent. 

Prenons  l'exemple  suivant  : 

Lorsque  le  point  M(/',  e),  partant  d'une  position  quelconque 
M  (r,  e),  y  revient  après  avoir  décrit  une  courbe  quelconque 
renfermant  le  pôle  (origine  des  coordonnées),  la  fonction  re^ 
ne  reprend  pas  la  même  valeur  et  se  multiplie  par  e^^  ;  pour 
cette  raison,  grâce  à  notre  théorème,  aucune  trajectoire  d'un 
mobile  sollicité  par  la  force  F  =  re^  ne  saurait  renfermer  le 
pôle  (origine  des  coordonnées). 

D'une  façon  plus  générale,  si  l'intensité  de  la  force  F  est 
donnée  par  une  fonction  P  (/•,  e)  n'ayant  pas  par  rapport  à 
la  variable  ô  la  période  2?:,  alors  l'équation  : 

P(r.e-h2ïr)  =  P(r,ô) 

ne  sera  pas  satisfaite  identiquement.  Cela  posé,  l'application 
de  notre  théorème  nous  permet  de  conclure  que  les  trajec- 
toires d'un  point  matériel  sollicité  par  cette  force  ne  sau- 
raient jamais  renfermer  le  pôle  (/•  =  0).  11  n'y  a  que  les  tra- 
jectoires ayant  des  points  singuliers  à  plusieurs  rayons  de 
courbure  *  que  nous  devons  exclure  dans  cette  conclusion  ; 
nous  devons  même  remarquer  qu'en  ces   points  singuliers 


*  La  fonction  (a  {.r ,  y)  détermine  non  seulement  Tintcnsité  mais  encore  le  sens  de  la  force 
centrale. 

*  Ou  bien  à  plusieurs  tangentes. 
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les  trajectoires  exceptionnelles  doivent,  en  général,  avoir  ime 
infinité  de  rayons  de  courbure  ou  de  tangentes  parce  que  la  •  J^ 

fonction  P  (/•,  ô)  quand  elle  n*est  pas  périodique  en  ô,  admet  ;  r:| 

une  infinité  de  déterminations.  Il  en  résulte,  que,  dans  le 
cas  général,  les  trajectoires  exceptionnelles  présentant  des 
singularités  très  compliquées  doivent  être  considérées  comme 
très  rares.  Elles  doivent  présenter  des  points  multiples  où  se  ^ 

croisent  une  infinité  de  branches;  à  chaque  branche  corres- 
pond une  valeur  du  rayon  de  courbure  ^o  et  à  chaque  tan- 
gente correspond  une  valeur  de  la  quantité  P  ;  aussi,  à  deux 
valeurs  différentes  de  p  correspondent  deux  tangentes  diffé- 
rentes et  à  deux  valeurs  différentes  de  p  correspondent,  en  ' 
général,  deux  branches  différentes.  Si  le  point  multiple  est  à 
tangentes  distinctes,  il  devient  critiq^ie  pour  Tinterisité  F  de 
la  force  à  cause  de  la  multiplicité  du  rayon  p  et  de  la  dis- 
tance P  simultanément;  dans  le  cas  contraire,  ce  n'est  que  le 
rayon  de  courbure  p  qui  a  plusieurs  valeurs,  en  général,  et 
rend  le  point  critique  pour  l'intensité  de  la  force  F. 

10.  Les  applications  de  notre  théorème  deviennent  particu-  >    . 

lièrement  intéressantes  dans  le  cas  où  nous  ne  pouvons  pas 
effectuer  l'intégration  de  Téquation  différentielle. 


(81 


F  =  -..K«.'(u  +  J?) 


et  déterminer  les  trajectoires  du  mobile,  lorsque  la  force  F  jl 

est  donnée  comme  fonction  des  coordonnées  polaires  /•  et  h,  j| 

Si  nous  tenons  compte  d'un  théorème  classique  cité  plus  ;>| 

haut,  nous  remarquons  que  ce  sont  les  points  singuliers  des  i| 

dérivées  partielles,  ,  1^ 


—  ,     —        ou  bien         -  -  ,     —z 


qui   nous  intéressent  au   point  de  vue  des  invariants  de  ce  .■!] 

travail,  puisque  ce  ne  sont  que  ces  points  qui  entraînent  la  J 

permutation  des  diverses  branches  des  fonctions  «  [x^  y)  et  ^ 

P  (/%  e)    lorsqu'on    tourne    autour   d'eux.    Nous   savons,    en 
effet,  que  l'intégrale 


/ 


5a»    ,       .     (>fi»     , 
—  a j:  -1-  —  dr 

5jr  ^   i>v     -^ 
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le  long  d'une  courbe  fermée  est  nulle,  si  à  rintérieur  de  la 
courbe  les  dérivées  r^  et  r-  sont  continues,  finies  et  bien  dé- 
terminées. 

Dans  l'exemple  examiné  plus  haut  où 

F  =  re^ 

le  pôle,  qui  ne  doit  pas  être  renfermé  par  les  trajectoires, 
est,  en  effet,  un  point  singulier  de  la  dérivée  --r  =  re^,  dont 

les  déterminations  coïncident  en  ce  point. 

Nous  ne  voulons  pas  nous  étendre  davantage,  dans  ce  tra- 
vail, sur  les  applications  de  notre  invariant  à  la  théorie  des 
forces  centrales,  nous  nous  bornerons  seulement  à  examiner 
le  cas,  où  la  force  F  est  donnée  par  une  fonction  f[z)  ana- 
lytique en  2  =  x  +  *'y. 

Si  nous  posons  : 

f[z\  =  R(j-,j)-i-  i*(>c.r) . 

la  seule  trajectoire  possible  est  celle  qui  est  définie  par  Téqua- 
tion  ^(.r,  y)  =  0. 

Il  est  vrai  que  nous  pouvons  immédiatement  constater  par 
l'équation  différentielle  (8)  si  cette  courbe  est  effectivement 
une  trajectoire,  mais  il  est  quelque  fois  possible  d'éviter 
celte  preuve  par  l'application  de  notre  invariant.  Pour  nous 
en  rendrebien  compte,  laissons  toute  généralité,  et  prenons 
un  exemple  particulier,  soit  : 

F  =  —  I  log  z  =  Ô  —  I  log  r  , 

/•  et  6  désignant  les  coordonnées  polaires,  et  remarquons  que 
la  seule  trajectoire  possible  est  une  circonférence  de  cercle 
ayant  son  centre  au  pôle  (/'  =  0)  et  son  rayon  égal  à  l'unité. 
L'application  de  notre  théorie  nous  permet  de  voir  immédia- 
tement que  cette  courbe  n'est  pas  du  tout  une  trajectoire 
effective,  parce  que  cette  courbe  ne  passant  par  aucun  point 
singulier  (n'ayant  aucune  singularité  géométrique)  renferme 
un  seul  point  critique  transcendant  de  la  fonction  analytique 
—  Hog  js,  le  point  2=0;   lorsque  le  point  mobile  tourne 
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une  fois  autour  de  l'origine  des  coordonnées,  la  fonction 
—  i  log  z  augmente  de  27r  et,  par  conséquent,  la  force  ne  se- 
rait pas  un  invariant  par  rapport  à  la  trajectoire  n'ayant  au- 
cune singularité  géométrique.  //  est  donc  impossible  qu'un 
mobile  soit  sollicité  par  une  force  centrale^  dont  l'intensité  est 
donnée  par  la  fonction  —  i  log  z. 

On  pourrait  aussi  se  poser  la  question  suivante  :  Est-il 
possible  que  les  composantes  X  et  Y  d'une  force  centrale 
soient  données  par  des  fonctions  harmoniques  conjuguées 
de  façon  que  X  -f  t  Y  soit  une  fonction  analytique  en 
z  =x  '\r  iy'} 

Supposons  qu'il  en  soit  ainsi  et  appliquons  Tégalité     =- 

qui  caractérise  les  forces  centrales  ayant  comme  centre  l'ori- 
gine des  coordonnées. 
Nous  aurons  : 

X  -f  lY  =  X  +  i  J  X  =  x(i  -h  i  f)  =  'J(^  +  iy)  =  J^  . 

X  -f-  lY       X 
et  —^ —  =  -    . 

z  X 

Si  donc  X  +  i  Y  est  une  fonction  analytique  de  z,  il  en 
sera  de  même  du  premier  et  du  second  membre  de  cette  éga- 
lité, ce  qui  n'est  possible  que  dans   le  cas   où   la  fonction 

réelle -est  une  constante  G.  On  doit  donc  avoir  : 

X 

X  =  Ca:    et     Y  =  Cj  , 

c'est-à-dire  chacune  des  composantes  X  et  Y  doit  être  pro- 
portionnelle à  la  coordonnée  correspondante  et  l'on  aura 

F  =  |/X'  -f  Y»  =  Cr  . 

C'est  là  un  cas  où  tous  les  éléments  de  la  force  ne  dépen- 
dent que  de  la  position  du  mobile  et  dans  lequel  la  théorie 
des  invariants  n'a  pas  à  intervenir. 

C'est  la  raison  pour  laquelle  le  cas,  où  X  +  î  Y  est  une 
fonction  analytique  de  z  =  j?  +  iy^  n'intéresse  pas  les  forces 
centrales  au  point  de  vue  de  nos  invariants. 
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U  n'est  pas  douteux  qu'il  y  ait  encore  beauroup  de  choses 
à  faire  dans  Télude  du  rôle  que  les  fondions  multiformes 
jouent  dans  la  Dynamique;  c'est  là  un  domaine  où  des  théo- 
ries importantes  de  l'analyse  moderne  trouvent  des  applica- 
tions intéressantes. 

Georges  Rkmounuos  (Athènes;. 


CHANGEMENT  DE  VARIABLE 
DANS  UNE   INTÉGRALE  MULTIPLE 


Les  démonstrations  ordinaires  pour  l'opération  bien  con- 
nue du  changement  de  variable  dans  une  intégrale  multiple 
sont  non  seulement  artificielles,  mais  aussi  difficiles  à  com- 
|)rcn(lre  pour  des  étudiants  qui  n'ont  pas  une  grande  expé- 
rience des  démonstrations  de  ce  genre. 

La  démonstration  de  M.  Goursat  pour  2  variables,  donnée 
dans  son  Cours  d'Analyse  n'est  pas  artificielle  et  est  sufli- 
saiument  simple,  mais  elle  emploie  la  formule  de  Green. 

Dans  l'édition  de  1893  du  Cours  d'Analyse  de  M.  Jordan, 
S  148  T.  1,  il  y  a  un  aperçu  d'une  démonstration  ingénieuse 
((ue  Ton  rend  facilement  parfaitement  rigoureuse  et  qui  peut 
ctre  appliquée  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 

L'énoncé  rigoureux  de  cette  démonstration  est  : 

Etant  donné  l'intégrale  ff  f{or,y)da. 

Admettons  que 

X  =  \(u,v) 


sont  des  fonctions,  continues  de  (m,  v)  dans  toute  une  région 
A  (limites  comprises)  et,  telles  qu'à  chaque  point  [u^v)  de  A 
corresponde  un  point  et  un  seul  [jc^y]  de  A. 
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De  plus  X^^,  X[,,  Y'„  ,  Y|,  sont  des  fonctions  continues  de 
[u.  \^  dans  tout  l'espace  A,  et  le  déterminant 

Y'      X'     I 


est  de  signe  invariable  dans  tout  Tespace  À,  ou  s'évanouit 
tout  au  plus  en  un  point  fixe  de  contenu  (signification  de 
Cantor)  zéro  dans  A. 

Puisque  la  région  A  peut  être  subdivisée  en  petites  régions 
d'une  manière  arbitraire,  pourvu  que  toutes  les  dimensions 
de  ces  régions  tendent  vers  zéro,  nous  pouvons  diviser  A 
en  triangles  de  type  A*  dont  les  sommets  sont  les  points 
;XiYi)(XtY2)(X5Y8). 

^  A  ce  triangle  correspond,  dans  la  région  A,  un  triangle 
Ai  dont  les  sommets  sont  Wi,  i'i ,  w» ,  i'i  ;  m»,  i^». 

Si  les  lettres  dés  sommets  de  A/  sont  bien  ordonnées, 
nous  avons 

1  I  Xi  —  Xj     Xi  —  X, 
aire  A*  =  -r-  ,. 

2  I     11    Ij         1»    —     l8 

et  par  \e  premier  théorème  de  la  moyenne 

-    _  1_  I  V«^itt  4-  XV Ali-      ^'mAïm  +'\VAav  I 
airt>  A,  —  .>  !    I  Vu  Ai  u  +  Y'vAi  s'      Y'/i  Aïi/  -f-  T\' Aî^'  |  * 

OÙ 

At  u  ■=.  u\  —  Ut   ,     As  M  =  Ui  —  M»  ,   etc. 

et  où  X«,  X„;  Y„  ,  Y„  ...  sont  aussi  voisins  que  nous  le  vou- 
lons de  X„(^/i('i;;  Y„  (z/i  i^i)  etc.  ;  pour  Aiw,  ^%u  ...  assez 
petits. 

Nous  avons  alors,  à  cause  de  la  continuité  de  X„,  Y„...  , 

7  1   I   Al  fi    Aau  I  ,  V    ,     ,      ,  io. 

aire  At  =  -r-  I  ^  J  i/i  .  vx\  (1+1).  (2) 

2  I   Al  V     titv  \ 

OÙ  £  tend  uniformément  vers  zéro  lorsque  Ai  w  ,  Asw  ,  Ai  i' , 
A«^  .  tendent  vers  zéro. 

(2)  nous  montre  que  puisque  J(m,  v)  est  de  signe  invariable 
lorsque  nous  circulons  sur  le  contour  du  triangle  A,*  dans  le 
sens  positif,  nous  circulerons  toujours  sur  le  contour  de  A* 

L'Enseignement  mathém..  9*  année  ;  1907.  1'> 
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dans  le  sens  positif  si  J  est  positif  dans  A  et  nous  circulerons 
toujours  sur  le  contour  de  A*  dans  le  sens  négatif  si  J  est 

négatif  dans  A-  __  

Ainsi  les  triangles  A*  couvrent  la  région  A  sans  en  sortir, 
si  les  triangles  Ai  couvrent  la  région  A  sans  en  sortir,  (2) 
montre  que  en  appliquant  le  principe  de  substitution  des  in- 
fininients  petits,  nous  avons 

fff(x,y)da  =  ///•[X(tf.i'),  Y(u.w)]  \J\dZ 

A  A 

quand  da  est  Télément  d'aire  de  A. 

Dans  le  cas  de  trois  variables  notre  élément  de  volume 
serait  naturellement  le  tétraèdre. 

M.  B.  Porter  (Austin,  Texas). 

(Traduction  dv  M"«  R.  Masson,  Genève). 


CAS    PARTICULIERS    DEMPLOl    DISSIMULE 

DE  LA 

MÉTHODE   EXPÉRIMENTALE 

DANS  LES    TEMPS   LES   PLUS   RÉCENTS 


I.  —  Dans  la  science  moderne,  outre  les  résultats  indiqués 
précédemment  *  et  obtenus  par  le  développement  de  la  mé- 
thode des  essais  et  de  sa  forme  particulière,  il  existe  aussi 
des  théories  .qui  se  servent  directement  de  ces  deux  mé- 
thodes. Si  cet  emploi  parait  actuellement  un  peu  obscur, 
cela  ne  tient  qu'à  la  forme  de  l'exposition  ordinairement  en 
usage  dans  les  manuels  et  non  à  la  nature  du  problème. 
Parmi  ces  théories-là,  dans  l'arithmétique  élémentaire  et 
dans  Talgèbre  supérieure  on  peut  indiquer  la  division  des 
nombres  entiers,  l'extraction  des  racines,  et  la  détermination 
des  valeurs  numériques  des  racines  d'une  équation. 


»  V.  VEns.  Math.,  8«  «nnéc.  p.  177-150,  1906.  7«  année,  p.  343-.956,  1905. 
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2.  —  La  division  des  nombres  entiers,  considérée  comme 
une  action  dérivée  de  Faction  de  soustraire,  se  présenta 
d'abord  à  Thumanité  sous  la  forme  de  la  question  :  de  com- 
bien de  parties  égales  au  plus  petit  des  deux  nombres  donnés 
se  compose  le  plus  grand  ?  Le  chemin  le  plus  court,  indiqué 
par  la  question  même,  consiste  en  soustractions  successives 
du  diviseur  jusqu'au  moment  où  Ton  obtient  dans  le  reste 
un  nombre  égal  à  zéro,  ou  un  nombre  plus  petit  que  le  divi- 
seur. Pour  peu  que  le  quotient  soit  grand,  le  procédé  est 
très  long  et  on  a  cherché  à  Tabréger  le  plus  possible.  Le 
moyen  le  plus  simple  fut  donné  par  l'idée  qu'il  était  possible 
de  remplacer  plusieurs  ou  bien  toutes  les  soustractions  par 
une  seule,  c'est-à-dire  par  la  soustraction  du  dividende  du 
produit  du  diviseur  par  le  nombre  de  toutes  les  soustrac- 
tions dans  le  premier  cas  et  par  le  quotient  dans  le  second 
cas.  Sous  l'influence  de  cette  idée  la  question  de  la  division 
apparut  sous  une  nouvelle  forme  :  trouver  un  nombre  qui, 
multiplié  par  le  diviseur,  donne  un  nombre  ou  bien  égal  au 
dividende  ou  n'en  différant  que  par  un  nombre  plus  petit  que 
le  diviseur.  A  cette  forme  de  la  question  on  a  déjà  appliqué 
autrefois  la  méthode  des  essais.  Considérons  par  exemple 
les  trois  cas  suivants  de  division  :  32,647  :  324;  33,758:324; 
78,547  :  324.  La  détermination  des  limites  entre  lesquelles 
doivent  se  trouver  les  essais,  nous  donne  100  et  1000.  Si 
pour  l'essai  initial  on  prend  la  limite  inférieure  et  qu'on  le 
vérifie  ensuite  par  les  conditions  de  la  question,  on  trouve 
qu'il  convient  dans  le  premier  cas  et  ne  réussit  pas  dans  les 
deux  autres.  On  a  : 


32647 

33758 

78547 

32400 

32400 

32400 

2i7 

1358 

461 'i  7 

1296 

32400 

62 

137'i7 
12960 

787 
324 
463 
324 
139 

Il  faut  noter  que  la  différence  trouvée  par  la  vérification 
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dans  ie  second  cas  est  plus  petite  que  le  produit  de  Fessai 
par  le  diviseur  et  plus  grande  dans  le  troisième  cas.  Pour 
que  dans  le  troisième  cas  cette  différence  soit  encore  plus 
petite  que  le  produit  mentionné,  on  soustrait  de  la  différence 
trouvée  le  produit  de  Tessai  par  le  diviseur  autant  de  fois 
que  possible,  c'est-à-dire  pas  moins  d'une  ibis  et  pas  plus  de 
neuf  fois.  Ce  nombre  étant  déterminé  soit  directement  par 
soustraction  soit  par  les  essais,  on  voit  immédiatement  qu'il 
représente  les  unités  de  Tordre  supérieur  du  quotient  cher- 
ché. Ainsi  s'applique  la  méthode  de  la  formation  ou  de  la 
composition  graduelle  de  l'inconnu  suivant  tes  conditions  de 
la  question,  le  procédé  consistant  en  la  détermination  suc- 
cessive des  nombres  des  unités  des  différents  ordres  du 
quotient  cherché.  Dans  le  troisième  des  cas  considérés  le 
nombre  des  soustractions  successives  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  le  nombre  des  centaines  dans  le  quotient  cherché 
égale  2.  Or  ce  résultat  étant  acquis,  la  différence  est  aussi 
bien  que  dans  le  second  cas  plus  grande  que  le  diviseur  et  la 
question  se  pose  :  par  quel  noml>re  faut-il  multiplier  le  divi- 
seur pour  que  le  produit  obtenu  soit  ou  bien  égal  à  cette  dif- 
ierence  ou  bien  qu'il  n'en  diffère  que  par  un  nombre  plus 
petit  que  le  diviseur.  Les  limites  inférieure  et  supérieure 
des  essais  ayant  pour  but  de  déterminer  ce  nombre  sont  10 
et  100.  Après  avoir  commencé  de  nouveau  les  essais  par  la 
limite  inférieure  10  et  constaté  l'échec  par  vérification,  on 
recommence  le  chemin  déjà  fait  auparavant  et  Ton  trouve  au 
quotient  40  et  comme  reste  787.  Mais  ce  reste  étant  plus 
petit  que  le  soustrahende  3240  est  encore  plus  grand  que  le 
diviseur.  En  le  traitant  de  la  même  façon  et  en  limitant  les 
essais  pour  les  nombres  1-10,  on  trouve  2  pour  le  nombre 
des  unités  du  quotient  et  139  comme  reste.  Ici  la  division 
s'achève,  car  ce  nombre  est  plus  petit  que  le  diviseur.  En  ce 
qui  concerne  le  quotient  tout  entier,  en  réunissant  ses  parties 
trouvées,  200,  40  et  2,  on  le  trouve  égal  à  242.  Enfin  dans  le 
deuxième  cas  de  division  considéré,  que  nous  avons  laissé 
provisoirement  de  ccUé,  le  môme  procédé  nous  amène  à  4 
comme  la  dernière  partie  du  quotient  et  au  reste  '62  plus 
petit  que  le  diviseur.  Le  quotient  complet  fourni  par  la  rén- 
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[  iiion  de  ses  parties  trouvées  100  et  4,  est  donc  dans  le  second 

j  cas  104. 

En  schématisant  ce  procédé  exposé  de  la  division  des 
nombres  entiers,  on  peut  dire  que  :  pour  déterminer  le 
nombre  des  unités  du  plus  haut  des  ordres  qui  forment  le 
quotient,  il  faut  le  nombre  des  unités  du  même  ordre  dans  le 
dividende  à  diviser  par  le  diviseur;  de  même  pour  la  déter- 
mination  des  nombres  des  unités  des  ordres  suivants  du 
quotient,  il  faut  diviser  par  le  diviseur  les  nombres  des  unités 
du  même  ordre  dans  les  restes  correspondants.  On  voit  que 
ce  schéma  n*est  autre  chose  qu'un  bref  exposé  de  la  règle, 
citée  dans  les  manuels  élémentaires  d'arithmétique. 

Ces  règles  si  simples  et  compréhensibles  de  la  division  des 
nombres  entiers  ont  été  entièrement  perdues  au  cours  des 
siècles  pour  la  science  scolaire  et  les  auteurs  des  traités 
d'arithmétique  ont  employé  des  procédés  tout  à  fait  artificiels, 
fondés  sur  la  considération  de  cas  particuliers.  Ces  procédés 
ont  tellement  compliqué  le  sujet  et  rendu  si  difficile  sa  com- 
préhension, que  le  chapitre  de  la  division  dans  l'arithmé- 
tique des  nombres  entiers  est  devenue  le  plus  difficile  pour 
les  commençants.  J.-A.  Serret  dans  son  traité  d'arithmé- 
tique, qui  est  Tun  des  meilleurs  manuels  existants,  considère 
préalablement  en  quatre  pages  pour  déduire  la  règle  de  divi- 
sion des  nombres  entiers  dans  le  cas  général,  «détermination 
du  nombre  de  chiffres  du  quotient»,  «  cas  particulier  où  le 
(|uotient  n'a  qu'un  chiffre»,  «  principe  sur  lequel  repose  la 
division  lorsque  le  quotient  a  plusieurs  chiffres».  En  outre 
dans  ce  même  manuel  l'exposition  a  du  cas  général  de  la 
division  »  occupe  trois  pages  et  plus  loin  le  «  cas  particulier 
où  le  diviseur  est  terminé  par  des  zéros  »  presque  une 
page. 

3.  —  Les  pythagoriciens  apprirent  aux  anciens  Grecs  à 
connaître  les  nombres  carrés,  dont  on  se  sert  dans  l'extrac- 
tion de  la  racine  carrée,  par  la  méthode  des  essais,  déjà  con- 
nue dans  ses  traits  généraux.  Puis  on  établit  le  tableau  des 
nombres  carrés  fournissant  avec  une  approximation  d'une 
unité  la  racine  carrée  du  chaque  nombre  entier  donné.  En  ce 
qui  concerne   la    partie   fractionnaire   de   la    racine    carrée. 
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Théon  d'Alexandrie,  le  mathématicien  grec  du  4"*  siècle 
après  J.-C,  dans  son  commentaire  du  premier  livre  à* Aima- 
geste  de  Ptolémée  et  de  même  que  Plolémée  utilisait  pour  la 
détermination  de  celte  partie  la  méthode  des  rectangles  ou 
du  gnomon.  L'emploi  fréquent  de  cette  méthode  chez  les 
mathématiciens  du  16"*  siècle  et  des  siècles  voisins  permet 
d'aflirnier  avec  certitude  que  cette  méthode  était  employée 
avec  la  méthode  des  essais  aussi  pour  la  détermination  de  la 
partie  entière  de  la  racine.  Voici  sous  quelles  formes 
devait  se  présenter  dans  ce  cas  le  procédé  de  Textrac* 
ïion  de  la  racine  carrée  d'un  nombre  entier.  Soit  à  dé- 
terminer \/847t)  .  Le  nombre  donné  se  trouvant  entre 
1000  et  10000,  les  limites  des  essais  seront  10  et  100. 
En  prenant  comme  essai  initial  le  nombre  90,  nous  le  trou- 
verons entièrement  satisfaisant,  car  la  soustraction  du  carré 
de  ce  nombre  du  nombre  donné,  donne  un  nombre  plus 
petit    que  le    minuende.    Or  la  hande  bab  qu'on   ajoute   au 


m 


n                      y/  «476 

■ 

:                          8100 

b 

a 

:{76 

H60 

8100 

b 

16 

90 

m                            12 

Fig.  1 

carré  90'  =  81(X)  se  compose  d'un  carré  a  et  de  deux  reclan- 
gles  b  et  b,  ayant  comme  côtés  inégaux  le  côté  90  et  le  côté 
inconnu  du  carré  a.  C'est  pour  la  détermination  dé  ce  dernier 
(|u'il  finit  faire  un  essai.  Mais  si,  d'accord  avec  la  méthode 
de  la  formation  ou  de  la  composition  graduelles  de  l'inconnue, 
selon  les  conditions  de  la  question^  on  tient  compte  du  fait 
que  la  détermination  du  nombre  des  dizaines  de  la  racine 
étant  déjà  faite,  le  côté  du  carré  a  doit  représenter  le  nombre 
de  ses  unités,  —  alors  il  faudra  prendre  pour  les  limites  des 
essais,  qui  servent  à  la  détermination  de  ce  côté  les  nom- 
bres 1  et  10.  Si  l'on  fait  l'essai  1  la  somme  des  aires  des 
rectangles  b  et  è,  180,  et  de  celle  du  carré  a  1  sera  181,  ce  qui 
ne  suflit  pas  pour  faire  disparaître  aussi  complètement  que 
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possible  de  la  différence  376,  trouvée  par  la  souslraclion  du 
carré  8100,  ou,  en  d'autres  termes,  pour  trouver  dans  le  reste 
un  nombre  plus  petit  que  le  soustrahende.  Or,  comme 
Tessai  suivant  avec  le  nombre  2  est  satisfaisant,  le  côté  cher- 
ché du  carré  «,  c'est-à-dire  le  nombre  des  unités  sera  2. 
En  faisant  Tessai  1,  ce  même  nombre  peut  être  trouvé  direc- 
tement par  la  détermination  du  rapport  de  la  différence  376 
à  la  somme  des  aires  des  rectangles  b  et  b,  ceux-ci  consti- 
tuant la  plus  grande  partie  de  la  portion  complémentaire, 
c'est-à-dire  par  la  division  de  la  différence  376,  par  la  somme 
mentionnée.  En  le  vérifiant  ensuite  par  les  conditions  de  la 
question,  on  verra  si  le  quotient  trouvé  est  en  effet  le  côté 
cherché  du  carré  ou  bien  s'il  doit  être  diminué.  Dans  le  cas 
actuel,  le  quotient  2  est  le  nombre  cherché  des  unités  de  la 
racine.  La  racine  carrée  cherchée  sera  donc  92. 

Examinons  maintenant  un  exemple  plus  compliqué.  Suppo- 
sons qu'il  faille  déterminer  \/743526  .  Les  limites  des 
essais  sont  données  par  les  nombres  100  et  1000  dont  les 
carrés  sont  10000  et  1000000. 

\/T43526~ 
640000 


d     !e 

b 

c 

i 

b 

d 

1 

800         60      Z    -\ 


io:<526 

16000 

96000 

6 

7526 

3600 

3926 

1720 

3V'iO 

2 

'i86 

'•82 


En  procédant  comme  dans  l'exemple  précédent  on  trouve 
le  nombre  des  centaines  (800)  de  la  racine  cherchée.  Pour 
déterminer  les  nombres  des  ordres  des  dizaines  et  des  unités 
prenons  respectivement  deux  bandes  b  c  b  et  d  e  d,  dans  les- 
quels le  côté  du  carré  c  représentera  le  nombre  des  dizaines 
et  celui  du  carré  e  le  nombre  des  unités.  Les  essais  de  déter- 
mination des  côtés  de  ces  carrés  seront  compris  respective- 
ment entre  les  limites  10  et  100  et  entre  1  et  10.  En  détermi- 
nant ensuite  le  côté  du  carré  c  par  les  moyens  indiqués  déjà 
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dans  Texemple  précédent,  c'est-à-dire  soit  par  les  essais, 
soit  par  la  détermination  directe  du  nombre  cherché,  en 
divisant  la  différence  103526  trouvée  précédemment  par  la 
somme  des  rectangles  b  e\.b  obtenus  par  Fessai  10,  c'^est-à- 
dire  par  le  nombre  16,000,  nous  trouverons  pour  le  côté 
cherché  du  carré  c  le  nombre  60.  Par  les  mêmes  procédés 
pour  le  côté  du  carré  e  dans  le  gnomon  d  e  d^  ayant  pour  un 
des  côtés  de  ses  rectangles  le  nombre  860,  nous  trouverons 
le  nombre 2.  En  réunissant  les  parties  trouvées  de  la  racine 
cherchée  (800,  60  et  2)  on  trouve  cette  racine  égale  à  862.  Les 
restes  de  l'extraction  de  la  racine  carrée  dans  les  deux  exem- 
ples (12  et  482)  sont  figurés  par  les  gnomons  m  a  m. 

Des  considérations  précédentes  sur  l'extraction  de  la  racine 
carrée,  il  résulte  la  règle  suivante  : 

Ayant  déterminé  le  nombre  des  unités  de  Vordre  supérieur, 
les  nombres  des  unités  des  ordres  suivants  s'obtiennent  par 
la  division  du  reste  trouvé  :  par  le  double  du  nombre^  qui 
représente  dans  la  bande  correspondante  le  plus  grand  côté 
de  ses  rectangles  et  en  vérifiant  ensuite  par  les  conditions  de 
la  question  le  quotient  trouvé  regardé  comme  le  nombre  pos- 
sible des  unités  de  Vordre  considéré. 

En  remplaçant  la  méthode  géométrique  par  le  procédé 
algébrique,  et  en  renonçant  à  la  méthode  des  essais  et  à  sa 
forme  particulière,  on  a  non  seulement  privé  le  procédé  de 
l'extraction  de  la  racine  carrée,  non  seulement  de  sa  cl^frté 
primitive,  mais  on  a  compliqué  l'exposé.  La  considération  du 
schéma  et  la  déduction  de  la  règle  facilitent  grandement  la 
première  étude  de  l'extraction  de  la  racine  carrée,  tandis 
que  pour  les  commençants  elle  devient  un  objet  d'étude  des 
plus  difficiles  et  vite  oublié  lorsqu'on  se  borne  à  la  méthode 
algébrique. 

Dans  son  manuel  d'algèbre  élémentaire,  le  professeur 
Davydoff  expose  cette  règle  de  la  façon  suivante:  «on  divise 
entranches  le  nombre  donné  et  l'on  détermine  le  nombre 
dont  le  carré  se  rapproche  le  plus  de  la  première  tranche.  Ce 
nombre  représente  le  premier  chiffre  du  quotient.  Ayant 
soustrait  son  carré  de  la  première  tranche  et  ajouté  la  tranche* 
suivante,  on  obtient  le  soi-disant  premier  reste  ;  en  séparant 


Digitized  by 


Google 


METHODE   EXPERIMENTALE  281 

dans  ce  reste  le  dernier  chiffre,  nous  divisons  les  autres  par 
le  doiible  du  premier  chiffre  de  la  racine;  le  quotient  est  le 
second  chiffre  de  la  racine  ;  on  le  place  à  la  droite  du  divi- 
seur, on  multiplie  le  diviseur  avec  le  chiffre  ajouté  par  le 
second  chiffre  de  la  racine  et  Ton  soustrait  le  produit  du 
't  premier   reste  ;   mats   si    le  produit  est  plus   grand  que  le 

[  reste,  on  diminue  d'une  unité  le  second  chiffre  de  la  racine. 

I  Au  reste  trouvé  on  ajoute  la  tranche  suivante  et  Ton  trouve 

'.  de  cette  manière  le  soi-disant  second  reste,   en  le    traitant 

comme  le  premier  on  trouve  le  chiffrée  suivant  de  la  racine 
et  ainsi  de  suite.  Si  le  dernier  reste  est  zéro,,  le   nombre 
trouvé  est  la  racine  exacte  du  nombre  donné;  dans  le  cas 
I  contraire  le  nombre  donné  n'a  pas  de  racine  exacte  ».  A  la 

démonstration  et  à  l'exposition  de  cette  règle  sont  consacrées 
neuf  pages  et  la  démonstration  elle-même  se  base  sur  les  faits 
suivants  :  la  détermination  préalable  du  nombre  des  chiffres 
de  la  racine  ;  l'extraction  de  la  racine  carrée  d'un  nombre 
I  ^  10  et  <  100;  enfin  l'extraction  de  la  racine  dans  le  cas 

f  d'un  nombre  quelconque.  En  ce  qui  concerne  Texposé  donné 

de  la  règle,  outre  ses  défauts  essentiels  —  longueur  et  man- 
que de  clarté  —  il  contient  dans  les  lignes  par  nous  souli-» 
gnées  des  affirmations  inexactes  au  point  de  vue  général  et 
I  que  contredit  l'exposé  dont  elles  sont  suivies. 

i  Dans  le  traité  de  J.-A.  Serret  l'exposé  de  la  règle  consi- 

dérée occupant  toute  une  page  est  encore  plus  long,  mais  en 
revanche  on  a  su  éviter  une  affirmation  inexacte  signalée 
dans  Texposé  du  professeur  Davydoff,  et,  ce  qui  est  surtout 
remarquable,  c'est  grâce  au  fait  que  l'on  s'est  adressé  direc- 
tement à  la  vraie  nature  de  l'objet,  c'est-à-dire  à  la  méthode 
des  essais.  En  effet,  dans  le  passage  correspondant,  Serret 
s'exprime  ainsi  «...  on  obtient  ainsi  un  premier  reste  à  la 
droite  duquel  on  abaisse  la  deuxième  tranche.  On  sépare  le 
dernier  chiffre  du  nombre  ainsi  formé,  et  l'on  divise  la  partie 
à  gauche  par  le  double  du  premier  chiffre  de  la  racine.  » 

«  Le  quotient  entier  de  cette  division  est  égal  ou  supérieur 
au  deuxième  chiffre  de  la  racine.  Pour  essayer  ce  chiffre,  on 
l'écrit  à  la  droite  du  double  du  premier  chiffre  de  la  racine, 
et  l'on  multiplie  le  résultat  par  le  chiffre  essayé.  On  relran- 
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che  le  produit  du  nombre  formé  par  le  premier  reste  suivi  de 
la  deuxième  tranche  :  si  la  soustraction  peut  se  faire,  le 
chiffre  essayé  est  exact  ;  sinon,  on  essay^àe  la  même  manière 
le  chiffre  inférieur  d'une  unité,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce 
qu'on  ait  trouvé  le  chiffre  exact.  » 

4.  —  La  voie,  suivie  pour  la  démonstration  de  la  règle  d« 
l'extraction  d'une  racine  carrée,  a  conduit  à  la  règle  de  l'ex- 
traction de  la  racine  cubique  d'un  nombre  entier. 

En  cherchant  un  procédé  analogue  à  la  méthode  des  rectan- 
gles on  a  été  amené  à  envisager  le  cube.  On  décompose  un 
cube  de  côté  «  +  6  en  parties  qui  sont  les  termes  du  déve- 
loppement de  [a  +  &)•. 

5.  —  Le  procédé  qui  sert  à  la  détermination  de  la  valeur 
numérique  d'une  racine  d'une  équation  d'un  degré  quelcon- 
que, connu  sous  le  nom  de  méthode  de  Newton  a  été  trouvé 
d'abord  par  Viète  qui  l'a  exposé  dans  son  ouvrage  De  nume- 
rosa  potestatum  purarum  atque  adfectarum  ad  exegesin 
resolutione.  » 

Dans  la  science  moderne  on  le  déduit  de  la  façon  suivante, 
soit  :  f{x)  =  Q  une  équation  à  résoudre  et  soit  a  le  nombre 
des  unités  de  l'ordre  supérieur  de  la  racine  cherchée  trouvé 
par  une  voie  quelconque.  En  désignant  par  p  la  partie  com- 
plémentaire on  trouve 

/•(«.10...00  +  p)  =  f{a.  10.,. 00)  +/?f  (a.lO...OO)  -f 

+  ^p'rio.\o...m  -h =Q. 

En  négligeant  dans  celle  expression  tous  les  termes 
d'ordre  supérieur  à  partir  du  terme  7«  /'  (fl.lO...OO)  P  et  en 
divisant  Q  —  /^  (a.  10... 00)  par  /'  (a. 10.. .00),  on  trouve  le 
nombre  b  pour  les  unités  de  l'ordre  supérieur  dans  la  partie 
complémentaire.  Si  l'on  remplace  maintenant  dans  la  même 
équation  p  par  6. 10... 00  +  q^  oix  q  représentera  de  nouveau 
la  partie  complémentaire  de  la  racine  cherchée  cette  équa- 
tion s'écrira 


/•(a.  10...  00  -f-  /,.iO...O  -f  ^)  =  /-(r/.10...00  +  A.10...0»  + 
1 
2 


+  7/"<rt.lO...OO  -f  h.  10.  .0)  -f  1  7Y*(^.10...OO  -I-  />.JO...O)  -f  =  Q 
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d'où  il  résulte  le  nombre  c  des  unités  de  Tordre  supé- 
rieur dans  la  partie  complémentaire;  en  négligeant  les 
termes  d'ordres  supérieurs  on  aura  le  quotient 

Q-^ /-(a. 10. ..00  ^  6.10....0) 
/•'(a. 10. ..00  -f  A.10...0)       ^^*^' 

6.  —  Viète  examine  le  cas  des  équations  du  deuxième 
degré  dans  son  ouvrage  ad  Logis ticen  speciosam  notae 
priores  et  posteriores ;  il  est  parvenu  à  sa  méthode  par  Tex- 
tension  de  la  méthode  des  rectangles  à  Texpressipn 

(A-hB)«-hD(A-hB). 

Cette  extension  s'obtenait  par  l'augmentation  du  carré 
construit  sur  le  côté  A  +  B  par  le  rectangle  construit  sur  le 
même  côté  et  ayant  pour  Fautre  côté  D.  Pour  déterminer  à 
Taide  de  cette  extension  le  nombre  des  unités  des  différents 
ordres,  qui  forment  la  racine  d'une  des  équations  considé- 
rées par  Viète 

a:»  -f  7a-  =  60750  , 

on  peut  procéder  de  la  façon  suivante  :  La  valeur  approchée  de 
la  racine  carrée  du  nombre  60750  est  246,  donc  le  nombre  des 
unités  de  Tordre  des  centaines  dans  la  racine  de  Téquation 
considérée  ne  peut  surpasser  2,  la  racine  elle-même  étant 
plus  petite  que  246. 

60750 
41400 

4070 


19350 
17880 


1470 
l'.70 


4 

487 
3 


En  prenant  le  nombre  2  pour  un  essai,  on  le  trouve  satis- 
faisant, car  la  vérification  par  les  conditions  de  la  question 
nous   donne    pour  la    différence   du    nombre   60750    et   du 

binôme 

200»  +  7.200  =  41400 

un  nombre  plus  petit  que  le  soustrahende.  Cette  différence, 
c'est-à-dire  le  nombre  19350,  représente  comme  c'est  facile  à 
voir    la    portion  a  d  b  e  c  f.  On  trouve    facilement  que    les 
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essais  de  la  déteniiination  de  nombre  doivent  être  compris 
entre  les  limites  10-100.  On  prend  pour  fessai  initial  la 
limite  inférieure  ;  on  le  vériiie  par  les  conditions  de  la  ques- 
tion, c'est-à-dire  on  soustrait  du  nombre  19350  le  nombre 
2.200.10  +  100  +  70  —  4170,  fourni  par  Tessai.  On  voit  que 
révanouissemcnt  du  premier  nombre  n'est  aussi  complet 
qu'il  pouvait  être  ou,  en  d'autres  termes,  on  n'obtient  pas 
dans  le  reste  (15180)  un  nombre  plus  petit  que  le  soustra- 
hende.  En  passant  aux  essais  suivants  20,  30,  40,  on  trouve 
que  l'évanouissement  aussi  complet  que  possible  du  nombre 
19350  se  réalise  seulement  par  l'essai  40,  cet  essai  donnant 
pour  reste  de  la  soustraction  19350  —  (2.200.40  +  1600  +  280) 
le  nombre  1470  plus  petit  que  le  soustrahende  17880.  Comme 
dans  le  cas  de  l'extraction  de  la  racine  carrée,  le  processus 
compliqué  de  la  considération  des  quatre  essais  consécutifs 
peut  être  remplacé  par  la  détermination  directe  du  plus  grand 
essai  de  tous  les  essais  possibles  par  la  division  du  nombre 
19350  par  la  somme  des  trois  rectangles  qu'on  obtient  au 
moyen  de  l'essai  10,  c'est-à-dire  par  le  nombre  4070  soit 
407.10.  Le  quotien  4  provenant  de  cette  division  est  le  plus 
grand  essai  possible  servant  à  déterminer  le  nombre  des 
dizaines  de  la  racine.  En  effet,  d'après  ce  qui  précède  cet 
essai  vérifié  par  les  conditions  de  la  question  est  précisément 
ce  nombre.  Après  avoir  déterminé  les  côtés  du  carré  b  dans 
le  gnomon  abc,  soit  le  nombre  des  dizaines  de  la  racine, 
on  passe  à  la  détermination  du  nombre  des  unités  ou  en 
d'autres  termes  à  la  détermination  du  côté  du  carré  e  dans 
la  portion  d  e  f.  Les  essais  correspondants  seront  donc  com- 
pris entre  les  limites  1-10.  En  suivant  la  même  marche  que 
dans  le  cas  précédent  on  trouve  le  nombre  cherché  soit  par 
les  essais  subséquents,  soit  par  la  division  du  dernier  reste 
1470,  considéré  comme  représentant  toute  la  bande  de  fou  sa 
plus  grande  partie,  par  la  somme  des  trois  rectangles  du 
gnomon,  obtenu  au  moyen  de  l'essai  1,  c'est-à-dire  par  le 
nombre  2.240  +  7  =  487.  Le  quotient  trouvé  3,  après  la 
vérification  par  les  conditions  de  la  question,  en  'effet  se 
trouve  être  égale  au  nombre  cherché  et  le  nombre  243, 
obtenu  parla  réunion  des  côtés  des  trois  carrés  200  +  40+3, 
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est  la  racine  cherchée  exacte  de  l'équalion,  donnée  du 
deuxième  degré. 

En  schématisant  le  processus  exposé,  on  peut  dire  quVprès 
avoir  déterminé  par  les  essais  le  chiffre  de  l'ordre  supérieur 
de  la  rarine  (la  limite  supérieure  de  cet  essai  est  indiquée 
par  la  racine  carrée  du  terme  connu  de  Féquation)  les  chif- 
fres suivants  se  déterminent  par  la  division  de  chacun  des 
restes  par  la  somme  des  aires  des  trois  rectangles,  apparte- 
nant au  gnomon  correspondant  et  calculés  au  moyen  de 
Fessai  unité  de  Tordre  considéré,  et  ensuite  par  la  vérifica- 
tion par  les  conditions  de  la  question  du  quotient  obtenu, 
envisagé  comme  le  nombre  possible  des  unités  de  Tordre 
considéré.  Gomme  c'est  facile  à  voir  dans  toutes  ces  divi- 
sions, le  diviseur  est  la  dérivé  de  la  fonction  f[x),  dont  Tex- 
pression  est  la  partie  gauche  de  Téquation  et  dans  laquelle  a 
est  remplacé  par  sa  partie  trouvée  accompagnée  d'un  certain 
nombre  de  zéros,  représentant  les  ordres  de  la  partie  encore 
inconnue  de  la  racine. 

7.  —  Un  procédé  analogue  pour  calculer  la  racine  d'une 
équation  du  troisième  degré  a  été  trouvé  par  Viète,  soit  par 
la  même  voie,  comme  dans  le  cas  d'une  équation  du  deuxième 
degré,  c'est-à-dire  par  une  méthode  analogue  à  la  méthode 
des  rectangles,  soit  algébriquement  par  un  moyen,  dont  il  se 
sert  dans  les  cas  des  équations  des  4"",  5"®,  6™*  degrés.  Ce 
moyen  consiste  d'abord  à  remplacer  j:dans  Téquation  consi- 
dérée par  la  somme 

JCx  -^  Xt  -\-  Xx  -f  ... 

où  .Cl,  .rî,  .rs,...  sont  les  nombres  des  unités  des  ordres 
consécutifs  de  la  racine;  ensuite  on  ordonne  les  termes, 
obtenus  après  la  substitution,  cette  opération  étant  conciliée 
avec  les  besoins  de  Télucidation  de  la  règle  cherchée.  Mais 
il  n'y  a  pas  de  raison  pour  entrer  dans  les  détails  de  ce  pro- 
cédé, car  il  ne  se  trouve  pas  en  rapports  directs  avec  la 
méthode  des  essais.  Les  mathématiciens  de  nos  jours  sont 
loin  de  la  compréhension  et  de  la  connaissance  des  méthodes 
employées  par  Viète;  on  peut  en  juger  :  1)  par  les  paroles 
de    Moritz    Gantor  ^    relatives    au    passage    correspondant 


'  Moritz  Cantor,  Vorlosiingen  (Iber  Geschiclite  dor  Matheinatik.  II,  S.  588. 


Digitized  by 


Google 


286  A.    AUBRY 

dans  la  résolution  d'une  équation  du  deuxième  degré  citée 
plus  haut,  qu'en  divisant  19350  par  407  on  obtient  x,=40,  et  2) 
par  le  compte  rendu  de  Maximilien  Marie  sur  l'ouvrage  de 
Viète,  consacré  au  sujet  considéré,  qu'il  envisage  comme 
«  un  essai  infructeux  de  résolution  des  équations  de  tous  les 
degrés  à  coefficients  numériques  *.  » 

(Traduction  de  M.   V,  Fri^kdbrigksz,  Genève.) 

V^     BOBYNIN  (Moscou). 


LE  LEMME  FONDAMENTAL  DE  LA  THEORIE 
DES  NOMBRES 


Avant-Phopos.  —  Historiquement,  la  théorie  des  nom- 
bres tire  son  origine  des  spéculations  des  Anciens  sur  les 
identités  géométriques  ou  algébriques,  les  proportions,  les 
progressions,  les  combinaisons,  les  nombres  polygones,  fi- 
gurés, parfaits,  les  carrés  magiques,  les  problèmes  indéter- 
minés et  surtout  les  triangles  rectangles  en  nombres  entiers; 
mais  la  voie  la  plus  naturelle  qui  y  conduit  est  sans  contre- 
dit, l'idée  de  congruence,  énoncée  explicitement,  pour  la 
première  fois  par  Gauss.  Plus  immédiatement,  on  peut  éta- 
blir cette  théorie  en  partant,  par  exemple,  de  l'analyse  indé- 
terminée, du  théorème  de  Fermât,  de  la  théorie  des  résidus, 
de  la  loi  de  réciprocité,  de  la  formule  de  Moivre,  ou  encore 
d'un  théorème  démontré  par  Euler,  page  75  du  tome  VIII 
des  No^fi  Comm,  Petr^. 

Ce  dernier  moyen  parait  le  plus  propre  à  pénétrer  rapide- 
ment dans  le  sujet,  car  il  en  fait  comprendre  d'un  seul  coup 


^  Maximilien  Mahik.  Histoire  des  Sciences  mathématiques  et  physiques,  III,  p.  €1. 

*  M  Si  pcr  nunieruin  quemcunque  u  terinini  progressionis  arithmeticœ  cujuscunque,  cujus 
differentîa  sit  numerus  ad  n  primus,  dividantur,  inter  residua  occurrent  omnes  numeri  divi> 
soro  n  minores  ». 
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1  esprit  et  la  méthode  ;  d'ailleurs  il  y  est  einployé  à  chaque 
instant, 

Pour  ces  deux  raisons,  il  semble  que  ce  serait  chose  utile 
qu'une  monographie  de  ce  théorème  et  de  ses  nombreuses 
conséquences,  presque  toutes  origines  directes  des  diverses 
divisions  de  la  théorie  des  nombres.  Tel  est  le  programme 
du  présent  article,  le  second  de  ceux  que  nous  avons  an- 
noncés, page  25*. 

1.  —  La  relation  que  présentent  deux  entiers  û.  A,  ne  dif- 
férant que  d'un  multiple  de  é,  s'écrit  «  =  A  (mod  b)  et 
s'énonce  a  congru  à  A,  suivant  le  module  b. 

Si  on  a  : 

a  =  A  ,  a'  =  A'  .  a"  =  A**,  ...  (luod.  b) 

on  aura  aussi  : 

aa'  ...  =  AA'  ...  ,     ka  =  kk  .     ka  +  la'  -f-  ...  =  XA  +  /A'  +  ...  , 

a"  =  A"  (mod.  b) 

De  plus,  si  le  nombre  k  divise  a  et  A  et  qu'en  outre  il 
soit  premier  avec  6, 

2.  —  Les  entiers  a  c/  b  étant  premiers  entre  eux,  si  on  di- 
vise par  b  les  (b  —  1)  premiers  multiples  de  a,  les  restes  se^ 
ront,  dans  un  certain  ordre  les  (b  —  i)  premiers  entiers.  (Eu- 
1er,  1759).  Aucun  reste  n'est  nul,  et  il  ne  peut  y  en  avoir  deux 
qui  soient  égaux,  car,  autrement  on  aurait,  par  exemple, 

aa  =  r       et       fia  =  r      d'où       (a  —  |3)  a  =  0         (mod.  6) 

ce  qui  est  impossible,  puisque  a  est  premier  avec  b  et  que, 
a  —  j3  étant  <  é,  l'expression  (a  —  (3)  a  ne  peut  représenter 
un  multiple  de  b. 

Cor.  L  Si  a  et  6  sont  premiers  entre  eux,  on  peut  toujours 
trouver,  au-dessous  de  6,  un  nombre  x  qui  satisfasse  à  la 
congruence  ax^c  (mod.  6),  ou,  si  Ton  veut,  à  la  relation 
ax  —  by  =  c. 


^  Dans  le  premier  article,  prière  do  rectifier  ainsi  le  comniencenicnt  du  n*  3,  p»gc  2<j  : 
3.  —  Posons  f»*  =  r,  il  viendra  f»*  =  r"*  =  1  :  on  a  donc,  etc. 
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Si  a  et  b  no  sont  pas  premiers  entre  eux  et  que  ô  soit  leur 
p.  g.  c.  d.,  r  et  ^  seront  premiers    entre  eux  et  on  pourra 

écrire  a.v  —  %  =  cO- 

On  remarquera  que  si  .v  satisfait  à  la  congruence  a.v  =  c 
(mod.  6),  tous  les  nombres  congrus  à  a:,  c'est-à-dire  compris 
dans  la  formule  kb  +  jt^  y  satisferont  également,  et  il  n  y 
aura  que  ceux-là. 

Cor.  IL  Si  [kb  +  a)  [Ib  -\-  x)  =  mb  +  c,  .r  a  toujours  une 
valeur  unique  <  b.  Ainsi  tout  nombre  qui,  multiplié  par 
8  +  5S  donne  un  produit  8  +  7/  est  de  la  forme  8  +  3, 
puisque  3.5  r=  8  +  7. 

Si  a  et  oLa  sont  tous  deux  =  1  (mod.  6),  il  en  est  de  même 
de  «. 

Cor.  IIL  Supposons  b  impair:  les  restes  de  la  division  par 

b  des  nombres  a^  2^,  3a,  ...    '  "T     «  sont  tous  différents  et  de 

plus  la  somme  de  deux  restes  quelconques  ne  peut  être 
égale  à  b.  ((iauss). 

Cor.  IV.  Soit  a  Tun  des  nombres  1,  a,  «',  a",  ...  b  —  l, 
lesquels  sont  inférieurs  à  é  et  premiers  avec  lui:  la  division 
des  nombres  «,  cioiy  aa\  ...  a[b  —  1)  par  ft,  donnera  comme 
restes  les  mêmes  nombres  1,  a,  a',  ...  (Gauss). 

Cor.  V.  Nombres  associés.  Appelons  associés  relativement 
à  6,  deux  nombres  dont  le  produit  est=  1  (mod.  b)\  un  nom- 
bre quelconque,  premier  avec  6,  a  son  associé  (Euler  1772j. 

En  particulier,  si  b  est  un  nombre  premier/?,  tout  enlier 
inférieur  à  /?  a  son  associé.  En  outre  les  nombres  1  et  /;  —  l 
sont  les  seuls  à  être  leurs  propres  associés,  car,  de  x*  =  1*, 
on  tire  [x  +  i)  [x  —  \.)  =  0. 

On  verra  de   même  :   1®  que  2   et  ^  "T     sont   associés,  de 

même  que  ^  ~     et  /;  —  2  ;  2"  que  les  compléments  à  /;  de 

deux  associés  sont  eux-mêmes  associés. 

Cor.  VI.  Si  n  divise  a^  ±  kb^^  a  ei  b  étant  premiers  entre 
eux,  il  divise  aussi  un  certain  nombre  de  la   forme  x±k. 


*  Nous  entendons  par  là  un  multiple  de  8  augmenté  do  5. 

*  Quand  le  module  est  le  nombre  premier  indéterminé  y»,  on  hc  dispenBe  d'ccriro  la  mention 
(mod.  p). 
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•  Kuler   1748).   Démonstration   de   Lagrange   (1769).  On  peut 
érrire  a  =  hx  (mod.  n),  d'oii 


0  =  /,2  rb  Ur-  =  A».r»  dr  kh*  =r  />»  U»  zt  /) 


liiHid.  //I 


En  particulier,  si  le  nombre  premier  p  divise  a*  ±:  Ub^^ 
il  divise  aussi  j*  zh  /r  '. 

Cor.  VIL  Les  nombres  r^  et  b  étant  premiers  entre  eux, 
tout  diviseur  de  «*  -f  Â'è^  est  de  la  forme  L6*  +  ^ï*-'"  +  ^i*^* 
et  on  a  en  outre  4LN  --  M*  =  4/t  (Lagrange  1775)'. 

Soit  n  un  diviseur  de  r/*  -f-  /iZ;*  ;  on  peut  écrire  «  =:  ôi»  +  "-^^ 
ce  qui  donne 

rt»  4-  kh^  =  u«  4-  /)  tr-  -h  -ii/i^j-  4-  /iV , 

ce  qui  montre  que  n  divise  p*  +  /r,  puisque  w  et  6  sont  pre- 
miers entre  eux. 

Remarques,  Formes  réduites.  On  donnera  ainsi  qu'il  suit 
une  forme  plus  précise  au  diviseur.  Si,  en  valeur  absolue, 
M  >  L  ou  >  N,  la  formule  L6*  +  Mô.r  +  Nj?*  peut  se  chan- 
ger en  Vb'^  +  M'ôV  +  NV*,  avec  les  relations 

W/N'  —  M'*  =  'j/       «i       M'  <  N  ,  1/  ^  L  .  V  ^  N  . 

Faisons  en  effet  b  =  b'  —  mx\  x  =  x'  ;  la  transformée 
s'obtiendra  en  posant  : 


d'où 

(a) 


L'  =  L  .   M'  =  M  —  2I.m  ,   N'  =:  Lm*  —  M/w  +  N 


4I/iN'  —  M'«=  U.N  —  M* 


Or  on  peut  prendre  m  tel  que,  en  valeur  absolue,  on  ait 
M'  <  L'  =  L  <  M  et  de  là,  à  cause  de  (a),  L'N'  >  LN  ou 
.V  >  N. 

Si  M'  >  i\'  on  opérera  de  même  et  on  obtiendra  une  aulre 
transformée  du  diviseur,  laquelle  donnera  4L"  N"  —  M"* 
=  4/;:,  N"  =  N' ,  M"  <  M' .  V  >  i;  ;  et  ainsi  de  suite. 


»  On  dit  Houvont  quo  p  divUe  hx* -\-  Bx  -|-  C,  pour  signaler  qu  il  «xi^le  un  .nlior  x.  qui  iM-nd 
la  valeur  de  rexproHâion  Ax*  +  Bx  +  C  divisible  par  p. 

*  I^'  théorème  de  Lagrange  est  plus  général  :  il  traite  lexprcssion  Aa»  -f  Bafr  +  C/^,  au 
lieu  do  a»  +  AA»  ;  mais  il  suffit  de  considérer  cotte  dornièro,  car  la  prérôdonlo  »>  nuuono  \n\- 
mrdiatomoni,  puisqu'on  peut  IVcrire  ainsi 

|2Aa4-B/»»4-  (^A<:-  H«i^ 
^A 

L'Enseigncnicint  mathém.,  9*  année  -.  1907. 
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Puisque  les  nombres  M,  M',  M",  ...  décroissent  de  plus  en 
plus,  que  L,  L',  ...  et  N,  N',  ...  ne  croissent  pas,  on  arrivera 
à  une  expression  de  la  forme  suivante 

pour  le  diviseur  de  «*  +  kb^.  Dans  celte  expression,  appelée 
par  Gauss,  la  forme  réduite^ ^  y  e\,  z  sont  premiers  entre  eux, 
^r^  P,  $  ^  R  et  de  plus 

1/3)  '»PR  —  ♦'  =  'f/  . 

Si  l\  >  0,  4PR  esl  positif  et  comme  P  ^  *  ,  R  ^  *,  on  aura  : 

4PR  ^  'i*'  ,     d'où     ^  ^  2i/i    . 

Si  A:  <  0,  on  aura  : 

♦«  —  4PR  >  0  ,    d'où    ♦  ^  2  i/—   . 
$  est  pair  d'après  (/3)  ;  on  prendra  $  d'après  les  limites  in- 


diquées et  pour  P  et  R,  les  facteurs  de 


♦*-l-  k 


en  rejetant 


$ 


ceux  qui  seraient  <  $  . 

Le  nombre  des  diviseurs  est  visiblement  fini. 

Diviseurs    quadratiques,    —    1^   soit    /i*  =    1  ;    on   aura 

2  i/î  ;  donc  *  =  0  et  d'après  (/3),  PR  =  1,  d'où  P  =  I, 

R  =  1.  x\insi  les  diviseurs  de  a*  +  b*  sont  de  la  forme  y  +  z' 
(Fermât). 

2*»  Soit  ^  =  2  ;  il  viendra  *  ^  2  i/| ,  d'où  0  =  0,  PR  =  2  , 

PR  =  1 ,  R  :=!  2.  Ainsi  les  diviseurs  de  a*  +  2b*  sont  de  la 
même  forme  (Eulen. 

3®  Soit  A:  =  3  ;  il  viendra  $  ^  2  ;  <P  peut  prendre  les  valeui-s 
0  ou  2.  La  première  donne  PR  =  3,  d'où  P  =  1,  R  =  3.  La 
seconde,  PR  =  4,  d'où  P  =:  R  =  2.  Ainsi  les  diviseurs  im- 
pairs de  a^  +  ^'^b*  sont  de  la  même  forme  (Euler). 


*  Gnuss  y  arriva  pwr  corlainos  tiMiisfonnatioiis  qui  rn  r<>nd<!nt  IVludf  lIu-oriqiiM  plu»  ncn-s- 
sibh'.  mais  il  suffit  pour  noliv  objot  df  nmiitivr  l'i-xistonco  di*  la  fonm*  roduilr. 
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4**  Soil  enfin  Ar  =  —  2  ;  on  aura  ^  ^  2i/^;  donc  $  ^  0  , 

PR  =^  2,  P=^l,  R  =  2;  ou  bien  P  =  2,  R  =  l. 

Les  diviseurs  sont  ainsi  de  l'une  des  formes  ?y*  —  2z^  ou 
2y^  —  2*,  lesquelles  n'en  font  qu'une,  car  on  a 

f  —  2z«  =  2  (r  —  zf  —  [y  —  2c)»  . 

Ainsi  les  diviseurs  de  a^  —  2b*  sont  de  la  même  forme  (Eu- 
ler). 

Legendre  a  donné  la  table  des  diviseurs  quadratiques 
jiisqu  à  A'  =  ±  103.  Pour  s'exercer,  on  pourra  vérifier  que 
les  facteurs  de  a^  +  13^*  sont  de  l'une  des  formes 


r"  +  13c 


2r*  -f  2jc  -h  :=» 


Diviseurs  linéaires.  Reportons  nous  aux  quatre  applica- 
tions qui  précédent  et  considérons  seulement  les  diviseurs 
impairs. 

1**  y  et  z  étant  premiers  entre  eux  et  y*  +  2*  un  diviseur 
impair^  on  a^  par  exemple,  y  pair  et  z  impair.  11  suit  de  là 
que  les  diviseurs  impairs  de  a*  +  ^^  sont  de  la  forme  4  +  1 
(Fermât), 

2°  y^  +  2js*  ne  peut  représenter  un  impair  que  si  y  est  im- 
pair. Selon  que  z  sera  pair  ou  impair,  on  aura  y^  -h  2z^  =  8 
+  1  ou  8  +  3  :  telles  sont  les  formes  des  diviseurs  de 
a^  +  2^»^  Fermai). 

IV  L'un  des  nombres  y,  z  est  pair,  l'autre  impair  :  autre- 
ment î/^  +  33*  serait  pair.  D'ailleurs  y  ne  peut  être  un  mul- 
tiple (le  3  cnr  y^  +  33*  le  serait  aussi.  Supposons  y  pair,  il 
sera  de  la  forme  6  =h  2,  3  sera  impair  et  on  aura  y*  +  3^*  = 
6  +  1.  Soit  y  impair,  ce  (|ui  demande  qu'il  soit  de  la  forme* 
6±i,  z  sera  pair  et  on  aura  y*  +  3^*  =  6  +  1-  Cette  der- 
nière forme  est  donc  celle  des  diviseurs  premiers  impairs  de 
a^  +  368  (Fermât). 

4**  On  verra  de  même  que  tout  diviseur  impair  de  r/*  —  26* 
est  de  Tune  des  formes  8  -t-  1,  8  —  1  (Fermât). 

Diviseurs  numériques.  Les  formules  des  diviseurs  servent 
principalement  dans  la  recherche  des  diviseurs  des  grands 
nombres.  On  en  saisira  l'usage  par  l'exemple  simple  suivant. 
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On  a  10273  =  101'  +  2.6*  =  89«  +  3.28^  Les  diviseurs  de 
ce  nombre  appartiennent  ainsi  aux  formes  8  +  U  8  +  3, 
6  +  1.  La  seule  forme  à  essayer  est  donc  24  +  1  ;  or  les  seuls 
nombres  premiers  de  cette  forme  inférieurs  à  \/\Q2Ti  sont 
73  et  97:  la  division  par  ces  deux  nombres  ne  réussissant 
pas,  le  nombre  10273  est  donc  premier. 

Formes  quadratiques.  G'qst  ici  le  lieu  de  donner  une  idée 
de  la  théorie  des  formes  quadratiques^  c'est-à-dire  des  ex- 
pressions de  la  forme  ax^  -\-  2bxy  -j-  cy*,  qu'on  représente 
par  la  notation  [a.b^c).  Cette  théorie  tire  son  origine  des 
beaux  théorèmes  dûs  à  Fermât  et  démontrés  par  Euler,  qui 
en  a  compris  l'importance  et  dégagé  les  principes.  Lagrang<^ 
Ta  définitivement  fondée  par  sa  considération  des  formes  ré- 
duites; Legendre  Ta  ensuite  perfectionnée  à  divers  égards  ; 
mais  c'est  surtout  Gauss  qui,  la  reprenant  systématiquement  « 
en  a  fait  le  chapitre  le  plus  vaste  et  le  plus  fécond  de  la 
théorie  des  nombres. 

Le  but  de  Gauss  était  primitivement  la  représentation  des 
nombres  par  des  formes,  mais  l'intérêt  propre  de  ces  ex- 
pressions les  Ini  a  fait  étudier  en  elles-mêmes  et  il  a  été  suivi 
dans  cette  voie  par  les  plus  éminents  arithméticiens. 

Nous  nous  contenterons  d'indiquer  ici  quelques  notions 
très  élémentaires  de  cette  théorie,  dans  le  but  de  familiariser 
avec  la  terminologie  de  Gauss,  laquelle  a  souvent  effrayé  les 
débutants  par  le  grand  nombre  des  idées  et  des  expressions 
nouvelles  qu'elle  a  introduites  dans  la  science  des  nombres. 

1°  Dans  la  forme  [a,  b,c)  =  ax^  +  2bxy  -h  cy*,  substituons 
les  valeurs 

X  =  a^  4-  Py'  .    y  =  7^'  -h  ^/  ' 

il  viendra  une  autre  expression  de  la  forme 

tfl',  y,  c'\  =  a'jr'«  +  2//xy  -f  c'/«  . 

On  dit  que  la  première  forme  renferme  la  seconde,  et  la 
substitution  se  figure  par  la  notation  (" -)  •  De  même  dans  la 
seconde  forme,  effectuons  une  substitution  y,^,)  .  il  viendra 
une  troisième  forme  renfermée  dans  la  deuxième.  Or  la  pre- 
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mière  forme  peut  donner  la  troisième  à  l'aide  d'une  cerlaine 
f.„J  déterminée  par  les  rormules 

J"  =  7|3'  -f-  iJ-î'  . 

et  liée  aux  deux  autres  par  la  relation 

2**.  Si  dans  la  deuxième  forme,  les  nombres  x'  et  y'  sont 
entiers,  les  nombres  x  et  y  de  la  première  le  seront  égale- 
ment si  Ton  a  «(î  —  jSy  =  dz  1  ;  et,  dans  ce  cas,  les  deux 
formes  sont  dites  équivalentes^,  proprement  dans  le  cas  du 
signe  +  et  improprement  dans  le  cas  du  signe  — .  L'équi- 
valence de  ces  deux  formes  se  note  ainsi  (û,  ô,  c)  en  [a'b'c']. 

La  quantité  ac  —  b^  s'appelle  d'après  Gauss,  le  détermi- 
nant de  la  forme  (a^b^c).  Les  déterminants  de  deux  formes 
équivalentes  sont  égaux  ;  la  réciproque  n'est  pas  vraie  en 
général. 

3*.  Les  lettres  .r,  y,  x\  y\.,  représentant  des  entiers  qui 
peuvent  être  quelconques,  on  peut  supprimer  les  accents 
dans  une  forme  considérée  isolément,  et  ainsi  on  peut  dire 
que,  si  deux  formes  sont  équivalentes,  tout  nombre  repré- 
sentable par  Tune  Test  également  par  l'autre. 

4^  Si  on  a  «^  —  /3y  =  ^1,  la  substitution  y  ^^  est  très  re- 
marquable: elle  est  dite  modulaire  et  les  formes  qui  s'en 
déduisent  sont  dites  de  même  classe.   Si  ad  —  /3y  =  —  1  * 

effectuer  la  substitution  (*  w  puis  la  substitution  (  __  )  re- 
vient à  effectuer  la  substitution  unique  \  ^  *)  -,  qiû  est  mo- 
dulaire. 


^  'iVlIrs  «ont  lo«  forin«>9  {a,  *,  c)  ,  {c,  b,  a)  ,  (r.  —  b,  a) ,  (a.  —  ù.  c),  qui  sont  ri>s|M'c'liM'ineiit 
l4*s  forinos  identique,  asxocièe,  compté  me  n  tait  e  et  opposée  à  la  forme  (a,  b,  c).  Ellfs  hVo  dédiii- 

s«nt  pur  le  moyon  ch-s  substitutions  (J  J)  ,  (^^  J)  ,  (^^^  ^\  ot  (^^  j)  . 

Dodr>kinfl  «  appelé  par  analogie  nombres  équivalents  ceux  qui  sont  ctinipris  dans  la  forinul(> 

',  .  quand  «o  —  ay  =  ±:  1.  Ils  jouent  un  rôle  importitnl  dans  la  résolution  dos  con- 

yx  Jf-fj  ^' 

jfnienees  du  see<»nd  degré. 
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5**.  Deux  formes  réduites,  qui  ont  un  même  déterminant 
positif,  ne  peuvent  être  de  même  classe  que  si  elles  sont 
identiques.  De  là  le  moyen  de  reconnaître  si  deux  formes  de 
même  déterminant  positif  sont  de  môme  classe. 

Si  les  nombres  rt,  6,  c  n'ont  aucun  diviseur  commun,  et 
qu'on  pose  ac  —  b^  =..  D,  les  valeurs  déterminées  par  la  re- 
lation   /*  +   D//*  =   1    donneront   toutes   les    substitutions 

\  ~  ^  /"I.T  /  ^1"^  changent  la  forme  (a^  é,  c)  en  elle-même. 
On  tire  de  là  le  moyen  de  trouver  les  substitutions  modu- 
laires qui  lient  deux  formes  à  déterminants  positifs  et  de  la 
même  classe. 

Les  théorèmes  analogues  dans  le  cas  d'un  déterminant  né- 
gatif sont  beaucoup  moins  simples. 

6*".  Les  problèmes  généraux  résolus  par  Gauss  et  ses  con- 
tinuateurs visent  surtout  la  détermination  et  le  dénombre- 
ment des  classes  des  formes  de  même  déterminant,  ainsi 
que  différents  modes  de  les  grouper. 

Cor.  VIIL  Si  n  =1  ay,^  -f  2bi>.v  -f  cp*,  jùt  et  v  étant  premiers 
entre  eux,  on  peut  déterminer  un  nombre  dont  le  carré  di- 
visé par  /;,  donne  pour  reste  6*  —  ac^  (Gauss.)  Posons  en 
elfel  ^lt —  vy  =  1,  il  viendra 

(8)       \x{b[k  4-  r»')  -I-  y\a^  4-  hv)^  =  n  (r^»  -f  2bry  -|-  vx'*\  -f  //»  —  ac  . 

Coi\  IX.  Une  expression  de  la  forme  A.r"  -f  ...  -j-  M  =  0 
s'appelle  une  congruence  du  /?"  degré  et  les  valeurs  de  x  qui 
y  satisfont  et  sont  inférieures  à  /?  en  sont  les  racines  \  les 
autres  nombres  plus  petits  que/>  en  sont  les  non-racines. 

n  désignant  un  nombre  inférieur  à  p,  la  congruence 
¥[ji')  =:  A.r"  +  B-r"-*  -f  ...  +  Lr  +  M  =  0  ne  saurait  avoir 
plus  de  n  racines  (Lagrange,  1768.;  Soit  en  effet  a  une  racine 
(le  I'  (.r)  =  0  ;  on  a  : 


F  1^0  =  0 


do 


A  [xn  —  a")  4-  B  (jr«-»  —  </«-!)  4-  ...  4-  I.  |-r  —  a)  =  0. 


Le  premier  membre  est  divisible  par  x  —  a,  quantité  non 
multiple  de  p.  De  là,  une  transformée,  de  la  forme  A.r"-'  -|- 
...  +  L  =  0.  Si  le  nombre  i,  plus  petit  que  p  est  une  autre 


Ia'  nombre  //*  —  «<•  i»sl  dit  résidu  dr  w. 
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ra<'ine,  on  aura  de  même  A  ^a^""*  —  6"*"^)  +  ...  =  0,  d'où,  en 
divisant  par  x  —  b,  Aj?"-*  +  ...  =  0,  laquelle  ne  peut  avoir 
qu'une  solution. 

Certaines  congruences  ont  toutes  leurs  racines  ;  certaines, 
au  contraire,  n'en  ont  aucune,  comme  la  suivante,  x^  —  2.r 
+  4=0(mod.5). 

On  suppose  que  les  coefficients  de  F  (.r)  ne  sont  pas  tous 
des  multiples  de  p\  autrement  on  aurait  ¥  [x)  =  0,  quel  que 
soit  .r.  Une  telle  congruence  est  dite  identique.  Réciproque- 
ment, si  on  a  F(.r)  =  0  quel  que  ^oit  j^,  les  coefficients  sont 
tous  des  multiples  de  p. 

Remarques,  V*  Euler  avait  esquissé,  en  1754,  une  démons- 
tration de  ce  théorème,  qu'on  peut  présenter  ainsi  :  Si  les 
n  -\-  1:  premiers  entiers  étaient  racines  de  V  [x]  =  0,  les  va- 
leurs correspondantes  de  F  [x)  et  leurs  difTérences  premières,- 
secondes,  ...  seraient  =  0.  Or  la  différence  n^  est  égale  à  Aw  î 
c(uantilé  incongrue  à  p,  La  supposition  est  donc  fausse,  et 
la  congruence  a  des  non-racines  ^  /i  -|-  1. 

2"  Si  le  premier  membre  F  [x)  peut  se  décomposer  en 
<leux  facteurs  entiers  f  [x)  ^  <p  (.r)  de  degrés  k  et  n  —  A:  et 
<|ue  la  congruence  V  {x)  =  0  ait  /i  ra<!ines,  les  congruences 
/  .f)  =  0,  <f{x]  =  0  en  ont  re^pectivement  k  et  n  —  k  (La- 
grange.)  En  effet  chacune  ne  peut  en  avoir  davantage  et  elles 
ne  peuvent  en  avoir  moins,  car  toutes  les  racines  doivent  se 
retrouver  dans  la  congruence  f(.r)  9(^7)  =  0. 

Euler  avait  auparavant  démontré  cette  proposition,  dans 
un  cas  particulier. 

Cot\  X,  Critérium  d'Euler.  1®  Soit  «*  =  /•,  on  aura  égale- 
ment [p  —  a)^  =i  r\  la  congruence  x^  =  /'  n'a  que  les  deux 
racines  «  et  —  a^^  car  on  peut  l'écrire  [x  +  '*)  G^'  —  ')  =  ^^• 

Les  p  —  3  entiers  inférieurs   à  p  et  différents  de  a  et  <le 

—  a  se  partagent  en  ^  ~"  '  groupes  de  deux  nombres  dont 
le  [)ro(liiit  est  =  /•.  (^omme  a  {p  —  r/)  =  —  a^  =  —  /*,  on  a, 
en   multipliant,  res  ^  "7     groupes  et  posant  />  =  2m  -f-  l, 

j  II  (/.»  —   Il  I  =  —  r'«   . 


Pniir  ahi'^jçcr.  on  .crit  soiivfnt  —  a  aii  li«Mi  «lo  p  —  a. 
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2^  Puisque  dans  certains  cas,  la  congruence.r*=  z  a  deux 
racines,  il  y  a,  au-dessous  de  /?,  des  valeurs  p,  de  z,  qui  ne 
permettent  pas  de  satisfaire  à  cette  congruence'.  On  peut 

donc  former,  avec  les  p  —  1  premiers  entiers,  ^--^  groupes 

de  deux  nombres  dont  le  produit  est  =  p,  et  par  suite  on 
peut  écrire  : 

(5)  {p  —  1)  !  =  pm  . 

3**  La  valeur  3  =  1  permet  visiblement  de  satisfaire  à  la 
oongruence  x^  =:  z  \  on  n'a  qu'à  faire  .r  =  2  =  1.  Donc, 
puisque  le  nombre /""  est  congru  à  une  conslanle,  on  peut 
écrire 

/./«  =  Iwi  =r  1   ,        et  de  !à       p*»  =  —  /•'"  =  —  1  . 

Ainsi,  selon  que  la  valeur  de  z  permet  ou  ne  permet  pas 
de  satisfaire  à  la  congruence  .r*  =  2,  on  a  : 

zm  =  ±  1   . 

Cette  démonstration  est  due  à  Lejeune-Dirichlet. 
Cor,  XL  Représentons  par  Sk,n  la  somme  des  /i*"  puissan- 
ces des  k  premiers  entiers,  on  a,  pour  n  <  /?  —  1, 

(6)  *M__  1  ;i  =  0  .  (Gauss  et  Libri.) 

Démonstration  de  Poinsot  (1845).  Ecrivons  ax^ib.  d'où 
(axY  =  i";  il  s'ensuit  que,  pour  a  =  1,  2,  3.  .../?  —  1,  les 
restes  de  [axY  seront,  dans  un  certain  ordre,  les  mêmes  que 
ceux  de  «".  On  a  donc,  en  comparant  les  deux  séries  de  ré- 
sultais et  additionnant. 

Prenons  pour  x  une  des  non-racines  de  x"  —  1=0,  il 
viendra  la  relation  annoncée. 

Autre  démonstration.  L'expression  (r  +  i)"  —  .r"  est  la 
somme  des  n  termes 

(x  4-  1)"--l.  (X  -h  l)"-2  r  ,  {X  -\-  II"—*»  .r»,  .  .  .  ^«-1  , 


*  Le»  valeurs  do  ;  sont  appelées  résidus  on  non-résidus  de  /»,  selon   qu^^Mcs  iiormi'ttcrnt 
ou  non  la  ivalisatton  dr  In  oongnionce  x'  =  5. 
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et  par  suite,  elle  comprend  visiblement  n  fois  le  terme  .r'*"~\ 
plus  des  termes  en  .r'*~^,  x'*"'^.  ...  On  a  donc  : 

jj;  -|«  i)«  —  jr«  ==  /ijr«— »  -|-  Aj-w— 2  -f-  Bj-«— 3  -j-  . . .  L.r  -f  1  , 

A,  li, ...  désignant  des  coefficients  indépendants  de  x.  Chan- 
geant successivement  x  en  1,  2,  3,  ...  «  —  1  et  additionnant, 
il  viendra  : 

an  =  «5^_,    ^_,  +  A5^_^    ^_.^  +  . .  .  -^  L5^_j  ,  4-  rt  ; 

de  sorte  que  si  5û_i,„__2,  5a_i,;,_3,  ...  sont  des  multiples  de  a 
et  que  n  ne  le  soit  pas,  Sa-\,n—i  le  sera  également. 

Or  Sa—ui  est  un  multiple  de  «  ;  il  en  est  donc  de  même  de 
Vtf— 1.2 .  puis  de  Sa— 1,3 ,  etc. 

Cor,  XII,  Lemme  de  Gauss.  Divisons  par/?  les^-^—  =  m 

premiers  multiples  de  a  ;  les  restes  seront,  dans  un  certain 
ordre  et  avec  des  signes  divers,  les  nombres  ±  1,  ±  2,  ±  3, 
...  ±  m.  Posons  en  conséquence  : 

«  =  r,  ,  2a  =  /•,  ,    ...   ma  =  rm  , 

on  aura,  en  multipliant,  n  désignant  le  nombre  des  restes 
négatifs, 

m  !  rt'"  =  Ti  rj  . .  .  T/rt  n:  (—  1)'»  m   î 

d'où 

(7)  am  =.  (—   \\n   . 

Application,  Soit  a  =.  2.  Les  restes  ne  sont  autres  que  les 
produits  eux-mêmes  2,  4,  6,  ...  1m  =/>  —  1.   Les  produits 

plus  petits  que  "2 />  donnent  des  restes  positifs.  Or  le  nombre 

des  produits  2,  4,  6,  ...  p  —  1,  inférieurs  à  ^ />  est  pair,  si 

/j  =  8  +  ^  ou  8  +  3  ;  et  il  est  impair  si  /?  =  8  +  5  ou  8  +  7. 
Mais  le  nombre  total  m  des  produits  est  pair  pour  8  +  1  ou 
8  +  5,  et  impair  pour/?  =  8  +  3  ou  8  +  7.  Le  nombre  //  des 

restes  plus  grand  que  -  p,  est  donc  pair  ou  impair  selon  que 

/?  =  8  zb  1  ou /^  =  8  dz  3. 
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En  résumé,  on  a  : 

(8)  2'»  =  (—  1)     *     . 

Cor,  XIII,  Théorème  d'Euler.  Les  nombres  a  el  b  étant 
premiers  entre  eux,  on  a  : 

(9)  ^  fl^^*'=l  (mod.  (») 

y  (6)  désigne,  d'après  Gauss,  le  nombre  des  entiers  inférieurs 
a  b  et  premiers  avec  lui,  1,  «,  a,  ot" ,  ...  6  —  1* 

Démonstration  de  Gauss,  Appelons  n  le  produit  laa'  a"... 
[h  —  1),  il  viendra,  en  se  rappelant  le  Cor,  IV. 

na^<*^  =  n    .  ou  n  1«^<^'  —  l]  =  O  (mod.  //, 

d'où  la  relation  (9). 

Remarques.   1®.   Si  b  est  un  nombre   premier  />,   comme 

(p(^)  =  p  —  1,  la  formule  (9)  devient 

(10)  a''"^  =  1 

et  constitue  le  théorème  de  Fermai. 

2"  Démonstration  de  Poinsot,  Joignons  de  a  en  a  les  b 
sommets  d'un  polygone  ;  b  étant  premier  avec  «,  on  retom- 
bera sur  le  point  de  départ.  Autrement  celui  auquel  on  abou- 
tit pourrait  être  considéré  comme  !e  point  de  départ  d'un 
certain  polygone  fermé.  Si  on  suppose  que,  dans  cette  cons- 
truction, on  ne  passe  que  par  n  sommets,  le  nombre  total 
des  sommets  rencontrés  en  répétant  cette  construction  pour 
chacun  des  b  sommets,  serait  ainsi  na.  nombre  divisible  par 
b  puisqu'on  parcourt  une  ou  plusieurs  fois  le  polygone,  n 
est  donc  multiple  de  b  et  ne  peut  être  que  b. 

Ayant  joint  les  b  sommets  de  a  en  ^,  à  partir  d'un  sommet 
déterminé,  on  aura  un  second  polygone  de  b  côtés  qu'on 
traitera  de  même,  ce  qui  en  donnera  un  troisième  ;  et  ainsi 
de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  retrouve  le  premier  polygone.  On 
aura  ainsi  n  polygones  différant  entre  eux  et  qui  seront  tout 
ou  partie  des  polygones  étoiles  possibles,  lesquels  sont  au 
nombre  de  (p  /;),  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut.  Dans  ce 
second  cas,  n  sera  un  diviseur  de  9(6);  en  effet  prenons  un 
des  (f[b)  polygones  qui  ne  se  tronvoni  pas  dans  la  série  des 
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n  polygones  diflerents  qu'on  vient  de  définir;  on  pourra  de 
même  en  tirer  n*  polygones  différant  entre  eux  et  différents 
des  premiers  ;  car  les  constructions  dérivant  de  la  même  loi, 
si  un  polygone  de  la  première  série  était  identique  à  un  de  la 
seconde,  par  exemple,  les  deux  séries  seraient  forcément 
identiques.  Ainsi  les  polygones  non  compris  dans  le  premier 
groupe  se  partagent  également  en  groupes  de  «. 

Mais  le  procédé  revient  à  prendre  les  sommets  de  a  en  a, 
de  a^  en  «*,  de  «•  en  a^,  ...  de  a"  en  a"  ;  or  dans  ce  dernier 
cas,  les  sommets  sont  pris  de  1  en  1  :  on  a  donc 

an  =  1  (niod.  h] 

d'où   9)  en  élevant  à  la  puissance  entière  ^ —  . 
Cor.  XIV.  Théorème  de  ]Vilson.  On  a  : 

(11)  .  Ip- !)!=-! 

Démons  Ira  lion  de  Gauss.  Associons  deux  à  deux  les  nom- 
bres 2,  3,  .../?  —  2;  il  viendra  en  multipliant  ces  ^  (/?'—  'f' 
groupes, 

(12)  2.3  ...  (^  —  2)  =  1   . 

d'où  (H)  en  multipliant  par />  —  1. 

Remarques.  1**.  Ce  beau  théorème  paraît  avoir  été  entrevu 
par  Leibniz  ;  Waring  {Med,  alg,  1770)  en  fait  honneur  à  Jean 
Wilson.  La  première  démonstration  en  a  été  donnée  par 
Lagrange  en  1771  :  il  considère  l'égalité 

(«)  (X  +  Il  (J^  +  2)  ...  (X  -h  /?  —  1)  =  ^~*  4-  Ax^-^ 

4-  BxP-^  +  •..  -h  Kx  +  L 

et  compare  les  deux  résultats  obtenus,  1"  en  changeant  dans 
(a).r  en  .r  +  1,  2"  en  multipliant  (a)  par  .r  +  p.  Il  lire  de  là 
les  relations 

iA  =  0  ,     B  =  0  ,  ...  K  =  0  .     L  -+.  1  =  0  . 
ip  -  1)  L  =  C^^  -h  S-,  .p-1  A  -f  V2.p_2  B  +  .  .  .  = 
1  -h  A-f-B+  ...  +  K. 
d'il  \x  -I-  Dix  +  2)  ...  (j-  -1-  y,  —  1)  -   xP^^  +  1=0. 


*  Le  nombre  «  des  polvji^oDns  différcntii  obtenus  est  tudrpondant  on  otFi'ldc  la  position  dos 
b  |>oints:  il  doit  ôtre  le  màme,  quel  que  soit  le  pohgonc  dont  on  pari. 


Digitized  by 


Google 


:m)  A.    AURRY 

Si  X  est  nul  ou  congru  à  />,  la  relation  (14)  donne  le  théo- 
rème (le  Wilson.  Dans  les  autres  cas,  il  conduit  au  théorème 
de  Fermât. 

2**.  Le  théorème  de  Wilson  fournit  un  moyen  de  recon- 
naître si  un  nombre  donné  est  premier;  en  effet  si  p  était 
multiple  de  a^  par  exemple,  a  diviserait  [p  —  1)  !  et  par 
suite  ne  pourrait  diviser  (/> —  1)!  -(-  1.  Malheureusement  ce 
moyen  est  impraticable  à  cause  des  immenses  calculs  que 
nécessiterait  cette  recherche,  môme  dans  le  cas  de  nombres 
peu  considérables. 

3®.  Généralisation  de  Gauss.  Le  produit  des  y  (6)  nombres 
plus  petits  que  b  et  premiers  avec  lui,  est  de  Tune  des  deux 
formes  ±  1  (mod.  b).  Poinsot  a  donné,  de  ce  théorème  les 
trois  démonstrations  que  voici  : 

Si  a  est  Tun  des  nombres  a,  a',  a",  ...  b  —  1,  l'un  des 
nombres  «a,  aa\  ...  est  de  la  forme  1  (mod.  b).  Soit  aa.  =  1 
(mod.  b)  et  supposons  d'abord  a=^  ol^  il  viendra  a[b  —  a)  = 
—  1  (mod.  b)  ;  le  produit  des  couples  de  la  forme  a[b  —  a) 
sera  donc  ±:  1  (mod.  6),  selon  que  leur  nombre  sera  pair  ou 
impair.  Ce  nombre  n'est  d'ailleurs  autre  chose  que  celui  des 
racines  de  la  congruence  i**  =  1  (mod.  b). 

Soit  maintenant  a  différent  de  «.  Les  produits  analogues  à 
aoL  seront  tous  de  la  forme  1  (mod.  b)  et  aucun  des  nombres 
considérés  tout  à  l'heure  ne  se  retrouvera  parmi  ces  derniers, 
puisqu'à  chaque  nombre  a  donnant  «^  =  1  (mod.  6),  ne  cor- 
respond qu'un  nombre  a'  :=i  b  —  «,  donnant  aa'  =  —  l 
i^mod.  6),  et  qu'à  chaque  nombre  r/,  différent  de  son  associé 
«,  ne  correspond  qu'un  seul  nombre  a  tel  que  aa  =  1 
(mod.  b). 

Multipliant  tous  ces  couples,  on  obtient  le  théorème. 

Gauss  distingue  les  cas  où  il  faut  le  signe  +  ou  le  signe — , 
mais  nous  nous  en  tiendrons  là. 

Autre  démonstration.  Posons  aoîa  ...  {b  —  l)  =  n  ;  les 
nombres 

Il ,  îi    i»  . ..  -H- 

a       a  h  —  1 

sont  tous  différents  et  premiers  avec  b.  Les  restes  de  leur 
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division  par  b  seront  les  nombres  «,  a',  ...  ;  de  là,  en  multi- 
pliant, la  congrnence 

Autre  démonstration.  Joignons,  de  «  en  a,  les  sommets 
d'un  polygone  P,  de  b  côtés,  et,  de  x  en  .r,  ceux  du  deu- 
xième polygone  P'  ainsi  obtenu,  x  étant  choisi  tel  que  le 
troisième  polygone  coïncide  avec  le  premier  P.  On  a  ainsi 
pris  les  sommets  de  ax  en  aJ^,-  ce  qui  produit  le  même  résul- 
tat que  si  on  les  avait  pris  de  1  en  1.  Ainsi  si  a  est  premier 
avec  6,  il  y  aura  toujours  un  nombre  x  tel  que  olx  =  1 
•raod.  b)  ^ 

Si  J7  =  «,  et  qu'on  prenne  les  sommets  de  P'  de  6  —  a  en 
h  —  s,  on  retombera  sur  le  polygone  P  renversé  ;  donc 
a\b  —  a)  revient  à  —  1  ou  bien  a[b  —  a)  =  —  1  (mod.  b). 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  les  nombres  1,  a,  a',  ...  b  —  1 
peuvent  s'associer  de  manière  que  leur  produit  soit  de  la 
forme  zh  1  (mod.  b)  :  on  peut  donc  écrire 

n  =  ±  1  (mod.  b). 

selon  que  le  nombre  des  produits  de  la  forme  —  1  (mod.  6), 
est  pair  ou  impair*. 

Exercices. 


1.  La  somme  des  quotients  provenant  de  la  division  par  b 

2 


des  nombres  «,  2r/,  3«,  ...  [h  —  1)  «,   est  égale  à  ^  [a  —  1} 


II.  (Gauss'. 


^  Do  là,  UDC  solution  graphique  de  la  rougrueiice  ax  —  ^^  =  1.  (Poinsotj. 

*  Si  6  est  un  nombre  premier  p,  la  démonstrution  st*  simplifie  ainsi,  d'api*è8  ('.avlev. 

D'après  c<>  qui  a  été  dit.  Cor.  Xlll^  2«,  premier  alinéa,  b  points  disposés  régulièrement  sur 

une  circonfén'nco  sont  les  sommets  de   ' ; polygones  réguliers  de  h  côtés  :   d'où,  si  q 

«'»t  premier  «t  égal  n  p,   —  (p  —  1)  polygone». 

Or  le  nombre  total  des  polygones,  tant  réguliers  qu'irréguliors,  est  évidemment  la  moitié 
du  nombre  des  permutations  de  /»  —  1  objets,  puisque  ces  polygones  se  reproduist>nt  deux  a 
deux.  D'un  autre  côté,  si  nous  faisons   luurner  autour  de  8«m  centre,  et  successivement  des 

angles  —  .   —   ,  —  ,   ..  — ,  un  polvgonc  irregulier  quelconque,  nous  obtiendrons 

P         P        P  P  ,.  ..  1  j 

p  —  1  autres  polygon«*s  irréguliers  :  le  nombre  des  polygones  irreguliers  possibles  est   donc 

un  multiple  de/».  Delà,  la  relation 
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2.  Si  .r  =  a,  ^  =  /3  est  une  solution  de  ax  —  by  =  l  ; 
X  =  ca,  y  =  cj8  en  est  une  de  ax  —  %  =  c. 

3.  Trouver  x  tel  que  .r  =  «  (mod.  a)  et  .r  =  /3  (mod.  b). 
On  cherche  b\  =  1   (mod.  a)  et  «B  =  1  (mod.  b),  ce  qui 

donne 

jc  =  \ba  +  BajS  (mod.  a6) 

4.  Soit  g  celui  des  6  —  1  premiers  entiers  positifs  qui  rend 
c  —  ag  multiple  de  6,  Téquation  ax  i-  by  =  c  2l  un  nombre 
de  solution  représenté  par  la  formule  de  Paoli, 

5.  La  solution  de  ax  —  by  =•  c  est  donnée  par  la  formule 
de  Libri, 

.     (le  —  a)  kn       - 

SI  II    — - — 
h 

6.  Soit  jjL  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres 
donnés  a,  /3,  y,  ...  On  peut  toujours  déterminer  les  nombres 
A,  B,  C,  ...  de  manière  qu'on  ait 

--  -h  -5  -h    ■    =  f*  (Gaiiss). 

a         p 

7.  Résoudre  les  équations 

X  y    —  X  y   =  a  ,  X   y  —  xy    z=z  a    ^  xy  —  x  r  =  a  .         (Gau8s| 

8.  Soit  à  résoudre  les  équations 

X  -=1  ar  -\-  a  =  hz  -{-  p  ^=  Civ  -^  y=2  ... 

a,  b,c,  ...  étant  premiers  deux  à  deux.  On  pose  P  =  abc  ... 
et  on  calcule  a\  b\  c\  ...  de  manière  qu'on  ait 

P  P 

-  rt' =  1  (mod.  a)   ,         -}-//=  1  (mod.  h)  .  ... 
d'où 
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Le  problème  est  ramené  au  calcul  des  associés  de  —,  ... 
(Voir  exercices  n*'  10;  11  et  22). 

9.  Régula  cœcL  Partager  Â  en  /i  parties  telles  qucj  a  fois  la 
première,  b  fois  la  deuxième, ...  fassent  ensemble  une  somme 
B. 

Supposons  que  a  est  le  plus  pelit  des  nombres  a.byC,  ... 
On  a  : 

(h  —  a)  y  +  (r  —  fl)  3  4-  ...  zz  B  —  «A  , 

équation  de  la  forme  «y  +  /35  +  ...  =  G.  qu'on  résout  en 
remarquant  qu'il  y  a  au  moins  deux  coeflicients,  a  et  jS  par 
exemple,  qui  sont  premiers  entre  eux,  ce  qui  permet  de  poser 

a«'  -f  /Sp'  z=  1  ,     d  où     X  =  a'{C  —  ya  —  ...)  -f  |S>  . 
j  =z  j3'  (C  —  7a  —  ...)  -h  af*  .  .  . 

X,  ^,  ...  désignant  des  quantités  indéterminées. 

10.  Divisons  a  par  6,  b  par  le  reste,  ce  reste  par  le  second 
reste,  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  qu'on  ait 

«  =  «6  -{-  c  ,     b  =.  pc  -{-  d  ^     f  =  7«/  -}-  e  ,  ... 

3t, /3,  ...  sont  entiers  et  b,  c,  ...  diminuent  jusqu'à  ce  qu'on 
parvienne  â  m  ==  a/i  +  l. 
Formons  les  expressions 

[ec|  =  «  =r  A 
[a.|3|=l3A-h  1  =  B  . 
|«.j3.7l=:7B-h  I  =C, 


on  aura 

De  là  le  moyen  de  résoudre  ax  —  6y  =  zt  1*. 

11.  Soient  i\  ,  /'j,  /*«,...  et  ^i ,  çrj,  ^s,  ...  les  restes  et  les  quo- 
tients obtenus  successivement  en  divisant  /?parr/,  /'i,  /*, ,  r», ... 
Les  restes  sont  tous  différents  de  zéro  et  décroissent  jusqu'à 
/•„  =  1.  On  a  : 


*  Lt'S  llirorics  quf  contionfifnt  I<'S  oxerciccs  2,  U,  8.  9  et  10  étaient  cunniies  de»  Indiens, 
cnmme  un  le  voit  cho/.  Krahincp^upLi  oi  nhn^knrn.  Mais  c'est  seulement  Hachvt  qui  a  com- 
nirncr  à  IfS  exposer  av^c  inétiuitlu  et  on  driail. 
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De  là,  la  solulion  de  àx  =  dr  1.  (Binel). 

12.  rt  et  é  étant  premiers  entre  eux,  le  produit 

est  divisible  par  '    ^^    (Gauss). 

13.  Si  on  peut  écrire  a*  =  /•  et  6*  =  —  r,  on  a  :  .r*  =  —  1 
lEuler).  Eç  effet  posons  a.r  =  6,  il  viendra  a*.r*  =  6*  =  —  r/*. 
(Gauss). 

14.  Soient  û'  =  /•,  b^  =  rs,  on  peut  écrire  .r*  =  s  Euler,. 
En  effet  posons  aj'=:  b,  il  viendra  r$  =  b^  =:  r/^.r*  =  /.r-. 
(Gauss). 

15.  Soit  a^  =  «*  =  /•,  g-  et  A  étant  premiers  entre  eux,  on 
peut  écrire  r^  =  a.  En  effet  posons  gx  —  hi/  =  1,  il  viendra 

r^  =  fl*'^  nz  a^^-^^  =  «i^  .  (Legemlre). 

16.  Aucun  nombre  non  décomposable  en  deux  carrés  en- 
tier ne  Test  pas  non  plus  en  deux  carrés  fractionnaires  (Fer- 
mât). 

17.  L*égalité  ax*  —  y*  =  1  ne  peut  avoir  lieu  si  a  n'est  pas 
la  somme  de  deux  carrés.  (Brahmegupla). 

18.  Les  diviseurs  du  nombre  a^  —  3è*  sont  de  Tune  des 
formes  quadratiques  ±  .r*  qp  3y*,  ou  de  Tune  des  formes  li- 
néaires 12  =fc  1.  (Lagrange). 

19.  Les  nombres  a*  +  i  et  a^  —  a^  +  i  sont  respective- 
ment des  deux  formes  linéaires  8  +  1  et  12  +  1.  En  effet 
on  peut  les  écrire 

(fli  —  1)1  4.  i     et     (a^  —  D»  +  fl«  =  (a*  +  U«  —  :ia'.     (Sori-eti. 

20.  Si  Tun  des  coefficients  A,  B,  est  multiple  de/?,  la  con- 
gruence  Ax"  +  B/r"*"*  +  •••  +  M  =  0  ne  saurait  avoir  // 
racines. 

Il  en  est  de  même  si  M  =  0. 

Si  elle  a  n  racines,  «,  b,  ...  on  peut  l'écrire  A(.r  —  a) 
ir  —  6)  ...  =  0  et  Ton  a  : 

A(rt  +  /;  4-  ...I  4-  B  =  0  ,     a/y  ...  ==fc  M   . 
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21.  Du  Cor,  XI,  déduire  la  relation 

«^-l,;,-!  =  (/>  —  1)  ! 

ainsi  que  le  Cor,  IX. 

22.  Posons  rt*^*^  =  kb  +  1,  on  aura 

d'où  une  solution  de  ax  —  by  =  c  (Poinsol).  Ainsi  1  associé 
de  a  relativement  à  b  est 

f(b)-i 

23.  Trouver  .r  tel  que  ^  =  a  (mod.  «)  et  =  /3  (mod .  b).  On  a  : 

Ainsi  les  nombres  à  la  fois  des  deux  formes  3  +  1  et  4  ^ —  1 
sont  de  la  forme  12  +  7  ;  ceux  des  formes  3  —  1  et  4  +  I . 
de  la  forme  12  +  5  ;  ceux  des  formes  3  d=  1  et  4  =b  1,  de  la 
forme  12  ±:  1. 

24.  Changeons  successivement  ,v  et  y  en  1,  a,  y/,  ...  b  —  l 
dans  la  relation  a  =  xy  (mod.  b)  et  multiplions,  il  viendra 

^/î*'*)  =  _  n'     (mod.  b)         d'où  n*  =  1     (mod.  //=*! 

25.  Démontrer  les  relations 

{p  —  1)  (/?  —  2)  ...  m 


=  I—  II" 


{(f 


—  1)  î  1/^  —  ^)î  =  (—  i)«  . 


iL('lR'ïi^lU'). 


I  I^agraiigcl. 


A.  AuBRY  (Beaugency,  Loiret 


L'Enseignement  mathém.,  9*  année;  1907. 
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ENQUÊTE  SUR  LA  MÉTHODE  DE  TRAVAIL 
DES  MATHÉMATICIENS 


LES  RESULTATS»  —  IX» 

Question  21. 

Quels  conseils,  en  résumé^  donneriez-vous  :  a)  à  un  Jeune 
homme  poursuivant  ses  études  mathématiques? 

b)  A  un  jeune  mathématicien^  ayant  achevé  ses  études  or- 
dinaires^ et  désireux  de  poursuivre  une  carrière  scientifique  ? 

Plus  de  la  moitié  de  nos  collaborateurs  ont  répondu  à  ces 
deux  questions.  Nous  reproduisons  leurs  réponses  presqu' 
in  extenso  (sauf  celles  qui  sont  à  peu  près  identiques),  afin 
de  laisser  parler  le  plus  possible  nos  correspondants. 

Nos  lecteurs  seront  à  même  de  juger  et  de  comparer  les 
conseils  si  nombreux  et  si  utiles  destinés  à  l'étudiant  et  au 
jeune  mathématicien. 

Rép.  I  (France).  —  aj  de  ne  lire  que  des  livres  bien  faits,  de 
chercher  de  bons  professeur;s  et  de  bien  s'assimiler  leurs  leçons. 
—  b)  de  ne  lire  que  des  chefs-d'œuvres,  en  premier  lieu  ceux  de 
Gauss  dont  la  perfection  est  presque  inimitable  au  point  de  vue 
de  l'invention  et  de  Texposition,  et  dont,  pour  ma  part,  j'ai  tiré  le 
plus  grand  proGt.  Ne  jamais  s'attaquer  à  des  questions  de  pure 
fantaisie  quelque  séduisantes  qu'elles  paraissent;  fuir  sans  cesse 
les  méthodes  artificielles,  quelle  que  soit  leur  rapidité  (voir  plutôt 
la  manière  de  Gauss  et  de  Chasles).  Ch.  Mbray. 

Rép.  m  (Angleterre).  —  a)  Mettre  beaucoup  d'attention  au  côté 
pratique  et  utile  du  sujet.  —  b)  Ne  pas  laisser  son  goût  pour  les 
recherches  porter  atteinte  à  l'accomplissement  des  devoirs  pro- 
fessionnels qui  lui  procurent  le  moyen  de  vivre.  Il  tomberait  dans 
la  misère  et  personne  ne  lui  en  saurait  gré.  Bryan. 


*  Voir  VEtts.  math.,  7"  anii<*e.  n»  5,  p.  387-395;  n»  «,  p.  i73-478,  1905.  —  8«  annrc,  n»  1, 
p.  4:M8;  n»  3.  p.  217-225;  n»  4,  p.  293-310;  n»  5,  p.  383-385,  1906.  —  9«  année,  n»  2,  p.  123- 
135,  n»  3,  p.  20*-217.  1907. 

■  C'est  |>ar  erreur  qiio  lo.s  résiilUils  publiés  dans  le  prcccdont  numéro  portent  le  chilTrc  VII • 
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Rép.  VII  (Allemagne).  —  Le  jeune  homme  doit  se  proposer  un 
but  bien  déterminé.  M.  Cantor. 

Rép.  VIII  (Angleterre).  —  a)  Il  faut  chercher  les  applications  à 
la  vie  pratique  et  faire  un  bon  choix  de  matériel.  —  h)  Si  vous 
étudiez  Thistoire  des  sciences  mathématiques  vous  resterez  sans 
faire  de  progrès.  Il  ne  s'agit  pas  d'accumuler  des  connaissances. 
Le  crible  vaut  mieux  que  la  brouette.  (....) 

Rép.  IX  (France).  —  Travaillez  si  ça  vous  plaît,  et  ce  qui  vous 
plaît,  sans  atteindre  la  fatigue,  la  santé  étant  le  bien  le  plus  pré- 
cieux. On  ne  doit  au  travail  que  Taccomplissement  de  son  devoir 
professionnel.  Le  reste  est  une  satisfaction  que  je  vous  engage  à 
prendre  suivant  vos  goûts  pour  embellir  votre  existence.     (....) 

Rép.  XI  (Russie).  —  a)  Acquérir  des  connaissances  dans  les 
branches  les  plus  diverses  des  mathématiques,  poursuivre  quelque 
problème  par  ses  propres  forces.  —  h)  S'attacher  à  quelque  sujet, 
s'approprier  les  différentes  méthodes  et  ne  pas  perdre  de  vue  les 
progrès  de  la  science.  N.  Dblaunoy. 

Rép.  XIV  (Angleterre).  —  S'attacher  à  l'étude  des  auteurs  clas- 
siques. (....) 

Rép.  XVI  (Belgique).  —  h)  Tacher  de  voyager  et  de  visiter  les 
universités  étrangères.  Se  mettre  complètement  au  courant  d'une 
partie  au  moins  de  la  science,  et  la  plus  élevée  possible.  —  Ne  pas 
se  presser  de  publier.  Stuyvaert. 

Rép.  XXI  (Autriche).  —  Je  ne  puis  que  répéter  le  conseil  donné 
à  propos  de  la  question  II  :  Ayez  du  génie,  le  reste  importe  peu. 

L.  BOLTZMANN. 

Rép.  XXIII  (France).  — a)  Suivez  pas  à  pas  votre  enseignement; 
ne  vous  découragez  jamais;  ne  soyez  jamais  assez  satisfait  qu'après 
compréhension  bien  complète;  exercez-vous  sans  cesse  aux  appli- 
cations; ne  laissez  jamais  couper  le  fil  conducteur  qui  vous  con- 
duit d'un  bout  à  l'autre  d'une  année  scolaire.  Attachez-vous  à 
exposer  clairement,  soit  de  vive  voix  soit  par  écrit,  ce  que  vous 
croyez  bien  savoir.  La  patience  et  la  suite  dans  le  travail  sont  les 
conditions  maîtresses  de  la  réussite. 

h)  Ne  persévérez  dans  la  voie  mathématique  que  si  vous  êtes  sûr 
d'en  avoir  le  goût.  Suivez  vos  inspirations.  Commencez  par  re- 
faire personnellement  la  revision  de  vos  connaissances  acquises. 
Lisez  ce  qui  vous  semblera  utile,  de  préférence  les  maîtres  incon- 
testés; et  tout  cela  fait,  allez  de  l'avant.  Laisant. 

Rép.  XXIX  (Hollande).  —  a)  Développer  par  soi-même  ce  que 
l'on  a  étudié,  h)  S'attacher  à  une  branche  spéciale. 

Jax  de  Vries. 

Rép.  XXXI  (Allemagne).  —  a)  11  doit  savoir  calculer  avec  faci- 
lité. —  h)  Il  doit  professer;  a  docendo  dissimus  »  est  le  meilleur 
conseil  à  donner  à  un  jeune  savant.  Arthur  von  Oettincen. 

Rép  XXXIII  (France).  —  A  un  jeune  homme  non  encore  licencié 
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je  dirai  :  choisissez  une  bonne  Faculté;  comparez  le  cours  aux 
livres  !  —  A  un  licencié  voulant  poursuivre  je  dirai  :  Lisez  dans 
toutes  les  directions  pendant  1  ou  2  ans.  —  Si  vous  <>tes  à  Paris 
allez  en  Sorbonne  et  au  Collège  de  France.  —  «  Et  Tidéal,  me 
disait  M.  Em.  Picard,  est  de  ne  pas  prendre  de  notes,  et  de  rédi- 
fçer  le  cours  en  rentrant  chez  soi  ». 

S'étant  un  peu  orienté,  tâcher  d'obtenir  les  conseils  et  les  en- 
couragements d'un  savant  compétent  en  la  matière,  à  qui  Ton 
rend  compte,  après  quelques  mois,  des  résultats  obtenus. 

R.  d*Adhémar. 

Rép.  XXXVl  (Suisse).  —  bi  Passer  à  la  pratique  de  l'enseigne- 
ment, à  un  degré  quelconque.  Le  seul  but  doit  être  de  bien  en- 
seigner. S'il  y  réussit,  il  a  rendu  un  grand  service  aux  mathéma- 
tiques. Si  plus  tard  il  se  trouve  conduit  à  une  carrière  plus  élevée, 
les  années  consacrées  à  l'enseignement  plus  élémentaire  ne  pour- 
ront lui  être  que  très  utiles.  Bkykl. 

Rép.  XXXVIl  (France^.  —  a)  11  doit  diriger  ses  études  dans  le 
sens  qui  l'intéresse  le  plus.  —  b)  Etudier  des  mémoires  originaux 
et  les  approfondir.  11  est  souvent  très  bon,  après  avoir  étudié  un 
mémoire,  de  l'abandonner  et  de  le  reprendre  longtemps  après. 

Fabry. 

Rép.  XXXIX  Grèce).  —  a)  Ne  pas  Irop  lire,  maïs  lire  atlenlive- 
ment.  Ne  jamais  aller  plus  loin  sans  avoir  bien  compris  ce  qui 
précède.  Réfléchir  au  cours  d'une  promenade.  —  b)  choisir  selon 
ses  goûts,  une  direction  dans  les  branches  mathématiques  et  s'as- 
similer ce  qui  a  été  fait  dans  ce  domaine.  Communiquer,  si  c'est 
possible,  ses  recherches  à  d'autres  mathématiciens;  on  est  ainsi 
amené  à  mieux  formuler  ce  que  l'on  a  trouvé.  Publier,  car  cela 
excite  le  travail  personnel.  N.  Hatzidakis. 

Rép.  XLI  (Ecosse).  —  ai  Lire  Eulcr,  Lagrangc,  Gauss,  Jacobî» 
dans  l'original.  —  b)  Prendre  un  sujet  spécial,  le  plus  à  son  goût 
et  qui  ne  soit  pas  complètement  épuisé.  (....! 

Rép.  XLIII  (F'rance).  —  a)  Suivant  Tadage  :  «  primuni  vivere» 
deinde  philosophare  »,  se  faire  d'abord  une  position;  mais,  si 
l'on  veut  faire  de  la  science,  chercher  à  la  choisir  en  conséquence. 

b)  Les  études  achevées  et  la  licence  mathématique  passée,  sar- 
commoder  à  la  position.  Pour  les  études  mathématiques,  acquérir 
d'abord  une  forte  instruction  théorique  pure,  et  s'orienter  soit 
vers  les  mathématiques  pures  soit  vers  les  mathématiques  appli- 
quées. 

Un  ingénieur  mathématicien  doit,  d'après  moi,  chercher  à  faire 
des  applications  dans  \ç  domaine  de  l'ingénieur,  quitte  à  ne  pas 
négliger  les  mathématiques  pures,  s'il  le  peut.  Mais  il  doit  d'abord 
faire  une  thèse  de  doctorat  mathématique  sur  un  sujet  de  mathé- 
matiques pures  [a  fortiori  le  dirai-je  d'un  professeur^  i  Voir  aussi 
questions  11,  12,  13.  Ed.  Maillkt. 
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Rép.  XLIV  Italie;.  —  21  bjSe  consacrera  des  recherches  scien- 
tifi(|ues.  car  on  a  besoin  d'une  grande  culture  et  par  conséquent 
d'une  forte  préparation.  Marletta. 

Rép.  XI. VII  (Suisse).  —  a)  Etendre  le  plus  possible  ses  con- , 
naissances  dans  différentes  directions.  —  b)  Poursuivre  en  même 
temps  Vétude  d'une  branche  spéciale.  Les  nouveaux  traités  sont 
importants  pour  le  spécialiste;  les  lire  attentivement.     Gubler. 

Rép.  L    Ktats-Unis).  —  ay  Kmbrassez  un  champ  de  mathéma- 
tiques aussi  vaste  (jue   possible  sOus  la  meilleure  direction  que 
vous  pourrez  trouver;  examinez  en  même  temps  des  applications 
en  vue  des  mathématiques,;  elles  vous  fourniront  souvent  d'uti- 
les éclaircissements. 

bf  Lire  les  maîtres,  travailler  sous  la  direction  de  maîtres,  et  re- 
chercher leur  société.  (Voir  aussi  la  question  11).  Davis, 

Rép.  LIV  iKtats-Unis).  —  a}  Ne  pas  spécialiser  trop  tôt.  S'as- 
treindre à  lire  Tan^lais,  le  français,  Tallemand  et  Titalieu.  — 
hf  Ktudier  la  branche  que  Ton  préfère  en  se  plaçant  sous  la  direc- 
tion d'une  personne  compétente.  Coolidce. 

Rép.  LV  (Ktats-Unis  .  —  Je  déconseillerais  à  tout  le  monde  de 
des^enir  un  mathématicien;  quelqu'un  né  avec  de  réelles  disposi- 
tions pour  les  mathématiques  poursuivra  probablement  l'étude 
des  mathématiques  envers  et  contre  tout.  Par  contre  il  doit  être 
donné  toutes  les  facilités  possibles  à  quelqu'un  faisant  preuve 
d'un  grand  talent  mathématique.  En  Amérique  en  tout  cas  beau- 
coup déjeunes  gens  sont  aidés  et  (encouragés  par  de  nombreuses 
bourses  et  des  conférences  attrayantes,  à  poursuivre  les  études 
mathématiques  dans  les  universités. 

Leur  carrière  subséquente  pendant  10  ou  15  ans  ou  même  pen- 
dant toute  leur  vie,  s'ils  continuent  les  mathématiques,  consistera 
en  3  à  5  heures  lou  plus;  par  jour  d'instruction  en  classe,  sans 
encouragement  dans  les  recherches  mathématiques,  sauf  le  plaisir 
qu'ils  en  retirent  et  la  bonne  opinion  de  leurs  collègues  mathé- 
maticiens. Le  découragement  doit  venir  avant  et  non  après  h» 
choix  d'une  carrière  mathématique. 

Il  devrait  y  avoir  de  bonne  heure  une  sélection,  et  qu'en  outre 
cela  vaille  la  peine  d'en  être  l'objet.  Au  point  de  vue  des  recher- 
ches mathématiques  en  Amérique,  un  grand  progrès  résultera 
directement  et  indirectement  de  la  nouvelle  institution  Carnegie 
de  Washington.  L.-E.  Dickson. 

Rép.  LVIl  [Etats-Unis,.  — ai  Se  vouer  tout  entier  à  l'étude  et 
de  la  manière  la  plus  étendue  et  la  plus  féconde.  Tenir  compte 
des  branches  collatérales  qui  sont  utiles. 

bi  Aller  où  l'on  aura  la  meilleure  instruction  et  où  l'on  trou- 
vera les  meilleures  bibliothèques  et  les  instruments  nécessaires. 
S'attaquer  aux  problèmes  difficiles  et  apprendre  à  les  résoudre 
complètement.  E.-P.  Thompson. 
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Uép.  LX  (Suisse).  —  ai  Partager  si  possible  son  temps  entre 
une  université  allemande  et  une  université  française.  La  plupart 
des  Américains  ont  le  tort  de  choisir  uniquement  les  universités 
allemandes.  Emch. 

Rép.  LXIl  (Etats-Unis).  —  Travailler  longuement  un  sujet  car 
cela  a  autant  de  valeur,  si  ce  n'est  plus,  que  Tinspiration. 

Tallmax. 

Rép.  LXVl  (Etats-Unis).  —  Ne  pas  se  contenter  d'à  peu  près. 
Ne  pas  entreprendre  de  recherche  dans  aucun  domaine  sans  que 
le  sujet  ne  vous  intéresse  particulièrement.  Snyoer. 

Rép.  LXVIll  (Etats-Unis).  —  a)  Choisir  un  champ  promettant 
d'être  fécond  et  travailler. 

b)  Même  conseil  que  dans  aj  sauf  que  maintenant  une  plus 
grande  concentration  est  possible.  Conant. 

Rép.  LXIX  (Italie).  —  21)  A  un  jeune  homme  entreprenant  les 
études  mathématiques,  je  recommanderais  de  se  rendre  un  compte 
exact  de  ses  forces  intellectuelles.  S'il  se  sent  vraiment  porté 
vers  la  science  des  nombres,  s'il  voit  qu'il  peut  réussir  à  laisser 
une  empreinte  de  lui  par  des  travaux  originaux,  qu'il  étudie  avec 
ardeur.  Autrement,  qu'il  change  de  voie  et  il  pourra  dans  une 
autre  carrière  jouir  de  conditions  économiques  meilleures  et  il 
évitera  bien  des  heures  de  découragement.  Un  mathématicien 
ignorant  ne  sera  jamais  heureux,  tout  d'abord  parce  qu'il  pourra 
difficilement,  en  Italie  du  moins,  gagner  de  quoi  vivre  à  son 
aise  et  puis  parce  qu'il  ne  sera  jamais  assez  ignorant  pour  ne  pas 
avoir  conscience  de  sa  propre  ignorance.  (.... 

Rép.  LXX  (Etats-Unis).  —  ai  Ne  faites  pas  des  mathématiques 
le  but  de  votre  vie,  à  moins  que  vous  n'en  soyez  épris  et  que 
vous  vous  contentiez  de  rester  pauvre  dans  les  biens  de  ce  monde. 
—  b)  Intéressez-vous  à  l'humanité  à  cùté  de  vos  études  mathé- 
matiques; efforcez-vous  de  devenir,  non  seulement  un  homme 
de  science,  mais  aussi  un  homme  de  société.         J.-\V.  Youxc;. 

Rép.  LXXl  (Etats-Unis),  —a}  Etudier  sous  une  bonne  direction 
et  s'assimiler  quelques  ouvrages  fondamentaux  qui  donnent  un 
aperçu  de  tout  le  domaine  des  mathématiques. 

b)  Choisir  un  point  particulier  et  s'y  attacher  jusqu'à  ce  qu'il 
arrive  à  un  résultat.  Alors  il  pourra  passer  à  d'autres  sujets. 

J.-V.   COLLINS. 

Rép.  LXXII  (Etats-Unis).  —  a)  Son  but  devrait  être  d'acquérir 
une  connaissance  aussi  étendue  que  possible  des  divers  champs 
de  mathématiques  et  de  leurs  méthodes  caractéristiques. 

b)  La  réponse  à  cette  question,  comme  à  beaucoup  d'autres, 
dépend  dans  une  si  grande  mesure  de  l'individu  qu'il  est  diffi- 
cile de  dire  quelque  chose  de  général.  Les  uns  ont  besoin  de  se 
mettre  sous  l'influence  de  maîtres  inspirateurs,  d'autres  de  suivre 
leurs  penchants  naturels.  KELLor.ci. 
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'  Rép.  LXXVin  (Italie).  -^  21  a}  Aller  étudier  dans  Tuniversité  où 
enseignent .  les  professeurs  qui  communiquent  la  science  oifi- 
ciellc  (locale)  du  pays,  et  cela  pour  ne  pas  éprouver  des  désillu- 
sions dans  sa  carrière  en  se  voyant  négligé,  tandis  que  d'autres 
notoirement  inférieurs  lui  seront  préférés.  Bien  des  mathémati- 
ciens se  perdent  et  n'étudient  plus  parce  qu'ils  sont  négligés  et  se 
heurtent  à  Tindifférence.  ....) 

Rép.  LXXIX   Norvège).  —  Etudiez  les  grands  maîtres. 

A. -S.    GULDBERG. 

Rép.  I4XXX  (Norvège).  —  Travaillez  sérieusement.  Publiez  peu. 

Alf.  GuLDBERG. 

Rép.  LXXXII  (Suisse).  —  al  Voici  quelques  conseils  que  nous 
adressons  à  nos  étudiants  dans  les  «  Directions  générales  con- 
cernant le  plan  des  études  mathématiques  »  :  «  Le  développe- 
ment de  Tesprit  mathématique  ne  peut  se  faire  d'une  façon  ra- 
tionnelle que  si  l'étudiant  fait  preuve  de  volonté,  de  persévé- 
rance et  d'initiative  dans  le  travail.  L'acquisition  des  connais- 
sances mathématiques  exige  un  effort  constant.  Une  fréquenta- 
tion régulière,  non  seulement  des  cours,  mais  aussi  des  leçons 
d'exercices  est  indispensable.  Les  notes  prises  au  cours  seront 
aussi  brèves  que  possible;  elles  devront  toujours  être  revues 
et  développées  à  la  maison,  le  jour  même  si  possible.  Pour 
ceux  des  étudiants  qui  font  des  mathématiques,  leur  principal 
objet  d'étude,  ces  notes  devront  souvent  être  complétées  à 
Taide  des  traités  classiques.  Dans  tous  les  cas,  il  s'agit,  non 
pas  d'accumuler  des  notes  et  de  se  livrer  à  un  simple  travail 
de  rédaction  au  point  de  vue  du  soin  et  de  l'ordre  dans  le 
texte,  mais  avant  tout  d'un  travail  d'assimilation.  C'est  à  ce 
moment-là  que  l'étudiant  se  rendra  compte  .s'il  a  compris 
Tenchaînement  des  idées  et  la  méthode  employée  dans  la 
démonstration...  Les  cours  universitaires  ne  fournissent  pas  un 
exposé  dogmatique  de  la  branche  traitée  ;  ils  doivent  être  envi- 
sagés comme  un  simple  guide  et  comme  un  stimulant  pour 
l'étude  personnelle  ». 

Kn  résumé  :  Ne  faites  rien  à  moitié,  et  surtout,  ne  faites  des 
mathématiques  que  si  vous  vous  sentez  fortement  attiré  vers  elles. 

H.  Fkhr. 

Rép.  LXXXIV  (Suisse).  —  Etudiez  les  bons  ouvrages  mathéma- 
tiques tels  que  ceux  d'Eulcr,  Lagrange,  Cauchy. 

^  G.  Oltramare. 


Il  nous  parait  superflu  de  commenter  longuement  ces  excel- 
lents conseils.  Nos  jeunes  lecteurs  y  trouveront  de  nombreux 
encouragements  en  vue  d'une  bonne   orientation   de  leurs 
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études  et  de  leur  méthode  de  travail.  Puissent-ils  s'en  ins- 
pirer et  les  mettre  en  pratique. 

Parmi  les  aînés  beaucoup  regretteront  peut-être  d'avoir  été 
trop  livrés  à  eux-mêmes  autrefois  sans  guide,  sans  direction 
aucune  (voir  les  rép.  LXIX  et  LXXVIII),  et  ils  envieront 
peut-être  un  peu  ceux  qui  bénéficient  aujourd'hui  d'une  or- 
ganisation toujours  meilleure  des  études  et  qui  arrivent  ainsi 
à  trouver  de  bonne  heure  leur  véritable  maître. 


MELANGES  ET  CORRESPONDANCE 


A  propos  des  poljmomes  dérivés. 

Nous  avons  eu  Toccasion  de  signaler  récemment  à  M.  Kd.  Col- 
LiGNON  une  note  sur  les  polynômes  dérivés^  note  assez  étrange  que 
l'Académie  des  sciences  de  Toulouse  a  publiée  dans  ses  mémoires 
iF.  T.  lO"»»  série,  VI,  190(),  177-182). 

M.  CoUignon  a  profité  de  Toccasion  pour  nous  communiquer 
quelques  remarques  intéressantes  sur  le  sujet  auquel  a  trait  la 
note  en  question.  On  ne  les  trouve  guère  dans  les  ouvrages,  et  il 
nous  parait  utile  de  les  signaler.  Les  deux  premières  reposent 
d'ailleurs  directement  sur  la  notion  de  dérivée. 

1"  —  La  surface  s  du  cercle  de  rayon  /•  est  nr'\  sa  dérivée  par 
rapport  au  rayon  est  2nt\  longueur  de  la  circonférence. 

2**  —  De  même,  le  volume  v  de  la  sphère  de  rayon  r  est  ^  jt  /-^, 

la  dérivée  par  rapport  au  rayon  est  47r/-*,  surface  de  la  sphère. 

3°  —  Soit  P  un  polynôme  entier  en  .r,  du  degré  m  ;  P'  son  po- 
lynôme dérivé,  qui  sera  du  degré  m  —  1.  Soit  ^  une  racine  de 
P  :=  0,  le  polynôme  P  sera  divisible  par  .r  —  a^  et  Ton  aura 


en  désignant  par  Q  un  polynôme  entier  du  dcj^ré  m  —  1  en  .r. 
Prenons  les  polynômes  dérivés  des  deux  membrc^s  de  cette  équa- 
tion, il  viendra 
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polynôme  entier  en  x  du  degré  m  —  2.  Donc 

P'  P 


est  toujours  un  polynôme  entier  Q',  et  par  suite,  si  P  est  divisible 
par  u-  —  «)*,  P'  Test  par  .r  —  a;  ou  bien  si  a  est  racine  double  de 
P  =  0,  a  est  racine  simple  de  la  dérivée  P'  ==:  0. 

Donc,  il  est  aisé  de  déduire  la  théorie  des  racines  égales. 

4**  —  Lorsqu'une  fonction  V  de  .r  et  ij  est  telle  que  les  dérivées 
par  rapport  à  .r,  ou  par  rapport  à  //  sont  les  mêmes,  V  est  une 
fonction  de  la  somme  Jc  +  y.  Rn  effet,  il  est  alors  indifférent  de 
faire  porter  Taugmentation  h  sur  .r,  sur  y,  ou  sur  :f  +  //,  pour 
former  le  rapport 

/   {{jT  -j-  h\    ^  y\  —  /-  (j-  +  y)  ___    /"(.r  H-  (.v+  h)\  —  f  1-^  +  .r>  __ 

/•{Lr  4-  ri  -f  /i>—  /"  [Jr  -}-  V) 
A 

«lont  la  limite  sera  la  dérivée  cherchée. 

Considérons,  donc,  une  fonction  entière  homogène  de  jc  et  //, 
savoir 

^  =  j-     -I-  AiJ^         r  -h  Asj-         r*  -h  As.r        r'  +  .  .  .  +  ^„^_x'^' 

et  cherchons  à  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  coellicients 

A,,  Aj A,«  ;  pour  que  V  soit  une  fonction  de  [x  +  ^  .  Nous 

avons  ridentité  entre  les  dérivées  partielles 

\j.^rz  mjT  -|-  'Ml —  llAiJ-         y '\-  {m  —  2)A2J-         y 

+<;,i-:j)A3.r'"-S»+   ....   +  A,^,__,/'-* 

\^X,x"'-'  +  •2A,.,"'--r  +  :JA5.r"'-V   f   ...  +  (m  -  1  )  A,„  x)'""' . 


(3n  aura  donc 


m  {in  —  1  ) 
As  1= 


Al  ^  m  2 

2A2  =  (m  —  I)  Al  m  (m  —  1)  \m  —  2| 

2A»  =1  \m  -  2)At  .'  —  2~rn 


'"'^m  =  A,,,_,  A,„  _        2      W  ..,   m       - 
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et  il  vient  le  développement  du  binôme  (.r  -H  y)"* ,  avec  la  loi  des 
coeilicients. 

H.  GuiNARABs  (Elvas,  Portugal  . 

N.  D.  L.  R.  —  A  propos  des  paragraphes  1®  et  2®,  on  peut  obser- 
ver que  les  contours  dont  le  périmètre  est  la  dérivée  de  Taire  ont 
déjà  été  étudiés.  Voir  /.  M.  1898,  Question  1201  et  dans  le  même 
volume  les  réponses  de  MM.  Buhl,  Barbarin,  NoK*uSy  Tauqueni- 
bergue,  Brocard,  Vacca.  En  résumé  la  solution  du  problème  est 
fort  simple.  Soit  un  contour  dont  Taire  A  et  le  périmètre  P  sont 
fonctions  d'un  périmètre  a.  L'homogénéité  exige  que  Ton  ait 
A  =  /m*,  P  =  /tfl,  k  et  h  étant  de  simples  coefficients. 

Posons  a=  ^7  .  On  aura  A=  tt-  *   1  —  "st  ?   -r  =  P- 

2/-  'iX-  2  A'         </<c 


Pour  Tunification  de  la  notation  vectorielle. 

Sous  ce  titre  MM.  Bluali-Forti  (Turin»  et  Marcolon(:o  Mes- 
sine) publient  une  première  note  destinée  à  attirer  Tattention  des 
mathématiciens  sur  la  nécessité  d'adopter  une  notation  uniforme 
pour  le  Calcul  vectoriel.  Le  rôle  fécond  que  joue  ce  calcul  dans 
les  mathématiques  appliquées  Ta  fait  adopter  comme  instrument 
auxiliaire  par  un  bon  nombre  de  mathématiciens  et  de  physiciens. 
Son  extension  serait  encore  plus  rapide  si  Ton  ne  se  trouvait  pas 
en  présence  de  plusieurs  notations  et  dénominations.  Non  seu- 
lement les  symboles  varient  d'un  auteur  à  Tautre  suivant  qu'ils  se 
rattachent  aux  théories  de  Hamilton  ou  de  Grassmann,  mais  les 
dénominations  ne  sont  pas  les  mêmes.  11  est  donc  tout  à  fait  dé- 
sirable d'arriver  à  une  entente  entre  les  principaux  auteurs  des 
divers  pays  en  vue  de  Tadoption  de  dénominations  et  de  nota- 
tions uniformes  et  nous  encourageons  vivement  l'initiative  de 
MM.  Burali-Forti  et  Marcolongo.  Nous  pensons  avec  eux  que  c'est 
là  Tune  des  taches  des  congrès  internationaux  des  mathémati- 
ciens. Ils  comptent  du  reste  soulever  la  question  au  prochain  Con- 
grès de  Rome  ;  les  Notes  qu'ils  se  proposent  de  donner  dans  les 
Hendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palenno  sont  destinées  à 
préparer  la  discussion.  Aux  documents  qu'ils  auront  réunis  vien- 
dront sans  doute  se  joindre  ceux  de  la  commission  allemande 
«lont  il  est  question  dans  le  Jahreshericht  der  Deutschen  Mathc- 
matiker  Vereinigung\  H.  Ffjîr. 


*  Pranti.,  Uehrr  eine  cinheitUcht  Bczeichnungswcisc  der  Vektorrechnung  im  tvrhfiischen  «• 
physikatischen  IJiUerritht  ;  t.  13,  p.  36-^0.  190*.  —  Voir  dans  le  même  volume,  p.  2I7-228, 
Mriimkk,  Verglftch  ZA'ischcn  der  Vcktortnatysis  amerikaïUsvher  Richtuug  und  derjetngvn  der 
Hatienisiher  ttich tung. 
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L*Ecole  polytechnique  de  Paris. 
Ce  qu'on  y  apprend.  Opinion  d'un  ancien  X^ 

Le  Matin  a  publié  récemment  sous  la  signature  de  M.  Gustave 
Téry,  un  article  qui  produit  une  assez  grosse  émotion  dans  une 
partie  du  public  français.  Cela  se  comprend  ;  il  y  a  tant  de  famil- 
les, tant  de  mères  surtout,  qui  destinent,  dès  le  berceau,  leurs 
(Us  à  la  grande  école  ! 

D'autre  part^à  Tautorité  de  M.Gustave  Téry, professeur  de  TUni- 
versité,  vient  s'ajouter  celle  de  M.  André  Pelletan,  dont  M.  Téry 
traduit  Topinion  ;  or,  M.  Pelletan,  ingénieur  des  mines,  est 
ancien  élève  de  l'Ecole  polytechnique  et  sous-directeur  de  l'Ecole 
supérieure  des  mines. 

I.a  traduction,  est-elle  bien  fidèle  ?  Malgré  la  compétence  de 
M.  Téry,  nous  pouvons  en  douter,  connaissant  la  haute  pondéra- 
tion d'esprit  de  M.  Pelletan,  qui  ne  se  hasarderait  certainement 
pas  à  produire  des  afRrmations  sans  en  avoir  en  main  les  preuves. 

D'après  le  titre  de  l'article,  «  on  n'apprend  rien  »  à  l'Ecole  Poly- 
technique. D'après  l'article  lui-même,  on  n'y  apprend  pas  ce  qu'on 
y  devrait  apprendre,  ce  qui  est  fort  différent. 

Comme  il  arrive  fréquemment,  il  y  a  là  un  certain  nombre  de 
considérations  justes,  mêlées  à  une  exagération  et  à  des  erreurs 
(|ui  viennent  les  gâter. 

L'Ecole  Polytechnique  a  pour  but  de  fournir  aux  divers  services 
publics  les  techniciens  qui  lui  sont  nécessaires.  Elle  y  arrive  : 
1**  en  se  recrutant  par  un  concours  difficile,  dont  on  n'a  jamais 
songé  à  suspecter  l'impartialité;  2**  en  distribuant  un  enseigne- 
ment dont  l'objet  est  de  préparer  les  élèves  à  suivre  les  cours  des 
écoles  d'application  ;  [V*  en  les  envoyant,  à  leur  sortie,  dans  ces 
écoles  d'application,  où  ils  restent,  tantôt  deux  années^  tantôt 
trois,  suivant  les  carrières. 

C'est  dans  ces  dernières  écoles  seulement  qu'ils  doivent  acquérir 
les  connaissances  spéciales  à  leur  future  profession.  S'étonner  de 
ce  qu'un  élève  de  l'Ecole  Polytechnique  ne  soit  pas  capable  d'être 
ingénieur,  est  aussi  raisonnable  que  s'étonner  de  ce  qu'un  enfant, 
à  sa  sortie  de  l'école  primaire,  ne  soit  pas  forgeron,  tailleur  ou 
charpentier. 

Créée  par  la  Convention,  à  une  époque  où  la  diffusion  des  con- 


^  KxtrHÎt  d'un  nrlirh;  du  journal  Messidor,  n»  du  H  mai  11)07. 
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naissances  scientifiques  n'existait  ^uère,  TKcole  Polytechnique  a 
rendu  d'incontestables  services,  et  joui  d'une  popularité  qui  dure 
encore. 

Cela  ne  veut  pas  dire  qu'elle  ait  été  exempte  de  reproches.  Il  y 
en  a  deux,  graves  entre  tous,  qu'on  peut  lui  adresser,  et  dont  ellr 
doit  aujourd'hui  faire  son  rned  cttlpd. 

Le  premier,  c'est  que,  démocratique  dans  ses  origines,  elle  a 
créé  une  véritable  aristocratie,  à  la  faveur  des  monopoles  profes- 
sionnels. 

L'autre  malheur  de  THcole  Polytechnique,  plus  grave  encore 
petit-cHre,  c'est  de  s'être  laissé  militariser  à  outrance.  Sous  pré- 
texte que  l'artillerie  et  le  génie  exigent  quelques  connaissances 
scientifiques,  on  a  recruté,  à  l'Kcolc,  la  grosse  majorité  des  ofli- 
ciers  de  ces  deux  armes  ;  on  a  essayé  de  lui  attribuer  le  caractère 
d'une  école  militaire,  alors  que  par  sa  nature  même,  c'est  une 
école  mixte.  On  l'a  fait  passer  sous  la  direction  du  ministère  de 
la  Guerre,  ce  qui  est  un  contre-sens.  De  la  sorte,  suivant  le  mot 
d'un  académicien  aussi  spirituel  que  superficiel,  cité  par  M.  Téry 
avec  complaisance,  on  est  arrivé  à  cette  définition  :  «  Une  école 
où  l'on  entre  pour  être  ingénieur,  et  d'où  l'on  sort  oilicier  d'ar- 
tillerie ». 

Cela  peut  paraître  dnMe  ;  il  est  difficile  cependant  de  supposer 
<|ue  les  canons  se  fabriquent  d'eux-mêmes,  et,  il  ce  point  de  vue, 
les  odiciers  d'artillerie  sont  assurément  des  ingénieurs.  11  est  non 
moins  paradoxal  de  prétendre  que  tout  ingénieur  n'a  pas  besoin 
d'une  assez  solide  instruction  scientifique.  Mais  ce  qui  est  le 
comble  de  l'absurdité,  dans  l'organisation  actuelle,  c'est  la  con- 
fusion, dans  une  carrière,  d'attributions  tout  à  fait  différentes. 

Voici  un  jeune  homme  qui  sort  de  l'Kcole  Polytechnique  dans 
l'artillerie;  en  quittant  l'Kcole  d'application  de  Fontainebleau,  il 
entre  comme  lieutenant  dans  un  régiment,  le  cerveau  meublé  de 
notions  scientifiques  assez  étendues.  Là,  il  s'occupera  de  faire 
panser  des  chevaux,  d'apprendre  la  théorie,  de  faire  des  manœu- 
vres à  pied  et  à  cheval,  toutes  choses  pour  lesquelles  les  sciences 
sont  assez  inutiles.  Il  les  oublie  et  en  prend  le  souvenir  en  dégoût. 
Après  huit  ou  dix  années  de  cette  existence,  notre  oflicier,  devenu 
capitaine,  sera  fréquemment  envoyé  dans  une  fonderie  de  canons 
ou  une  manufacture  d'armes  ;  alors  ses  connaissances  scientifiques 
seraient  utiles,  mais  il  les  a  oubliées. 

La  vérité,  c'est  que  l'armée  a  besoin  d'hommes  techniques,  d'in- 
génieurs, mais  qu'à  aucun  prix  on  ne  devrait  confondre  leurs 
fonctions  avec  celles  des  officiers  de  troupe.  A  ces  derniers,  une 
bonne  instruction  moyenne  générale  peut  être  utile  ;  mais  il  est 
aussi  peu  raisonnable  d'exiger  d'eux  la  connaissance  des  hautes 
mathématiques,  qu'il  le  serait  de  demander  à  un  professeur  d'équi- 
tation  de  savoir  jouer  du  piano. 
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La  séparation  des  officiers  de  troupe  et,  des  techniciens  s'im- 
pose, aussi  bien  dans  l'artillerie  ou  le  génie  que  dans  les  autres 
armes. 

Pour  le  recrutement  de  ce  personnel  (celui  des  techniciens, 
aussi  bien  que  pour  celui  des  ponts-et-chaussées,  des  mines,  des 
manufactures  de  TEtat,  l'Ecole  Polytechnique  peut  rendre  encore 
les  plus  grands  et  les  meilleurs  services. 

Mais  il  faudra  pour  cela,  du  même  coup,  décider  que  plus  un 
seul  officier  de  troupe  n'en  sortira  dorénavant,  dans  n'importe 
quelle  arme,  11  faut  aussi  la  soustraire  à  la  néfaste  administration 
de  la  guerre,  et  la  placer  sous  l'autorité  du  ministère  de  l'intérieur 
d'où  elle  relevait  jadis,  ou  mieux,  du  ministère  du  travail,  si  ou 
veut  faire  de  ce  dernier  une  institution  sérieuse  et  viable. 

Dans  ces  conditions,  il  suffira  en  moyenne  d'un  effectif  de  100 
à  120  élèves  par  promotion  pour  fournir  à  tous  les  besoins  tech- 
niques du  pays,  en  ce  qui  touche  les  administrations  publiques. 
Les  diverses  écoles  d'application  ouvriraient  leurs  portes  aux 
élèves  sortant  de  l'Ecole  Polytechnique,  pour  une  part,  et  en 
outre,  par  voie  de  concours  séparés,  à  des  jeunes  gens  satisfais 
sant  à  des  conditions  déterminées  et  qui  auraient  acquis  leurs 
connaissances  en  suivant  une  autre  voie. 

Telles  sont  les  bases  essentielles  d'une  réforme  bien  désirable, 
et  que  nous  ne  pouvons  qu'esquisser  ici  ;  ne  serait-il  pas  intéres- 
sant d'y  ajouter  un  abaissement  de  la  limite  d'âge  d'entrée,  pour 
éviter  aux  candidats  les  inconvénients  d'une  prolongation  déme- 
surée dans  les  classes  de  mathématiques  spéciales  ?  C'est  à  exa- 
miner, une  fois  qu'on  sera  d'accord  sur  les  principes.  Il  pourrait 
être  bon,  également,  de  reviser  les  programmes  intérieurs  de  l'en- 
seignement, sans  toutefois  oublier  jamais  que  ce  dernier  a  pour 
but  de  préparer  aux  écoles  d'application  et  non  pas  de  faire  im- 
médiatement des  ingénieurs. 

Ce  qui  est  certain,  c'est  que  dans  cette  école  on  travaille  beau- 
coup, et  on  apprend  beaucoup^  Cela  ne  veut  pas  dire  qu'on  ne 
puisse,  par  un  travail  égal,  obtenir  de  meilleurs  résultats  encore  ; 
tout  est  perfectible  en  ce  monde* 

Il  y  a,  il  faut  le  reconnaître,  un  autre  moyen  de  résoudre  les 
questions  très  graves  que  nous  venons  d'indiquer;  cest  de  sup- 
primer l'Ecole  Polytechnique.  Ce  remède  est  celui  dn  monsieur 
qui,  ayant  un  bobo  à  la  jambe,  se  la  fait  couper. 

Mais^  pour  tout  esprit  impartial  et  sérieux,  ce  serait  là  une  di- 
minution considérable  pour  notre  pays,  un  coup  funeste  porté  à 
sa  grandeur  scientifique  et  à  son  organisation  intellectuelle.  Ce 
serait  aussi,  et  il  ne  faut  se  lasser  de  le  dire,  une  mesure  antidé- 
mocratique au  plus  haut  degré.  Malgré  tout,  par  le  mécanisme  même 
de  ses  concours  d'admission^  rp>ole  Polytechnique  n'a  cessé  de 
se  recruter,  et  se  recrute  encore  plus  que  jamais,  en  énorme  majo- 
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rite,  parmi  les  modçstes,  les  humbles  ;  chaque  année,  nous  y 
voyons  entrer  des  fils  de  petits  employés,  d'agriculteurs,  d'ou- 
vriers, qui  parviennent,  à  force  de  travail,  à  se  créer  ainsi  une 
carrière. 

Qu'on  ne  leur  permette  pas  d'en  profiter  pour  reformer  une 
sorte  d'aristocratie,  une  caste  priviligiée,  on  aura  raison.  Mais 
fermer  à  l'élite  des  enfants  du  peuple  cette  porte  qni  leur  est  en- 
core ouverte,  ce  serait,  pour  des  républicains,  tirer  sur  leurs 
troupes  et  tourner  le  dos  au  progrès. 

Un  Ancien  X. 

Note  de  la  Rédaction,  —  L'article  dont  on  vient  de  lire  un  ex- 
trait répond  comme  on  le  sait  à  un  autre,  publié  précédemment 
dans  le  Matin,  et  que  nous  regrettons,  faute  de  place,  de  ne  pou- 
voir donner.  Le  titre:  «  On  n'apprend  rien  à  Polytechnique  »  est 
assez  significatif  pour  en  faire  deviner  l'esprit.  A  cette  thèse  s'en 
ajoutait,  ou  plutôt  semblait  s'en  ajouter  une  autre  non  moins  pa- 
radoxale, à  savoir  que  les  connaissances  scientifiques  sont  inutiles 
à  un  ingénieur. 

Nous  sommes  entièrement  d'accord  avec  l'auteur  de  l'article  de 
Messidor^  mais,  allant  un  peu  plus  loin,  nous  considérons  qu'il 
faut  attacher  la  plus  haute  importance  à  la  transformation  de  l'en- 
seignement intérieur  de  l'Ecole  Polytechnique.  Les  modifications 
qu'on  étudie  en  ce  moment  môme  nous  semblent  extrêmement 
dangereuses  d'après  le  peu  que  nous  en  connaissons.  Le  mo- 
ment venu,  nous  nous  réservons  d'y  revenir  et  de  les  discuter 
à  fond,  s'il  y  a  lieu. 


Association  allemande  pour  l'avancement  de  l'enseignement  des 
sciences  mathématiques  et  naturelles,  Dresde,  1907. 

La  réunion  annuelle  a  eu  lieu,  cette  année,  à  Dresde,  du  20  au 
24  mai,  sous  la  présidence  de  M.  le  Prof.  Pietzkek,  président  de 
r Association  et  de  M.  le  Prof.  Wittin<;,  président  du  comité  lo- 
cal. Nous  nous  bornerons  à  signaler  ici  les  communications  et 
discussions  concernant  les  mathématiques. 

L'une  des  assemblées  générales  a  été  consacrée  à  la  question 
très  importante  de  la  formation  des  maîtres  de  l'enseignement 
scientifique.  Elle  comprenait  une  conférence  de  M.  le  Professeur 
Krausb  (Dresde)  et  des  rapports  de  MM.  Reinhardt  (Freîberg)  et 
l^OwEXHAHDT  (Halle).  Dans  un  exposé  très  substantiel  M.  Krause 
passe  en  revue  les  différentes  phases  par  lesquelles  a  passé  l'en- 
seignement mathématique  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Dresde 
où  le  nombre  des  étudiants  en  mathématiques  atteint  actuellement 
le  chiffre  de  79. 
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Les  rapfxirts  de  MM.  Keinhardt  et  I^Awanuardii  insistent^  entre 
autres,  sur  les  exercices  pratiques  dans  les  différentes  branches 
scientifiques  et  sur  les  travaux  dans  le  séminaire  de  mathémati- 
ques; ils  formulent  le  vœu  que  les  maîtres  puissent  obtenir  des 
conjfés  et  des  subsides  leur  permettant  de  compléter  leurs  étu- 
des. '  Nj 

M.  Rbinharot  a  développé  les  thèses  suivantes:  ^ 

L  La  durée  des  études  jusqu'aux  examens  d'Ktat  doit  être  de  j^ 

([uatreans.  ^\ 

1.  LVtude  des  mathématiques  pures  doit  comprendre  l'Analyse  n 

et  la  Géométrie  y  compris  la  Géométrie  descriptive  ;  il  est  reconi-  'j 

mandé  de  c'occuper  aussi  de  mathématiques  appliquées.  >î 

3.  Dans  les  cours  il  y  a  lieu  d'accorder  une  place  convenable  Ji 
aux  indications  historiques  et  bibliographiques.                                                             "^^ 

4.  Il  y  a  lieu  de  faire  en  sorte  que,  dans  les  universités,  les  études  -^^ 
ne  soient  pas  retardées  inutilement  par  les  cours  de  physique  ex-  '^ 
péri  mentale.                                                                                                                                      ^ 

5.  Les  exercices  pratiques  de  Physique  doivent  être  pris  dès  le 
premier  semestre. 

*>.  Des  cours  appropriés  de  Philosophie  et  de  Pédagogie  sont  , 

nécessaires.  ,  : 

Dans  une  autre  assemblée  générale  M.  Kélix  MtLLEH  (Fridenau) 
a  fait  une  intéressante  conférence  sur  Léonard  Euler,  et,  dans  la 
séance   de  la   section  physico-mathématique,   on  a   entendu  les  ^      r.« 

communications  de  M.  BrOckner  (Bautzen)  sur  la  théorie  des  po- 
lyèdres et  de  MM.  Schorrr  (Metz)  et  Dressler  (Dresde;  sur  Tem-  ^ 
ploi  de  modèles  mobiles  dans  renseignement. 


II»«  Centenaire  de  Léonard  Euler. 

l.  Nous  avons  rendu  compte  des  séances  commémoratives  con- 
sacrées à  la  mémoire  d'Kuler  par  l'Université  de  Bâle  et  par  la  so- 
ciété mathématique  de  Berlin.  A  ces  séances  viendra  s'en  ajouter 
une  autre  qui  sera  organisée  par  l'Association  des  mathématiciens 
allemands  à  l'occasion  de  sa  réunion  annuelle  qui  se  tiendra  à 
Dresde  du  15  au  21  septembre  prochain.  Le  comité  d'organisation 
s'est  assuré  toute  une  série  de  communications  sur  le  rôle  d'Ku- 
ler  dans  les  divers  domaines  des  mathématiques  pures  et  appli- 
<[uées.  Bornons-nous,  pour  le  moment,  à  donner  les  noms  des  con- 
férenciers inscrits  :  MM.  A.  v.  Brill  (discours  d'ouverture;,   Stiic- 
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kcï,  F.  MCller,  L.  Schlesingkh,  A.  Phixc;sheim,  K.  Heux,  K.  Timer- 
DiN(;,  E.  Bbaver,  \V.  IIart,  E.  Hoppe,  R.  Gans,  F.  S.  Archexhol». 

II.  —  Le  2*  centenaire  d'Euler  devait  nécessairement  donner 
lieu  non  seulement  à  des  séances  mais  aussi  à  des  publications 
et  articles.  En  voici  une  première  liste  : 

1.  W.  Ahrens,  Hamburger  Nachrichten  (Abendausgahol,  13 
avril,  a  Leonhard  Euler  u.  Friederich  der  Grosse  »  ;  «  Lconhard 
Kuiers  Werke,  Beilage  zur  Allgemeinen  Zeitung^  .*$  mai.  —  2.  Frank- 
furter Zeitung,  15  avril,  G.  Landsberg.  —  3.  Die  Tàgljrhe  Runds- 
chauy  13  avril  1907.  —  4.  Die  Neue  Ziircher  Zeitung^  15  avril.  — 
5.  Die  physihalische  Zeitschrift  (n**  8,  15  avril,  E.  Hoppe).  —  G.  Dit' 
Basler  Nachrichten^  1  mai.  —  7.  Das  Berner  Tagblatt^  article 
de  J.  H.  Graf  (tiré  à  part  en  une  brochure  de  24  p.  in  10*.  — 
H.  Jahresbericht  der  deutschen  Mathematiker  Vereinigungyn**^'.i-^^ 
F.  MuLLER  :  «  Bibliofrraphisch-Historiscbes  zur  Erinnorung  an 
Léonard  Euler  ».  —  9.  Abhandiungen  der  Naturforschenden 
Gesellschaft  zu  Côrlitz,  n°  2,  1907,  W.  Lorev  :  Léonard  Euler  tiré 
à  part  en  une  brochure  de  20  p.  in-8®,  Teubner,  Leipzig \ —  10. 
Bibliotheca  mathematica  Vil  n"*  4,  G.  ExesthïKm  :  Ueber  Bildnisse 
von  Leonhard  Euler.  —  11.  S.  Schulz-Ecler:  Leonhard  Euler,  eiii 
Lebensbild  zu  seinem  200Geburtstagc  nach  Quellen  und  Faniilî- 
enpapieren  (37  p.  in-Ki  ;  Verlag  von  Schulz,  Frankfurt  a.  M.  . 
D'après  cet  auteur  la  date  de  naissance  d'Euler  serait,  non  pas  \v 
15,  mais  le  4  avril  1707. 

O  n'est  là  qu'une  première  liste.  A  ces  publications  viendront 
se  joindre  les  discours  prononcés  par  MM.  Valextix  et  Kxeseii 
devant  la  Société  mathématique  de  Berlin.  Suivant  les  renseigne- 
ments que  nous  avons  obtenus  de  M.  le  Prof.  Jahxke,  ces  confé- 
rences seront  publiées  dans  les  Abhandiungen  zur  Geschichte  des 
mathematischen  Wissenschaften  (Teubner,  Leipzig);  le  même  vo- 
lume contiendra  trois  suppléments  importants  de  M.  Kneser  sur 
les  progrès  que  la  théorie  des  i^ariations  doit  au  génie  d'Euler, 
en  outre  un  article  bibliographique  de  M.  F.  Mlller  et  enfin  une 
partie  de  la  correspondance  entre  Euler  d'un  côté,  Jean  BernouUi 
et  d'Alembert  de  l'autre  ;  cette  correspondance,  qui  se  rapporte 
aux  logarithmes  des  nombres  négatifs,  a  été  traduite  par  M.  E. 
Lampe. 

IL  F. 

Nominations  et  Distinctions. 

M.W'.Bjerkxess,  de  l'Université  de  Stockholm,  est  nommé  pro- 
fesseur de  Mécanique  et  de  Physique  mathématique  à  l'Université 
de  Christiania. 

M.  Daublesky  de  Sterneck,  de  l'Université  de  Czernowitz,  est 
nommé  professeur  ordinaire  à  l'Université  de  Graz. 
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M.  Kl  iTA,  privat-docent,  est  nommé  professeur  extraordinaire 
<Jo  mathématiques  appliquées  h  TEcole  technique  supérieure  de 
Munich. 

M.  G.  Lauricella,  à  Catania,  a  obtenu  la  médaille  d*or  de  ma- 
tlicmathiques  delà  Société  italienne  des  Sciences. 

M.  Rudolf  Weher,  privat-docent  a  l'Université  de  Heidelberg, 
est  nommé  professeur  extraordinaire  à  l'Université  de  Rostock. 

M.  K.  B.  VViLsoN,  de  la  Yale  University,  est  nommé  professeur 
H  rinstitut  technologique  de  Massachusetts. 

MM.  C.  Ahzei.a,  de  l'Université  de  Bologne,  et  G.  Castelxuovo, 
de  rUniversité  de  Rome,  ont  obtenu  le  prix  royal  pour  les  mathé- 
matiques (10,000  fr.)  de  TAccademia  dei  Lincei. 

MM.  Castelnlovo  et  Voltbrra,  professeurs  à  l'Université  de 
Home,  ont  été  nommés  membres  honoraires  de  la  «  London  ma- 
thematical  Society  ». 

Nécrologie. 

M.  F.  AscHiEHi,  professeur  de  Pavie,  est  décédé  le  14  avril  1907 
à  Tîij^e  de  HO  ans. 

M.  A.  KuHRMANX,  est  décédé  à  Dresde  ù  Tàge  de  67  ans. 

^1.  E.  HiTTEH  von  Oppolzer,  professeur  d'astronomie  à  l'Univer- 
sité d'Insbruck,  ost  décédé  le  15  juin  à  Tàge  de  37  ans. 

M.  F.  SiAcci,  professeur  de  mécanique  rationnelle  a  l'Université 
de  Naples,  colonel  dans  la  réserve,  bien  connu  par  ses  travaux 
fondamentaux  dans  la  balistique,  est  décédé  le  30  mai,  à  Tàge  de 
()8  ans. 


NOTES   ET   DOCUMENTS 


Cours  universitaires. 

Semestre  d'hiver  1907-1008. 

ANGLETERRE 

Oxford;  (-niversity.  —  F^eclure  List  for  Mirhaelnias  Terni,  J907  (Course 
begiiis  l'i  Oct.  —  KssoN  :  Aiialytic  geometry  of  plane  eurves,  2;  Synlhetic 
geomotry  of  plane  eurves,  1.  —  Elliot  :  Séquences  and  séries,  2:  Elemen- 
lary  iheory  of  Niimbers.  1.  —  Lovk  :  Magnelism  and  Eleclricily  :  the  Ma- 
theniatienl  theory.  3.  —  Turser  :  Klementary  malhemaliral  astronomy,  2. — 
Plummek  :  Practical  work.  —  Pedder  :  Problems  in  pure  mathematics,  1.  — 
Sampsok  :   Solid    geomelry   jcontinued),  2.  —   Campbell  :  Differeutial   equa- 

LEiisuigncnient  mathcm.,  9»  année;  1907.  22 
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lions.  2.  —  Thompsom  :  Intégral  ralculus.  2.  —  IIayf.s  :  Aiialytiral  statics.  2. 

—  DixoN  :  iiydrostatic's.  1.  —  Gerraxs  :  TridimeiiBioital  rl^id  dyuamics.  2. 

—  Hasi:lfoot  ;  Tlieory  of  équations^,  1.  —  Kikkby  :  Projeclive  gco-;ielry 
ielcmeataryl,  2.  —  Joluffb  :  Analytical  jçeomeiry,  2.  —  Russkli.  .  Diffen-n- 
tial  cnlrtiliis.  2.    —  M*"  Neile  :  Curve  tracing.  1. 

ÉTATS-UNIS   D'AMÉRIQUE 

Cours  annoncés  pour  Tannée  universitaire  t9Ul-î90H 

Cornell  University  :  Ithara,  Ne^v-York,  —  IVaf.  L.  A.  VVait  :  Advaoced 
analytic  geomelry,  3.  —  Prof.  J.  M.  Mahon  :  Theory  of  potential  aod 
!$pherical  harmonies,  3.  —  Prof.  J.  H.  Tax?5f.r  :  Theory  of  équations,  2  ; 
Tcai'her's  course  in  algebrn,  2.  —  Prof.  J.  I.  IIutchimso?:  :  Aulomorphic 
functioDS.  3.  —  Prof.  V.  Skyder  :  Algcbraic  rurvcs,  3.  —  Pi'of.  W.  B.  Fite  : 
Advanced  ralculus,  3;  Theory  of  functions  of  a  roal  variable,  2.  —  Dr.  F. 
R.  SuARpE  :  Theory  of  oleclrons,  3.  —  Dr.  VV.  B.  Car  ver  :  Projective  jçeo- 
motry,  3.  —  Dr.  A.  Ra:«ïum  :  Diffcrential  équations.  2.  —  Dr.  D.  C.  Gillf.s- 
piK  :  Linear  diUerential  équations,  3. —  Dr.  C.  F.  Craig  :  Theory  of  proba- 
bilities  and  insurance,  2.  —  The  Olivier  mathcmatical  club  will  met  weekly. 

Colnmbia  University  ;  New- York.—  Prof.  F.  N.  Cole  :  Theory  of  groups. 
3  ;  Theory  of  invariants,  3.  —  Prof.  James  Maclay  :  Application  of  the  cal- 
culus  to  the  theory  of  surfaces  and  curves  in  spare,  3  ;  Theory  of  functions 
ofa  coniplex  variable.  3.  —  Prof.  C.  J.  Keyser  :  Modem  théories  in  geome- 
Iry.  3  ;  General  theory  of  assemblages.  3.  —  Prof.  H.  B.  Mitchell  :  Vector 
analysis,  2  ;  Differential  équations,  2.  —  Prof.  Edward  Kasner  :  DiflTerential 
équations  and  continuons  groups,  3;  General  introduction  to  higher  roathe- 
malics,  3.  —  Dr.  G.  H.  Lixc  :  Modem  higher  algebra.  3.  —  Prof.  M.  1. 
Pupix  :  Theory  of  the  potential  function,  2  ;  Hydrokiuetics,  2;  Partial  diffe- 
tial  équations  of  physics.  2;  Spécial  problems.  2.  — .  Prof.  A.  P.  Wills  : 
Mechanics,  2  ;  Theory  of  elaslicity,  2  ;  Electricily  and  niagnetism.  electro- 
maguetic  theory  of  light,  2;  Thermodynumics,  2. 

JohnsHopkins  University;  Baltimore,-^  Prof.  F.  Morley  :  Vector  analy- 
sis,  2  ;  Higher  geonietry,  2  ;  Seniinar.  1  ;  Classic  aulhors,  1.  —  Dr.  A. 
Cohen  :  Differential  équations,  2;  Elementary  theory  of  functions.  2  :  Intro- 
duction to  differential  équations  and  vector  analysis.  2.  —  Dr.  A.  B.  Cobli-:  : 
(^rernona  transformations,  2  (lirst  half  year)  ;  Theory  of  statistics.  2  (second 
half  year). 

Taie  University;  New-Haven  (Conn.).  —  Prof.  J.  Pierpo.nt  :  Introduction 
to  the  theory  of  functions.  2  ;  Projective  geonietry,  2;  Klasticity  and  hydro- 
mechanics.  2;  Elliptic  functions.  2. —  Prof.  P.  F.  Smitu  :  Higher  geometry. 
2:  Géométrie  analysis,  l.  —  Prof.  E.  \V.  Brown  ;  Mechanics,  2;  Celestial 
niechauics,  2.  —  Prof.  H.  E.  Hawkek  :  Algebra  and  analytic  geometry,  2; 
Teachers'course  in  geometry.  2  ;  Advanced  algebra.  2.  —  Prof.  M.  Mason  : 
Differential  équations,  2  :  Intégral  équations,  1  ;  Conformai  mapping  and 
Hiemann  Surfaces,  1,  —  Prof.  E.  B.  Wilson  :  Molecnlar  properlies  of  mat- 
trr.  2  ;  Gravitation  and  Electrostatics.  1.  —  Dr.  VV.  A.  Granvil«.e  :  DifTe- 
rc  iitial  geonietry,  2.  —  Dr.  L.  E.  Hkwes  :  Differential  équations.  1  ;  Géo- 
métrie transformations  of  the  plane  and  ofspace.  2  ;  Graphical  and  numeri- 
cal  computation.  1.  —  Dr.  W.  R    Lo.n(;i.kv  :  Differential  geometry.  2. 


Digitized  by 


Google 


NOTES   ET  DOCUMENTS  323 

ITALIE  ' 

Année  universitaire  1907'-1908. 

Belogna  ;  Univernità.  —  Arzela  :  Intégral!  di  Lebesgue  ;  fuazioni  armoni- 
che,  priocipio  di  Dirichlet,  série  dr  Fourier,  3.  —  Donati  :  Campi  clettro- 
inagnetici,  dinamica  degli  elettroni,  3.  —  Pincherle  ;  Funzioui  analitiche, 
furizioQÎ  algebriche  e  loro  integrali,  3. 

Catania;  Université.  —  Lauricella  :  Teoria  del  calore  ;  Teoria  délia  pro- 
pagazione  delle  oode,  i  7**  —  Peîsnacchjetti  :  Complementi  di  cinematica  c 
di  slereodinamica,  4  Y»-  —  Pieri  :  Principi  di  geometria  proiettiva  îpcrspa- 
ziale,  3.  —  Severini  :  Gruppi  continui  di  trastbrmazioni  puntuali,  rrasfor- 
roazioni  di  rontatto,  i  Y>. 

Genova  ;  Università.  —  Fubini  :  Calcolo  delle  variazioni  ;  Il  priucipio  di 
Dirichlet-Rieraanu  e  i  teoremi  di  esisteuza,  3.  —  Loria  :  Rappresentazione 
piaiia  di  suporiicie  algebrichf*  ;  Trasformazioni  raziouali  nel  piano  e  uello 
spazLO,  3. —  Fedone  :  Funzioiii  sferiche,  di  Lamé  ed  nffini,  applicazionc  alhi 
risoluzione  di  probleini  di  elottrostalica  e  di  roagnetoslalica,  3. 

Messina  ;  Università.  —  Bagnera  :  La  teoria  delle  funzioni  the<a  a  più  ar- 
gomeoti  e  î  relativi  gruppi  di  caratteristiche,  3.  —  Marcolongo  :  Teoria  dei 
fenomeni  eleltrici  ed  otlici  nei  corpi  in  movimento,  3.  —  Martinetti  :  Geo- 
metria proiettiva  degli  iperspazi,  3.  —  Orlando  :  Integrali  deiiniti  con  ap- 
plicazioni  alla  fîsica  matematica,  3  ;  Elementi  di  teoria  dci  numeri,  2.  — 
VivANTi  :    Calcolo  delle  variazioui,  3. 

Napoli  :  Università.  —  Amodko  :  Storia  delle  scienze  nialematiche  nei  se- 
coli  XVn,  XVIII  et  uella  prima  meta  del  secolo  XIX,  3.  —  Capelli  :  Gruppi 
e  loro  applicazioni  analitiche,  4  Y*-  —  l^zh  Pezzo  :  Funzioni  aaalitiche  e  loro 
rappresentazione  ëulle  superficie  riemanniaae  con  spéciale  trattazione  delle 
funzioni  automorfe,  4  Y^- —  Montesano  :  Iperspazi  ;  Trasformazioni  bira- 
zionali  dello  spazio,  4  Y^-  —  Pinto  :  Diffrazione,  doppia  rilrazione,  polaniz- 
zazione,  4  Y«- 

Padova;  Università.  —  D'Arcais  :  Generalità  sulle  equazioni  differenziali 
*?  a  derivate  parziali  ;  Funzioni  uniformi  di  variabile  complessa,  4  Y»*  —  Fa- 
VARO  :  Storia  delle  Matematiche  in  Italia  nei  secolî  XVI  e  XVll,  3.  —  Gaz- 
zaniga  :  Teoria  dei  numeri,  3.  —  Levi-Civita  :  Le  equazioni  differenziali 
délia  meccanica  ;  Trasformazioni  di  contatto  con  applicazioni  dinamiche  ed 
ottiche,  4  Y»-  —  Ricci  :  Teoria  del  potcnziale,  elettrostatica,  magnetismo,  4. 
—  Severi  :  Teoria  delle  funzioni  algebriche  di  una  e  di  due  variabili  (seconda 
parte),  3.  —  Veronese  :  Geometria  iperspaziale,  4  */j. 

Palermo  ;  Università.  —  Gerbaldi  :  Geometria  differenziale,  4  Y»-  —  Guc- 
ciA  :  Teoria  générale  delle  curve  e  delle  superficie  algebriche  4  Y»*  —  'l'<>- 
RELLi  :  Teoria  matematica  dell'elasticità,  4  Y>.  —  Ventvri  :  Teoria  délia  ro- 
iozione  dei  corpi,  applicazione  alla  terra,  precessione,  milazione,  moli  dol 
polo,  4  Y^' 


>  Pour  les  universités  italiennes,  les  cours  gêncrsMix  (tels  que  ceux  d'Algèbre,  Géométrie 
analeptique,  Géométrie  descriptive,  Calcul  infinitésimal.  Mécanique  rationnelle,  etc.)  ne  figurent 
pas  dans  cette  liste.  Nous  devons  ce  tableau  à  l'obligeance  de  M.  Luvi-Civita.  (Rédj. 
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Pavia  ;  Vniversitn.  —  Almansi  :  L'oquazione  di  Laplace  e  le  sue  applica- 
zioni  nei  vari  cainpi  délia  (isica  mnteinatii'a.  3.  —  Bkrzolari  :  Funzioni  alge- 
briche  e  loro  applicazioiii  geometrirhe.  3.  —  Pascal  :  Teoria  délie  Irasfor- 
niazioni  di  contatto,  e  applicazioiii.  3. 

Pita  ;  Vniversità.  —  Bkrtiki  :  Georaetria  iperspazialc  ;  geomelria  sopra 
una  curva  algebrica  ;  applieazioni  varie,  3.  —  Bianchi  :  Geometria  infinitési- 
male délie  curve  e  délie  superficie  con  particolare  svihippo  délia  leoria  dellr 
trasformazioni  délie  superficie  applicabili  sulle  quadriche  generali,  4  '/>•  — 
DiNi  :  Funzioni  aniionirhc  e  funzioni  di  variabite  coinplessa  :  Sviluppi  in 
série  de  Fourier  e  in  série  integrali  di  equaziuni  lineari  del  secoiid'ordine.  4. 
—  Maggi  :  Teoria  deU'equilibrio  e  del  moviinento  dei  corpi  elastici  e  sua 
applicazione  alloltica.  'i  7j.  —  Pizzetti  :  T«»oria  générale  délie  perlurba- 
zioni  planetarie  e  argomenti  connessi,  3. 

Roma  ;  Universîtà.  — ^  Hisconcim  :  Teoria  malematica  deirelaslicità  e  ap- 
plicazioni  tecniche,  3.  —  Castklnuovo  :  Geomelria  sopra  una  superficie  alge- 
brica, 3. —  Cerruti  :  Calcolo  délie  variazioni.  applicazioni  varie  alla  geonio- 
tria  ed  alla  mecanica,  3. —  Voltkrra  :  Kleltromagnetismo.  'i  7»  •  Problenia 
dei  tre  corpi,  3: 

Torino  ;  UniversUà.  —  Boggio  :  Applicnzioni  alla  fisica  matenialica  délie 
equazioni  integrali  di  Fn'dholm,  3.  —  D'Ovidio  :  Teoria  délie  forme  alge- 
briche,  3.  —  Morrra  :  Teoria  délie  lorze  uewtoniane  ;  Kquilibrio  délie 
masse  fluide  ruotanti,  3.  —  Skgre  :  Capitoli  divers!  di  geometria  délia  retta, 
3.  —  SoMiGLiANA  :  Propagazione  del  calore  e  leoria  dei  gas,  3. 


Circulaire 


adressée  par  M.  le  Vice-Recteur  de  V Académie  de  Paris  à  Mmes  les  direr- 
trices  et  professeurs  de  mathématiques  des  lycées  et  collèges  de  Jeunet 
filles  du  ressort 

Paris,  le  3i  janvier  1901. 

L'expérience  a  montré  que  l'emploi  prématuré  de  la  logique  pure  dans 
l'enseignement  de  la  géométrie  ne  <loDne  pas,  pour  la  grande  masse  des 
élèves,  de  bons  résultats.  Les  débutantes  ne  comprennent  rien  à  cette 
rigueur  extrême  qui  s'exerce  sur  des  sujets  dont  elles  ont  l'intuition  immé- 
diate, on  les  aveugle  en  voulant  les  éclairer,  on  court  risque  de  leur  fermer» 
dès  l'entrée,  la  route  que  Ion  voudrait  leur  faire  parcourir. 

I^a  meilleure  manière  d'initier  un  enfant  à  une  science  est,  d'une  part,  de 
faire  état  de  ce  qu'il  sait  déjà,  de  rattacher  à  ses  idées  naïves  les  idées  plus 
précises  que  l'on  veut  lui  donner,  et  d'autre  part,  de  l'amener  très  vite,  en 
le  guidant,  à  résoudre  des  questions  de  nature  à  l'intéresser.  C'est  la 
méthode  que  l'on  suit  dans  l'enseignement  de  l'arithmétique  où  un  minimum 
<ie  théorie,  lié  le  plus  souvent  à  des  notions  déjà  familières  à  l'enfant,  sac- 
compagne  au  début  de  beaucoup  d'exercices  et  de  problèmes  variés.  L'en- 
fant accepte  volontiers  les  courtes  explications  que  l'on  est  bien  obligé  de 
lui  donner,  parce  qu'elles  cadrent  avec  les  habitudes  de  sa  pensée,  et  aussi 
parce  qu'on    lui  fournit  immédiatemnt  l'occasion  de  les  mettre  lui-même  eft 


Digitized  by 


Google 


N  O  TE  S    ET    DOC  UME  N  TS  325 

oîiivre  et  de  tirer  ainsi,    ce   qui   est   une  joie,  quelque  chose  de  son  propre 
fonds. 

Le  premier  enscifi^nement  de  la  géométrie  réussira  comme  celui  de  l'arith- 
raétique,  s'il  est  donné  dans  le  même  esprit.  Les  professeurs  des  lycées  de 
garçons,  ceux  du  moins  qui  enseignent  dans  les  classes  de  début,  ont  déjà 
été  invités   par  une   circulaire  en   dat«  du  27  juillet  1905',  à  faire   appela 

'  (Voir  L'Ens.  Math.,  nov.  1905.  Réd.). 
l'expérience  dans  l'exposé  des  faits  géométriques,  à  admettre  sans  discus- 
sion tout  ce  qui  semble  évident  aux  enfants,  tont  ce  qu'une  construction 
suffit  à  légitimer  ;  c  est  ainsi  que  l'élève  se  rend  un  compte  très  exact  des 
i'as  d  égalités  des  triangles  en  construisant  lui-même  sur  des  données  nu- 
inéri<|ues,  des  triangles  dont  certains  éléments,  cùlés  et  angles,  ont  des 
valeurs  déterminées. 

La  même  circulaire  recommande  l'emploi  systématique  de  la  notion  du 
mouvement  ;  démonstration  par  retournement,  par  rotation,  toutes  les  fois 
que  celji  est  possible  :  glissement  d'une  équerrc  le  long  d'une  règle,  pour 
préparer  la  dédnilion  euclidienne  des  parallèles,  etc.  —  Il  apparaît  assez 
que  le  dessin  est  appelé  à  jouer  un  rMe  important  dans  l'enseignement  de  la 
géométrie  ainsi  conçu,  les  élèves  doivent  exécuter  très  exactement  les  cons- 
tructions, tracer  par  points  des  lieux  géométriques,  contrôler,  par  la  mesure 
directe,    l'exactitude  des  théorèmes  métriques. 

Si  une  t'.'lle  façon  de  faire  a  pu  être  recommandée  à  juste  titre  dans  If's 
lycées  de  garçons,  il  n'est  pas  douteux  qu'elle  s'impose  davantage  encore 
dans  les  lycées  de  jeunes  filles.  Le  fait  ((u'un  grand  nombre  d'élèves  de  ces 
lycées,  après  avoir  suivi  le  cours  obligatoire  de  géométrie  en  3'^  année, 
désertent  le  cours  en  4®  année,  dès  qu'il  devient  facultatif;  témoigne  claire- 
ment du  peu  d'intérêt  qu'elles  ont  trouvé  à  cet  enseignement.  En  consé- 
quence les  professeurs  chargés  du  cours  de  géométrie  devront  à  l'avenir  se 
préoccuper  beaucoup  moins  d'exposer  i^  leurs  élèves  des  théories  logiques 
<|ue  de  leur  donner  le  sens  pratique  et  la  connaissance  utile  des  choses  de 
la  géométrie.  On  considérera  que  le  but  poursuivi  est  atteint  si  les  élèves 
sont  en  état  de  parler  correctement  à  propos  des  ligures,  d'effectuer  des 
constructions  exactes,  de  faire  au  besoin  quelques  démonstrations  de  théo- 
rèmes non  évidents,  comme  par  exemple  le  théorème  de  l'angle  inscrit. 
Ainsi  préparées,  les  élèves  qui  suivront  le  cours  de  4c  année  pourront  être 
exercées  aux  démonstrations  logiques  avec  plus  de  chances  de  succès. 

Comme,  malgré  tout,  une  minorité  tout  au  moins  abandonnera  le  cours 
de  géométrie  après  la  3*^  année,  il  est  très  désirable  que  des  notions  de 
géométrie  dans  l'espace  soit  données  en  3«  année;  elles  pourront  être  bor- 
nées à  une  compréhension  exacte  et  purement  expérimeptale  des  faits  de 
parallélisme  et  de  perpendicularité  pour  les  droites  et  les  plans,  à  l'énoncé 
des  règles  pour  la  mesure  des  volumes,  des  prismes  et  des  pyramides. 

L.    LiAKD. 

Gircalaire  du  Conseil  scolaire  de  la  Basse-Ântriche 

du  10  mai  1907.  f2.QH62). 
aux  directeurs  des  Gymnases  et  des  Ecoles  réaies. 

«  Eu  ces  derniers  temps  il  a  été  proposé,  à  plusieurs  reprises,  de  trans- 
former l'enseignement  mathématique  aux  écoles  secondaires  supérieures.  Ces 
propositions  tendent  à  développer  l'intuition  de  l'espace  et  à  introduire  la 
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notion  de  fonction  et  les  premières  notions  de  calcul  différentiel  et  intégral  : 
elles  demandent  des  exercices  et  problèmes  empruntés  à  d'autres  domaines 
scientifiques  et  à  la  vie  pratique  ;  de  plus  on  demande  qu'il  soit  tenu 
compte  des  liens  entre  les  mathématiques  et  d'autres  branches  notamnienl 
la  physique  et  la  géométrie  descriptive. 

Suivant  décret  du  23  avril  1907,  (z.  4748),  le  Ministre  des  Cultes  et  de 
l'Instruction  autorise  des  essais  dans  certaines  écoles  moyennes,  afin  de  per- 
mettre l'étude  de  la  réalisation  pratique  de  ces  propositions. 

Le  Conseil  scolaire  a  les  pleins  pouvoirs  pour  confier  ces  essais,  provi- 
soirement pendant  l'année  1907/08,  à  ceux  des  professeurs  qui  se  sont 
occupés  de  ces  questions  et  qui  possèdent  les  qualités  pédagogiques  néces- 
saires. Bien  qu'ils  aient  toute  la  liberté  quant  au  programme  et  à  son  exten- 
sion, ils  ne  devront  pas  s'écarter  des  buts  des  divers  enseignements  et  n<' 
surcharger  en  aucun  cas  les  élèves ». 

Comme  on  le  voit,  les  autorités  scolaires  autrichiennes  comprennent  qu  il 
y  a  lieu  de  réformer  les  programmes  suivant  les  vœux  qui  ont  été  exprimés 
dans  de  nombreuses  assemblées,  dans  celles  des  naturalistes  et  médecins 
allemands  comme  dans  les  réunions  de  professeurs  de  mathématiques.  On 
sait  qu'en  France  ces  réformes  ont  été  introduites  depuis  plusieurs  années. 
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G.  Aknoux.  —  Arithmétique  graphique.  —  Introduction  à  l'étude  des  foue- 
tions  arithmétiques.  (Essaie  de  Psychologie  et  de  Métaphysique  positi- 
ves,} —  1  vol.  gr.  in-8,  XX-225  p.  ;  7  fr.  50  ;  Gauthier- Villars,  Paris. 

M.  Arnoux  est  un  visuel,  a  Si  j'ai  une  question  à  étudier  —  dit-il  dans  la 
préface  de  son  volume  —  je  me  demande  si  la  méthode  graphique  ne  pour- 
rait m'en  donner  la  solution...  En  tout  et  pour  tout,  c'est  mon  seul  et  unique 
moyen  de  comprendre  et  de  travailler.  »  C'est  la  méthode  graphique  qui  lui 
a  permis,  il  y  a  quelques  années,  de  résoudre  et  de  généraliser  le  fameux 
problème  des  carrés  magiques  et  diaboliques,  et  c'est  à  l'aide  de  la  même 
méthode  qu'il  a  réussi  à  établir  dans  son  dernier  ouvrage  les  principales 
propriétés  des  congruences. 

L'emploi  de  la  représentation  graphique  dans  des  recherches  arithméti- 
ques n'est  pas  nouveau.  Je  me  bornerai  à  rappeler  les  beaux  travaux  de  M. 
F.  Klein  sur  les  formes  quadratiques  et  les  recherches  de  M.  Minkowski. 
Plus  récemment,  M.  Laisant  a  donné  des  applications  curieuses  des  procé- 
dés graphiques  dans  son  petit  volume  «  Initiation  mathématique.  » 

M.  Arnoux  s'en  .sert  d'une  manière  systématique.  Voici  en  quoi  consiste 
sa  méthode  : 

Pour  représenter  les  faits  arithmétiques,  M.  Arnoux  a  recours  à  des  as- 
semblages de  cases  qu'il  appelle  espaces  arithmétiques.  Supposons,  pour 
fixer  les  idées,  qu'on  ail  à  étudier  une  fonction  explicite  ou  implicite  de  deux 
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variables  a  el  6.  Ces  variables  ne  prennent,  par  hypothèse,  que  de»  valeurs 
entières,  et  lorsqu'on  a  fait  choix  d'un  module  m,  le  nombre  des  valeurs 
différentes  de  chacune  de  ces  variables  est  égal  à  m.  Prenons  du  papier 
quadrillé  et  considérons  un  carré  composé  de  m'  cases.  A  chaque  couple  d(t 
valeurs  a,  j5,  on  fera  correspondre  une  case  déterminée  du  carré,  de  même 
qu'en  géométrie  analytique  tout  couple  de  valeurs  des  coordonnées  déter- 
mine un  point  du  plan.  Dans  chaque  case  on  inscrira  la  valeur  correspond 
dante  de  la  fonction.  Un  certain  nombre  de  cases  pourront  contenir  2,  3... 
nombres  différents,  —  de  même  qu'on  pourra  avoir  des  cases  blanches  -,  ce 
cas  se  présentera  chaque  fois  que  les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction 
n'appartiendront  pas  au  domaine  de  rationalité  choisi. 

M.  Amoux  explique  comment  on  peut  procéder  dans  le  cas  où  le  nombre 
des  variables  est  égal  ou  supérieur  à  trois.  Il  suffit  alors  de  considérer  une 
collection  de  m,  m*...  carrés  de  m^  cases,  rangés  dans  un  ordre   déterminé. 

Mais  revenons  à  notre  carré  de  /«*  cases.  Les  valeurs  de  la  fonction  étant 
inscrites  dans  les  cases  correspondantes  du  carré,  l'examen  attentif  du  ta- 
bleau ponrra  nous  révéler  certaines  particularités  dans  la  distribution  de 
ces  valeurs  qui  sont  la  traduction  graphique  de  propriétés  arithmétiques  de 
la  fonction.  Hn  donnant  an  module  des  valeurs  différentes,  ou  éliminera  les 
propriétés  particulières  et  la  comparaison  des  tableaux  pourra  nous  mettre 
sur  la  voie  de  quelque  loi  générale.  On  voit  que  la  méthode  de  M.  Arnoux 
est,  comme  il  le  dit  fort  bien  lui-même,  la  méthode  expérimentale  dans 
loute  sa  pureté.  Comme  moyen  de  découvertes,  elle  peut  rendre  des  services 
réels.  Dans  bien  des  cas,  elle  fournit  en  même  temps  que  des  propriétés 
nouvelles,  les  éléments  nécessaii'^s  à  leur  démonstration.  Certes  il  y  a  des 
exceptions,  et  elles  ne  sont  pas  rares,  mais  le  bon  côté  de  la  méthode  de 
M.  Arnoux  est  qu'elle  nous  donne  toujours  des  points  d'appui,  et  son  utilité 
est  incontestable. 

F^es  deux  premiers  chapitres  du  livre  de  M.  Arnoux  sont  consacrés  à 
Télude,  à  l'aide  de  la  méthode  graphique,  des  opérations  élémentaires  (mod. 
m)  :  multiplication,  division,  etc.  On  est  conduit,  par  l'examen  des  tableaux, 
aux  propriétés  fondamentales  des  nombres  entiers  et  des  congruences  bi- 
nômes. 

Nous  passons  ensuite  à  Tétude  (mod  p)  des  fonctions  rationnelles  entières 
à  coefficients  entiers,  f  (x),  le  module  p  étant  un  nombre  premier.  Les  poly- 
nômes f  (x)  peuvent  être  supposés  primaires.  On  a  alors  le  théorème  fonda- 
mental suivant  qui  domine  toute  la  théorie  des  congruences  :  une  fonction 
entière  primaire  ne  peut  être  décomposée  en  fonctions  irréductibles  pri- 
maires que  d'une  seule  manière. 

Pour  établir  ce  théorème,  M.  Arnoux  se  sert  de  Hgures  qu'il  appelle  es- 
paces décomposants.  L'idée  fondamentale  reste  la  même.  Une  fonction  f  (x) 
est  délinie  par  ses  coefficients.  On  pourra  la  représenter  en  écrivant  la  suite 
de  ces  coefficients  dans  leur  ordre.  Par  exemple  le  polynôme  x*  -\- 'i  x  -\-  h 
s'écrira  1035.  Ces  coefficients  jouent  le  rôle  de  coordonnées.  A  toute  fonction 
f(x)  de  i\Qf^ré  /i  correspond  une  case  déterminée.  On  inscrira  dans  cette  case 
les  facteurs  irréductibles  de  f  (x).  Mais  comment  trouver  ces  facteurs  ? 

Au  lieu  de  décomposer  les  fonctions  f  (x)  (mod.  p).  M.  Arnoux  remonte  à 
ces  fonctions  eu  partant  des  fonctions  irréductibles  de  degrés  inférieurs  à  /i. 
qu'il  combine  entre  elles  de  toutes  les  manières  possibles.  A  chacun  des 
produits  ainsi  obtenus  correspond  une  case  déterminée.  On  aura  qu'à  ins- 
crire dans  cette  case  les  facteurs  dont  on  s'est   servi.    Dans  les  cas  parlicu- 
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liers  considérés  par  M.  Arnoux,  tous  les  produits  sont  différents  (rooid.  p). 
Le  nombre  des  produits  différents  est  donc  égal  à  celui  des  combinaisons. 
Mais  cette  propriété  est-elle  générjile  ?  Le  supposer  c'est  se  servir  im- 
plicitement du  théorème  fondamental  qu'il  s'agit  de  prouver.  La  propriété 
est  loin  d'être  évidente  ;  dans  les  domaines  algébriques,  la  décomposition 
peut  n'être  pas  univoque  et  deux  produits  a|3  et  7J  peuvent  être  égaux  entre 
<>ux.  sans  que  le  facteur  indécomposable  a  soit  égal  à  aucun  des  facteurs 
indécomposables  7  et  $.  La  démonstration  de  M.  Arnoux  aurait  donc  besoin 
d'être  complétée. 

Nous  abordons,  dans  le  chapitre  suivant,  l'étude  des  congruences  géné- 
rales. M.  Arnoux  se  sert  très  adroitement  des  imaginaires  de  Galois  dont  il 
esquisse  la  théorie  en  appuyant  toujours  sur  les  considérations  concrète^». 
Ses  tables  de  puissances  des  imaginaires  méritent  une  attention  spéciale. 

Après  ces  généralités,  nous  passons  à  l'étude  des  congruences  du  pre- 
mier, du  second  et  du  troisième  degré*.  Ici.  les  tables  de  M.  Arnoux  jouent 
un  rôle  particulièrement  important.  Elles  lui  permettent  de  retrouver  U  plu- 
part des  propriétés  caractéristiques  de  ces  congruences. 

En  résumé,  ce  qui  fait  avant  tout  l'originalité  du  livre  de  M  Arnoux. 
c'est  sa  méthode.  Malgré  son  extrême  simplicité  elle  a  permis  à  M.  Arnoux 
de  retrouver  les  principes  essentiels  de  la  théorie  des  nombres.  J'engagerais 
beaucoup  le  lecteur  à  faire  l'application  de  cette  méthode  à  l'étude  de  pro- 
blèmes qui  n'ont  pas  été  traités  par  M.  Arnoux. 

M.  Arnoux  nous  apprend  dans  la  préface  que  sou  livre  est  dû  à  une  col- 
laboration. Comme  nom  d'auteur  il  devrait  porter  à  côté  du  sien,  celui  de 
M.  C.  A.  Laisaiit.  C'est  en  effet  M.  Laisant  qui  l'a  rédigé.  On  y  retrouve  la 
précision,  la  clarté  et  cet  art  de  simplifier  les  questions  les  plus  ardues  que 
possède  à  un  si  haut  degré  l'auteur  de  la  «  Théorie  des  équipollences  »  el 
de  r  «  Initiation  mathématique.  » 

D.  MiKiMANOFF  (Genève}. 

W,  M.  Baker.  —  Algebraic  Geopietry.  A  new    treatise   on   analytical  conîc 
sections.  —  1  vol.  in-17,  325  23  pp.,  6  d.,  George  Bell  and  Sons»  London. 

Comme  l'auteur  le  fait  remarquer  dans  sa  Préface,  ce  traité  est  conforme 
aux  idées  nouvelles  concernant  l'enseignement  mathématique.  Il  est  appelé 
à  rendre  de  grands  services  à  tous  ceux  qui  désirent  s'initier  d'une  façon 
complète  et  pratique  à  la  Géométrie  analytique  élémentaire.  L'auteur,  s'adres- 
sant  à  des  débutants,  n'aborde  les  sections  coniques  proprement  dites  qu'aprèa^ 
une  étude  détaillée  de  la  droite  et  du  cercle.  Après  cela  il  passe  aux  courbes 
du  second  degré  dans  Tordre  suivant:  Parabple,  Ellipse,  Hj'perbole.  II  est 
à  remarquer  que  cet  ordre  difl'ère  de  celui  généralement  adopté. 

Vn  dos  avantages  incontestables  de  ce  livre  réside  dans  l'abondance  el  la 
variété  des  exemples  ;  aucune  théorie  n'est  traitée  sans  application.  Or,  il 
n'est  point  besoin  d'une  longue  expérience  dans  l'enseignement  mathématique 
pour  se  rendre  compte  de  l'atilité  des  exemples  en  pareil  cas.  Rien  n'est  plus 
apte  à  rendre  claire  une  théorie  plus  ou  moins  abstraite  qu'une  application 
appropriée,  et  cela  est  surtout  vrai  lorsqu'tm  s'adresse  à  de  jeunes  intelli- 
gences, auxquelles  du  reste  ce  livre  est  destiné.  En  outré  des  exemples  trai- 
tés. 1  élève  trouvera  à  la  fin  de  chaque  «'hapitre  de  nombreux  problème.'*  non 

*  Nous  piiblioroiis  dans  un  proehnin  n«  une  note  «!«  M.  Mirîiiianotrsiir  les  conjçriioncos  tlii 
3ittc  dogré  se  rattachant  au  livre  do  M,  Arnoux.  tltcd.l. 
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résolus  (les  solutions  sont  donnc^es  à  la  (indu  volume)  el,  de  leinps  en  temps, 
<le*i  questions  de  révision. 

On  notera  enfin  l'emploi  fréquent  du  papier  quadrillé  et  Tabondance  des 
(îiçnres,  autant  de  points  qui  contribueront  au  succès  de  ce  petit  traité. 

J.-P.  DuMUR  (Genève). 

fï.  BouAssK.  —  Goars  de  physique  conforme  aux  programmes  des  Certifi- 
cats et  de  lAgrégation  de  physique.  Fascicule  1.  —  Mécanique  physique. 
—  I  vol.  gr.  in-8"  de  236  p.  ;  6  fr.  50  ;  Ch.  Delagrave,  Paris. 
Dans  celte  Revue  et  à  cette  place  consacrée   d'ordinaire  à  l'analyse  d'ou- 
vrages mathématiques,  il  est   impossible  de  passer  sous  silence  le  cours  de 
physique  dont  .M.  Btiuasse  commence  la  publication.  Quoiqu'il  soit,  comme 
l'auteur  l'indique,    snrtont  destiné  aux   physiciens,  Tusage   des  mathémati- 
ques y  est  si  constant,  si  clair,  si  varié  à   propos    de  problèmes  dont   l'élé- 
gance et  rimporlance  se  valent,  qu'il  intéressera  à  coup  sûr  bien  des  mathé- 
maticiens.   On   sait  d'ailleurs   combien   ces    derniers,    lorsqu'ils   font   de  la 
physi<pio  mathématique,  sont  portés  à  ne  pas  juger    très    équilablement  du 
sens  physique  de  leurs  formules,  rapprochant  souvent  des   points  analogues 
au  point  de  vue    purement    analytiqu<'.    mais   que   le    physicien    hésiterait   à 
rapprorhrr  dans  le  domaine  expérimental. 

L  «envre  dt'  M.  Bouasse    semble  très   heureusement  tenir   le    milieu  entre 
un  traité  de  Physique  mathématit|ue  et  un  traité  de  Physique  tout  court. 
Le  premier  fascicule  traite  de  la  Mécanique  physique. 

r^es  premières  lignes  séduisent  tout  de  suite  en  montrant  à  quelle  école 
philosophique  appartient  l'auteur.  Pas  de  digressions  plus  ou  moins  vides 
sur  ridée  de  force.  C'est  le  travail  (|ui  sert  de  base  à  toutes  les  autres 
notions.  Des  variations  de  longueur,  de  volume,  de  coordonnées  quelconques, 
da,  db,  de...  entraînent  un   travail  élémentaire 

dT  =  Ada  4-  Bdb  -f-  Cdc  -|-.... 

et  ce  sont  les  coefficients  A,  B,  C,. ..  qui  s'appellent  conventionnellement  forces, 
pressions,  etc..  De  telles  idées  ne  seront  jamais  trop  rappelées  ni  trop 
mises  en  évidence  à  la  base  de  la  Mécanique  et  de  la  Physique.  Les  priiK*i- 
pes  généiMux  de  la  slatitjue  sont  éclairés  immédiatement  par  l'étude  de  sys- 
tèmes simpl(>s  (balance,  suspension  bifilaire,  etc.).  Nous  passons  ensuite 
aux  fondements  de  la  dynamitpie  et  au  fonctionnement  des  machines  à  un 
dej^ré  de  liberté  (pendules  simple,  composé,  à  retournement).  I>e  choc  des 
corps,  les  frottements,  les  résistances  de  milieu,  sont  passées  en  revue  sans 
aucune  peine  alors  (|ue  -tout  cela  semblerait  énorme  à  l'étudiant  physicien 
qui.tenlerait  de  se  familiariser  avec  ces  notions  dans  un  traité  de  Mécanique 
où  elles  formeraient  autant  de  chapitres  distincts. 

I^e  chapitre  II  consacré  à  1  hydro-^taliquo  contient  notamment  l'équilibre 
des  cor;)s  flottants  el  la  formule  barométrique  ;  il  est  suivi  d'une  très  intéres- 
sante étude  de  la  capillarité  (Ch.  III)  dans  laquelle  il  faut  signaler  surtout 
les  paragraphes  ayant  trait  à  la  formation  des  gouttes  et  à  la  détermination 
de  la  surface  d'un  liquide  dans  le  voisinage  d'une  paroi.  La  section  de  celte 
surface  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  paroi  est  une  certaine  courbe  élas- 
tique définie  par  une  équation  difrérenlielle  du  second  ordre  facilement 
iiitégrable.  Combien  de  tels  exemples  pourraient  être  utilement  cités  dans 
les  cours  de  Mathématiques    générales  et    combien    l'élève   s'y    intéresserait 
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plus  qu'à  des  rulculs  fantaisistes  dont  il  se  demande  si  la  nêcessilé  appa- 
raîtra jamais  au  cours  de  Physique. 

L'écoulement  des  fluides  (Ch.  IV).  la  r^gle  de  Torrirelli,  le  théorème  de 
Bernoulli,  sont  accompagnés  de  résultats  expérimentaux  très  précis,  notam- 
ment de  l'étude  stroboscopique  des  veines  verticales  libres.  Après  la  résis- 
tance des  fluides  au  mouvement  des  solides  immergés  nous  abordons  (Ch.  V) 
la  question  de  la  transmission  d'un  ébranlement.  La  question  capitale  du 
rôle  des  équations  aux  dérivées  partielles  en  Physique  apparaît.  M.  Bouasse 
a  grandement  raison  d'insister  sur  ce  point  si  difQcultueux  en  général  mais 
qu'il  est  possible  d'éclairer  en  s'en  tenant  tout  d'abord  a  des  solutions  satis- 
faisant à  des  conditions  aux  limites  choisies  simplement.  Les  solutions  conte- 
nant des  fonctions  arbitraires  sont  présentées  tout  d'abord.  C'esl  la  marche 
qui  semblera  la  plus  naturelle  d'autant  plus  que,  quelques  pages  plus  loin, 
les  développements  trigonométrîqucs  sont  étudiés.  On  compr«*ndra  alors 
sans  peine,  et  physiquement  pour  ainsi  dire.  f|uc  ces  développements  puis- 
sent représenter  des  fonctions  arbitrairt's  puisqu'ils  doivent  rendre  aux 
limites  les  mêmes  services  que  les  fondions  arbitraires  que  la  première 
méthode  permet  d'introduire  directement.  Kt  d'ailleurs  les  préliminaires  une 
fois  posés  on  arrive  avec  une  très  grande  simplicité  a  étudier  la  propaga- 
tion d'une  onde  uni({uc,  sa  réflexion,  la  transmission  adiabatique  du  son  et 
le  principe  d'Huyghens  sur  la  propagation  d'un  ébranlement  entretenu  par 
tous  les  points  d'une  surface  d'onde. 

L'hydrodynamique  (Ch.  YI).  déjà  abordée  à  vrai  dire  dans  les  questions 
précédentes,  est  reprise  plus  généralement  avec  la  notion  du  potentiel  des 
vitesses  qui  existe  ou  n'existe  pas  suivant  que  le  mouvement  est  irrotationnel 
on  non.  Cela  conduit  à  la  considération  des  mouvements  lourbillonnaires 
envisagés  soit  au  sein  d'un  liquide,  soit  au  sein  d'un  gaz,  mouvements  qui 
otfrenl  des  apparences  physiques  si  curieuses  surtout  dans  les  cas  où  l'on 
peut  mettre  eu  évidence  l'existence  de  surfaces  ou  de  lignes  de    tourbillon. 

Le  reste  de  l'ouvrage  est  consacré  à  la  déformation  des  solides.  Kn  celte 
matière  les  travaux  personnels  de  1  auteur  sont  suffisamment  connus  pour 
qu'on  puisse  les  voir  transparaître  sous  une  exposition  de  forme  extrême- 
ment originale.  L'idée  d'hystérésis  facile  à  interpréter  géométriquement 
sépare  immédiatement  la  déformation  parfaitement  élastique  de  la  déforma- 
tion ordinaire.  Les  propriétés  de  certaines  substances  comme  le  caoutchouc, 
substances  qui  obéissent  pour  de  grandes  déformations  à  des  lois  sinon 
semblables  du  moins  comparables  à  celles  qui  régissent  les  déformations 
très  petites  d'autres  corps  beaucoup  moins  élastiques  tels  que  les  métaux, 
sont  rapprochées  immédiatement  des  propriétés  de  la  déformation  parfaite- 
ment élastique.  Je  signale  aussi  comme  une  bien  intéressante  expérience 
d'acoustique  la  mesure  du  module  d'Young  fondée  sur  Tétude  des  vibra- 
tions sonores  d'une  tige.  Dans  l'étude  de  la  torsion  hélicoïdale  d'un  cylindre 
on  voit  nettement  l'influence  de  l'hypothèse  préliminaire,  facile  à  vérifier, 
de  la  conservation  des  sections  droites. 

Le  chapitre  VIÏI  est  consacre  aux  éléments  de  la  théorie  de  l'élasticité 
pour  les  corps  isotropes.  C'est  d  abord  une  partie  toute  théorique,  inévita- 
ble parce  qu'elle  est  indispensable,  et  c'est,  comme  on  peut  s'y  attendre,  la 
partie  <|ui  semblera  "la  plus  dillicile  au  lecteur  dont  la  science  mathématique 
est  restreinte  ;  cependant,  dans  la  question  si  délicate  de  l'équilibre  élas- 
tique, M.  Bouasse  peut  rapidement  présenter  des  résultats  expérimentaux 
et  étudier  par  e.vemple  léqiiilibre  d'un  tube  cylindrique  ou  d'une  enveloppe 
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sphériqiie.  Alors  rcviciil  la  belle  question  des  oncl«'s  roiisidérée  celte  IVn'g 
dans  un  solide  isotrope.  Les  équalions  générales  de  la  déionnalion  qui  pa- 
raissent si  compliquées  en  général  vont  cependant  donner  des  résultats 
simples,  élégants  et  d^une  importance  capitale  si  l'on  réfléchit  notamment  à 
ce  que  les  solides  transmettent  des  ondes  transversales  qui  en  optique  sont 
celles  transmises  par  l'éther. 

Après  l'étude  du  frottement  appliqué  entre  autres  choses  aux  ([uestions  de 
freinage  iCh.  IX)  nous  passons  à  l'équilibre  et  au  mouvement  vibratoire  des 
cordes.  Dans  l'équilibre  la  tension  de  la  chaînette  est  envisagée  dans  le  cas 
très  réel  des  chaînettes  formées  par  les  fils  télégraphiques  suspendus, 
dans  le  mouvement  nous  retrouvons  pour  les  vibrations  des  cordes  et  des 
membranes  les  considérations  relatives  aux  équations  aux  dérivées  partiel- 
les et  aux  séries  trigonométriques  déjà  rencontrées  à  propos  des  ondes.  Il 
est  encore  bien  remarquable  que  la  superposition  des  harmoniques  soit  une 
interprétation  physique  toute  naturelle  du  développement  en  série  trigono- 
métrique. 

Le  dernier  chapitre  est  consacré  à  la  résonnance  et  à  la  vibration  des 
verges  si  bien  que  ce  premier  volume  contient  en  somme  l'acoustique.  Il  est 
beau  d'avoir  été  jusque  là  dans  une  partie  consacrée  par  son  titre  à  la  Mé- 
canique physique. 

Les  volumes  suivants  auront  trait  à  la  Thermodynamique,  à  l'Electricité, 
à  rOptique.  Heureusement  préparés  par  celui  que  nous  venons  de  parcou- 
rir ils  nous  apporteront  sans  doute  bien  d'autres  surprises  intéressantes  et 
nouvelles. 

A.  BruL  (Montpellier). 

F.  Ebnek.  —  Leitladan  der  technisch  wichtigen  Kurven.  —  1  vol.  in-8", 

cart.  VIII,  197  p.,  93  fîg.  ;  4  M.  ;  B.  G.  ïeubner,  Leipzig. 

M.  Ebner  a  réuni  en  un  exposé  systématique  les  propriétés  d'un  certain 
nombre  de  courbes  que  l'on  rencontre  fréquemment  en  mécanique.  Il  fait 
une  étude  très  complète  et  bien  ordonnée  de  la  trajectoire  décrite  par  le 
sommet  C  d'un  triangle  ABC,  les  points  A  et  B  étant  astreints  à  glisser  sur 
deux  axes  rectangulaires,  sur  une  droite  et  une  circonférence  ou  sur  deux 
circonférences.  La  discussion  donne  lieu  à  d'intéressants  exemples  dont  les 
applications  pratiques  sont  mises  en  évidence. 

Dans  les  deux  derniers  chapitres  sont  examinés  les  paraboles  et  les  hyper- 
boles d'ordre  supérieur  (r=fla''M,  el  les  courbes  dites  cycliques. 

Il  y  a  là  non  seulement  des  applications  utiles  à  l'élude  de  la  trajectoire 
d'un  point  d'une  bielle,  mais  les  professeurs  y  trouveront  aussi  d'intéressants 
exercices  de  géométrie  analytique  donnant  lieu  à  des  discussions  d'une 
interprétation  facile. 

Alf.xandkr   Gleiche.n.   —  Vorlesangen  ûber  photographische   OpUk.  — 

1  vol.  in-8",  230  p.,  63  lig.  ;  9  Mk  ;  Gôschen,  Leipzig. 

M.  Gleichen,  qui  en  1902  a  publié  un  traité  d'optique  géométrique  1res 
intéressant,  expose  dans  ces  «  leçons  »  la  théorie  des  systèmes  photogra- 
phiques. Toute  cette  théorie  se  déduit  des  principes  connus  de  l'optique 
géométrique  (propagation  rcctiligne  de  la  lumière,  lois  de  réflexion  et  ré- 
fraction, etc.).  Le  lecteur  sera  peut-être  un  peu  surpris  que  la  diffraction, 
tellement  importante  pour  les  instruments  optiques  en  général,  ne  joue  au- 
cun   rùle    dans  la  théorif*    des    objectifs    pliotographiqn(>s.  La  raison  en  est. 
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iQi  qu  on  opcTc  en  photographie  presque  toujours   avec   des   faisceaux   d  ouver- 

^  ture  relativement  grande.  Cependant,  si  le  problème  au  point  de  vue  physi- 

I  que  s'en   trouve  simpUiié,  il  eu  résulte  une  plus  grande  complexité  au  point 

^  de  vue  géométrique.  Mais  la  plus  grande  difficulté  réside  évidemment  dans 

j:  la  grandeur  du  champ.  De  là,  un  grand   nombre  de  corrections  et  de  condi- 
tions, dont  l'auteur  expose  la  théorie  avec   beaucoup  de  simplicité  et  d'élc- 

P  gance.  Le  mathématicien  suivra  avec   intérêt  ces  développements,   qui  con- 

^v  tiennent  en  maints  endroits  les  vues  personnelles  d'un  homme  expert. 

'^-  ^  '  Partant  des  principes  élémentaires  de   la  formation  des   images   par  des 

^' '  surfaces  sphériques  centrées,  l'auteur  n'envisage  d'abord  que  la  région   pa- 

S^\  raxiale.  11  traite  ensuite  le  problème  de  la  délimitation  des  faisceaux  par  les 

^v    ^  diaphragmes,  l'achromatisme,  la  région  de  Seidel  et  la  condition  de  Petzval. 

i^,  Des  problèmes  plus  compliqués  et  plus  généraux  delà  représentation  d'une 

^*.'  portion   finie  do   l'espace    sont  abordées,  en   faisant    intervenir   La  surface 

'^\  d'onde  et  la  fonction  de  Hamilton.  La  condition  générale  pour  la  formation 

^y  de  l'image  sans  aberration  de  deux  points  voisins  de  l'axe  optique  est  expo- 

|;   '  sée  d'après  les  vues  personnelles  de  l'auteur.  Il  en  déduit  la  condition   des 

y  sinus  et  la  condition  de  Herschel.  Le  chapitre  suivant  traite  l'astigmatisme. 

\.K  Les   formules    sont  simplifiées   par  l'introduction  du  «  système  rationnel  » 

t-'  qui  niet  en  évidence  certains  invariants  optiques.   (Rayons   méridionaux   et 

r  sagittaux.  «  Pointe  caustique  »  «  Koma.  m)  Plus  loin,  l'auteur   critique  cer- 

k,  taines   inexactitudes  qu'on   se   permet  quelquefois  dans  la  construction  des 

y  images,  en  exposant  une  théorie   du   «  diaphragme    naturel  »    et  de  la  cons- 

;y  tiniction  des  images   par  «rayons  fondamentaux  ■.  Les  derniers   chapitres 

]  sont  consacrés  aux  questions  de  l'orthoscopie,  éclat  des   images,   objectifs 
symétriques,  constructions  géométriques  des  faisceaux  réfractés,  notes  his- 

i-  toriques  et  exemples  numériques  du  calcul  des  objectifs  photographiques. 

A.  ScHiDLOt.  (Genève). 

Franz   Rogel.   —  Das  Rechnen   mit  YorteiL    Eine    gemeînfassliche   durch 
zahlreiche   Beispielo  erlauterte    Darstellung  emphfehienswerter    Vorteile 
!  und  abkiirzender   Verfahren.   —   1    vol.   in-8".    38   p.   ;   M.    0.80  ;    B.    G. 

Teubner,  Leipzig. 

Cette  brochure  rendra  d'utiles  services  à  tous  ceux  qui  désirent  apprendre 
à  calculer  rapidement  et  avantageusement.  Elle  s'adresse  aux  personnes  qui 
sont  déjà  versées  dans  les  opérations  fondamentales  de  l'Arithmétique  et  de 
l'Algèbre  et  elle  a  pour  but  de  simplifier,  dans  la  mesure  du  possible,  ces 
opérations  et  ces  calculs  de  façon  ii  permettre  à  ceux  qui  en  prendront  con- 
naissance de  perdre  le  moins  de  temps  possible. 

L'auteur  passe  d'abord  en  revue  les  quatre  opérations  fondamentales  : 
Addition,  Soustraction,  Multiplication,  Division  ;  il  traite  spécialement  les 
cas  particuliers  qui  peuvent  se  présenter  et  indique  les  principaux  moyens 
de  preuves  dont  on  dispose.  Il  faut  noter  également  les  chapitres  concernant 
la  multiplication  complémentaire,  la  multiplication  ordonnée,  la  multiplica- 
lion  abrégée  et  enfin  celle  des  nombres  approchés.  On  retrouve  du  reste 
les  mêmes  chapitres  dans  la  Division.. 

L'auteur  traite  en  terminant  des  puissances  (carrés  et  cubes)  et  des 
Racines  (racines  carrées  et  cubiques  et  racines  cinquièmes). 

En  outre  des  moyens  abréviatifs  connus,  l'on  en  trouvera  dans  ce  petit 
livre  d'autres  qui  le  sout  moins  et  qui  jusqu'à  présent  n'avaient  pas  été  ré- 
pandus.  C'est  donc  un  mérite  de  plus  pour  l'auteur  d'avoir  fait  œuvre  de 
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vaigarisalion,  et  il  est  à  souhaiter  que  ce  petit  volume  parvienne  entre  les 
mains  de  tous  ceux  que  cette  question  intéresse. 

J.-P.  DuMUK,  (Genève» 

M.  SiMo:«.  —  Ueber  die  Entwicklang  der  Elementar-Geometrie  im  XIX. 

Jahrhnudert.  —  1  vol.  in>8o  cart.  278  p.  ;  8  M.  ;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Ce  volume,  qui  fait  partie  des  rapports  publiés  par  rAssociation  des 
mathématiciens  allemands  (suppléments,  Tome  I),  donne  un  aperçu  du  déve- 
loppement de  la  Géométrie  élémentaire  au  cours  du  XIX""*!  siècle.  Dans  le 
premier  chapitre  on  trouve  dutiles  indications  historiques  et  bibliographi- 
ques concernant  la  Géométrie  élémentaire,  sa  méthodologie,  ses  traites  et 
recueils  d'e.Kercices.  L'auteur  examine  ensuite,  dans  les  chapitres  suivants» 
des  questions  particulières,  telles  que  la  théorie  des  parallèles,  la  circon- 
férence, la  mesure  des  aires,  etc..  les  relations  métriques  dans  l'espace,  la 
Trigonométrie. 

Le  texte  proprement  dit  est  clair  et  très  condensé  ;  chaque  paragraphe 
est  accompagné  de  renseignements  bibliographiques  très  nombreux.  £n  les 
examinant  on  ne  peut  qu'admirer  le  soin  que  l'auteur  a  apporté  à  cette  im- 
portante étude  bibliographique  que  nous  signalons  à  tous  ceux  qui 
enseignent  la  Géométrie  élémentaire.  Elle  a  sa  place  bien  marquée  dans 
toutes  les  bibliothèques  d'Ecoles  normales,  de  Gymnases  et  de  Lycées. 

(;aston  Tarry.  —  Tablettes  des  cotes  relatives  à  la  base  20580  des  factenrs 
presiiers  d'an  nombre  infériear  à  N  et  non  divisible  par  2,  3,  5  on  7.  — 

Grand  in-8  (28  X  19)  ;  1  fr.  25  ;  Gauthier- Villars,  Paris. 

L'Auteur  se  propose  de  construire  de  nouvelles  Tables  pour  la  décompo- 
sition des  nombres  en  leurs  facteurs  premiers,  pour  les  douze  premiers 
millions,  en  les  réduisant  au  moindre  volume. 

Pour  atteindre  ce  but,  il  a  imaginé  un  nouveau  procédé,  qui  présente 
l'avantage  de  substituer  aux  divisions  successives  du  nombre  considéré,  par 
les  différents  nombres  premiers  p,  des  additions  mentales  de  nombres  infé- 
rieurs à  la  moitié  de  ^.  Ainsi,  la  multiplication  apportée  est  équivalente  à 
celle  introduite  par  les  logarithmes  dans  le  calcul  des  divisions. 

Comme  exemple  d'application  de  la  nouvelle  méthode,  il  fait  paraître  sous 
le  nom  de  «  Tablette  des  cotes...  «  une  Table  des  facteurs  premiers  des 
nombres  de  1  à  100489. 

Suivant  l'accueil  qui  sera  fait  à  cette  publication,  il  verra  s'il  doit  pour- 
suivre ou  abandonner  son  projet. 

Dans  une  note  publiée  dans  le  Bull,  de  la  soc,  philoniatique  de  Paris, 
1907,  M.  Tarry  donne  la  théorie  des  tablettes  des  cotes  pour  la  recherche 
des  facteurs  premiers  d'un  nombre  inférieur  à  N  =  317'  =  10048?  et  non 
divisible  par  2,  3,. 5  ou  7. 

BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE 

1.  Sommaires  des  principaux  périodiques: 

American  Joamal  of  Mathematics,  edited  by   Fr.    Morley.  Vol.  X.\IX. 

1907  ;  The  Johns-Hopkins  Press,  Baltimore. 

No»  1  et  2  (janvier-avril  1907).  —  G.-A.  Miller  :  The  groups  wich  contai» 
less  than  Fifteen  opération  of  Order  Two.  —  Lennes  :  Concerning  the  Im- 
proper  Definite  Intégral.  —  Akers  •  On  the  augmencc  of  axes  in  a  Buudle  of 
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iinear  Line  complexco.  —  H^  Sisau  :  On  septîc  serolls  Having  a  rectilioear 
Direcirix.  —  Stldy  :  Beitrage  zur  Nicht-  EukHdischcn  Géométrie.  — 
EisBNHARiiT  :  Certain  Triply  Orthogonal  Systems  of  surfaces. 
Annaes  Scientificos  da  Academia  Polytechnica  do  Porto,  publicados  »ob  a 
Direcçao  de  F.  Gomes  Teixeira.  —  Vol.  I.  Impreno  da  Untversidade, 
Coinbra. 

Vol.  I,  N"*  3  el  'i  .  —  J.  Neuber<5  :  Sur  quelques  complexes  de  droites.  — 
Lazzeri  :  Aggrupamenti  prosppetivi  di  ordinc  n  e  specie  /?  -j-  ^'  —  Hato.n 
DE  LA  GouPiLLiÈRE  :  Centre  de  gravité  du  temps  de  parcours. 

Vol.  II,  N»  1,  —  NiELs  NiELSEN  :  Sur  les   séries  de   fonctions  sphériques. 
Atti  délia  Reale  Accademia  dei  Lincei.  CCCIII  Rendicomi.  Vol.  XV.  Juillet- 
décembre  1906,  Rome. 

p.  BuRGATTi  :  SuU'estensione  del  mctodo  d'integrazione  di  Riemanii 
aU'equationi  lineari  d'ordine  n  con  due  Variabili  indipendenti.  M.  de  Fran- 
chis) Le  superficie,  più  voUe  irregolari,  di  5®  ordine  con  punti  tripli.  -- 
Id  :  l^e  superficie  irratiouali  di  5^^  ordine  con  infinité  coniche.  —  F.  Eivriques  : 
SuUe  superficie  algebriche  che  ammettono  una  série  discontinua  di  trasfor- 
mazioni  birazionali.  —  H.  Lebesgue  :  Les  fonctions  dérivées.  —  B.  Leti  : 
Ancoru  alcune  osservazioui  suUe  funzioni  derÎTate.  —  E.-E.  Levi  :  Su  un 
iemma  del  Poincaré.  —  Id  :  Richerche  sulla  teoria  délie  funzioni  automorfe. 

—  G.  MoRERA  :  Alcune  considerazioni  sulle  funzioni  armoniche  ellissoidalî. 

—  U.  Sbraxa  :  Le  superficie  di  Serret  negli  spazi  a  curvatura  costante.  — 

F.  Severi  :  Una  proprielà  délie  forme  algebriche  prive  di  punti  multipli.  — 
E.  Almaxsi  :  Sulle  equazioni  dell'elasticità.  —  Id  :  Sopra  una  classe  parli- 
oolare   di    dcformazioni    a    sposlamcnli    polidronii   dei   solidi   cilindrici.  — 

G.  Lauricella  :  Sul  probleraa  derivalo  di  Dirichlet,  sul  problema  del  Telet- 
troBlatica  e  sulla  iulegrazione  dellc  equazioni  dellelettricità. 

BoUettinO  di    matematica,   giornalo    scientifico-didattico    pcr    i'increnicnto 

degli  Studi  Malemalici  nelle  scuole  Medie.  diretto  dal  Dotl.  Alberli  Coî«Tr, 

con  la  cooperazione  del  Doit.  Umberto  Scarpis.  Anno.  Vl,  1907;  Bologna. 

No»  1  à  4  (janvier-avril  1907).  —  Vanxiihi  :  Sulle  approssimazioni  numeri- 
che.  —  Galvani  :  Sulla  risoluzione  dei  problemi  geometrici  col  metodo 
délie  equipollenze.  —  Carollo  :  Sulla  divisibilité  dei  uumeri.  —  Grezzi  : 
Sulla  divisibilità  dei  numeri.  —  Doria  :  Importanza  del  calcolo  délie  espres- 
sion  aritmeltche.  —  Piccole  note.  —  Revista  bibliografica. 
Comptes  renduB  HebdomadaireB  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  de 

Taris.  —  1907.  l«r  semestre,  T.  CXLlV.  —  Gauthier-Yillars,   Paris. 

7  janvier.  —  Schoenfliks  ;  Sur  un  théorème  d«  Heine  et  un  théorème  de 
Borel.  —  Lkcor:«u  :   Sur  les  turbines  à  axes  flexibles. 

l'i  janvier.  —  E.  Rkmoundos  :  Sur  les, points  critiques  d'une  classe  de 
fonctions.  —  Merrzyno  :  Sur  le  mouvement  des  liquides,  à  grande  vitesse 
par  conduite  très  large.  —  Bocoio  :  Sur  les  potentiels  d'un  volume  attirant 
dont  la  densité  satisfait  à  l'équation  de   Laplnce. 

21  janvier.  —  Fréchkt  :  Sur  l'approximation  des  fonctions  par  des  suites 
trigouoraétriques  limitées.  —  Jacob  :  Sur  la  résistance  et  l'équibre  élastique 
des  tubes  frottés.  —  Tson<:alas  et  Vlahavas  :  Sur  les  hélices  de  propulsion. 

—  Fkrbkr  :  Sur  les  hélices  propulsives. 

28  janvier.  —  E.  Waels<:ii  :  Sur  les  fondions  sphériques  et  leurs  multi- 
pèdes.  —  M.  d'Ocac.ne  :  Sur  la  représentation  par  points  alignés  de  l'équa- 
tion d'ordre  nomograpliique  3  la  plus  générale.  —  P.  Duuem.  :  Sur  la  pro- 
pagation des  quasi  ondes  de  choc.  —  G.  Koe.mgs  :  Sur  la  courbure  des  cour- 
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bes  enveloppes  dans  le  mouvement  le  plus  général  d'un  corps  solide  dans 
l'espace. 

4  février.  —  Z.  Geouze  :  Quadrature  des»  surfaces  courbes.  —  Ïsoncalas 
«'t  Ylahavas  :  Elude  comparalive  des  hélicoptères  et  des  aéroplanes. 

il  février.  —  Lebesguk  :  Sur  le  problème  de  Dirichlet.  —  Baire  :  Sur  la 
uon-applicabililé  de  deux  continus  à  n  el  k  n  -\-  p  dimensions. 

18  février.  —  P.  Boutroux  :  Sur  la  croissance  des  intégrales  des  équa- 
tions diflerentielles  du  premier  ordre. —  E.  Maillet  :  Sur  les  fonctions 
quasi  entières  et  quasi  méromorphes.  —  Kok?iigs  :  Construction  du  rayon 
de  courbure  des  courbes  enveloppes  dans  le  mouvement  le  plus  général 
d'un  corps  solide. 

25  février.  —  î^.  Rkmy  :  Sur  certaines  surfaces  liées  aux  fonctions  abé- 
licnnes  de  genre  trois.  —  Jouquet  :  Remarque  sur  les  ondes  de  choc.  — 
Crussari  :  Sur  quelques  propriétés  de  l'onde  explosive 

4  mars.  —  N.  Nielsex  :  Sur  les  formules  d'addition  des  fonctions  sphé- 
riques. 

16  mars.  —  Kokxius  :  Sur  les  déformations  élastiques  qui  laissent  inva- 
riables les  longueurs  d'une  triple  inlinité  de  lignes  droites. 

18  mars.  —  F.  Riesz  :  Sui*  les  systèmes  orthogonaux,  de  fonctions.  — 
T.  Lalesco.  —  Sur  les  solutions  périodiques  des  équations  différentielles 
linéaires.  —  Lkbesgi'e  :  Sur  le  problème  de  Dirichlet.  —  Barré  :  Sur  les 
hélices  considérées  comme  génératrices  d'une  surface.  —  Hilleret  :  Sur  la 
méthode  des  isopérimètres. 

25  mars.  —  LECOR?fiJ  :  Sur  nue  généralisation    du  mouvement  de  Poinsot. 

2  avril.  —  Buhl  :  Sur  une  extension  de  la  méthode  de  sommation  de 
M.  Borel. 

8  avril.  —  Eug.  Barré  :  La  surface  engendrée  par  une  hélice  circulaire. 
--  Stekloff  :  Sur  un  problème  d'analyse  intimement  lié  avec  le  problème 
de  refroidissement  d'une  barre  hétérogène.  —  F.  RiBSZ  :  Sur  les  systèmes 
orthogonaux  de  fonctions  et  l'équation  de  Fredholen. 

22  avril.  —  Gambier  :  Sur  les  équations  différentielles  du  second  ordre  et 
du  premier  degré  dont  l'intégrale  générale  est  à  points  critiques  fixes.  — 
Popovuii  :  Sur  les  équations  aux  intégrales  réciproques. 

29  avril.  —  G.  Humbert  :  Sur  les  représentations  d'un  entier  par  une 
somme  de  dix  ou  de  douze  carrés,  —  GoLDZiURn  :  Sur  la  nature  analytique 
des  solutions  de  certaines  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre.  Krygowski  :  Sur  le  développement  des  fonctions  hypercUiptiques  en 
séries  trigonomélriques.  —  Barré  ;  Sur  les  surfaces  engendrées  par  une 
hélice  circulaire.  —  M.  d'Ocacm-:  :  Sur  la  représentation  de  l'équation  d'or- 
dre nomographique  3  la  plus  générale  par  un  nomogramme  conique.  — 
Jacob  :  Intégramètre  à  lame  coupante. 

6  mai.  —  Bertrand  Gambier  :  Sur  les  équations  différentielles  du  second 
ordre  et  du  premier  degré  dont  l'intégrale  générale  est  à  points  critiques 
lixes.  —  Ch.   Michel  :  Sur  certaines  congruences  de  droites. 

13  mai.  —  E.  Picard  :  Sur  une  équation  fonctionnelle  se  présentant  dans 
la  théorie  de  certaines  équations  aux  dérivées  partielles.  —  Ernest  Fischer  : 
Sur  la  convergence  en  moyenne.  —  S.  Bernstein  :  Méthode  générale  pour  la 
résolution  du  problème  de  Dirichlet.  —  Ed.  Maillet  :  Sur  les  fractions 
continues  arithmétique  et  les  nombres  transcendants.  —  M.  d'Ocagxe  :  Sur 
la  représentation  des  équations  d  ordre  nomographique  4  à  3  et  à  4  varia- 
bles. —  Canovetti  :  Sur  la  résislance  de  lair  au   mouvement  des  corps. 
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S»  JLivres  nouveaux  : 

R.  d'Adhkm^r.  —  Les  équations  auxdériTées  partielles  à  caractéristiques 
réelles.  —  l  vol.  in-8«écu,  86  p.  ;  cartonné,  i Collection  Scieniia}  ;  prix: 
2  ï'r.  ;  Gauthier-Villars,  Paris. 

P.  Cra.ntz.  —  Arithmetik  a.  Algebra-  —  Zum  Selbsiunhrriclu.  I.  —  1  vol. 

in-8eécu.   128  p.  ;   cari.  (Collection  Ans  JVatur' u.   Geislessveli)  i  1  Mk  25; 

B.  G.  Teubner,  Leipzig, 
(îaet.  Fazzari.  —   Brève  Storia  délia  Matematica.  Dai  lempi  aniirliê  al 

medio  evo.  —  i  vol.  in- 16,  268  p.  :  'i  L.  :  R.  SandrtHi,   Palorme. 
C  Hawkins.   —  Elementary  Trigonometry.  (Dents  Séries  ot  mathematical 

and  scientiiic  Text  Book  for  Schools).    —  1   vol.  in-16.  oarl.  ;{10  \\,  ;   'i  6 

(wiih  answers)  ;  Dent  &  C»,  London. 
F.  Klein  u.  R.  Sciiimmack.  —  Der  mathematischen  Unterricht  an  hôheren 

Schnlen.  Teil.  1.  Von  der  Organisation  des  malhcni.  t'iitciriclis. —  I  vol. 
cart.  in-8".  236  p.  ;  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

C.  A.  Laisant.  — •  La  Mathématique,  Philosophie,  Enseignement.  2"'«  édi- 
tion, revue  et  corrigée.  —  1  vol  in-8o  cart.  2'i3  p.  :  5  tV.  ,  GHUlhier-Villars, 
Paris. 

Wilh.  LoKBY.  —  Leonhard  Euler.  —  1  broch.  in-8",  20  p.  ;  B;-G.,  Teubner. 
Leipzig. 

LoRiA.  —  Yorlesongentlberdarstellende  Géométrie  l)euti>(  h  vou  Fr.  Schiute. 
ï  :  Die  Darstellongsmethoden.  —  I  vol.  in-8o,  idié:  219  p.  ;  r>  M.  HO  : 

B.  G.  Teubner,  Leipzig. 
IL  MijLLËR.  —  Vierstellige  Logarithmen-Tafeln  fur  «lie  iland  der  Schiller 

zusammengestellt.  —  I  fasc,  cart.,  8  p.  :  25  pf.  ;  B,-ti.  Teubner.  Leipzig. 

H.  Miji.LKR  u.  M.  KuTNEwsKY.  —  Aolgabonsammlung.  Aus^abe  B.  IL.  2. 

Auflage.  —  1   vol.  cart..  304  p.  -  prix  :  3  Mk  :  B.-(i.  Ttnihner,  Leip/.ig. 

H.  MuLLER.  —  Einfûhmng  in  die  Differential-  n.  Integralrechnung  znni 

Gebrauch  an  hôheren  Schulen.  —  1  vol.  cart.  in-8".  ;î8  p.  ;   I  M.  20  ;  H.  G. 
Teubner,  Leipzig. 
O.  RicHTBR.  —  Dreistellige  logarithmische  n.  trigonometrische  Tafeln.  — 

1  broch.  in-16,  10  p.,  0  M.  20;  B.  G.  Teubner.  Leipzig. 

Gaston  Tarry.  —  Tablettes  des  cotes  relatives  à  la  base  20580  des  fac- 
teurs premiers  d'nn  nombre  inférieur  à  N  et  non  divisible  par  2, 3,  5  ou 

7.   _-  Gr.  in-8"  (28  X  19)  ;  prix  1  fr:   25  :  Gauthiei  -Villars.  Paris. 
P.    Treutlein.    —   Mathematische  Aufgaben    aus    di^    Keirepriilungen    <iiT 
badischen  Mittelschulen.  X  Teil  :  Aulgaben.  —  I  vol.  in-8«  relié,  158  p.  ; 

2  M.  80  ;  B.  (i.  Teubner  Leipzig. 

K.  G.  VoLK.  —  Die  Elemente  der  neueren  Géométrie,  l'uier  besonderer 

Berùcksichtung  des  geometrischen  Bewegungspriiizips.  Fiir  die  oberen 
Klassen  hôherer  Lehranslalten  u.  zuni  Selbstiidiuui  bearbeîlel.  Mit  93 
zum  grossen  Teil  zweifarbigen  Fignren  im  Text.  I  vol.  rart.  in-8"  77  p.  : 
2  M.  20  ;  B.  G.  Teubner.  Leipzig. 
H.  Weber  u.  J.  Weli.stein.  —  Encyklopàdie  der  Elementar-Mathematik. 
I^in  Handbuch  fiir  Lehrer  u.  Studierende.  111  :  Angewandte  Mathematik. 
—  1  vol.  gr.  in-8»,  relié.  666  p.  ;  14  ;  M.  ;  B.  G.  Teubner,  I^cipzig. 


ERRATLM 
N»  de  mai,  p.  201,  ligne  13,  supprimer  le  nom  de  M.  (i.  Conibebiac. 
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Chemin  de  fer  du  Nord 

De  Paris-Nord  à  Londres 

Via  Calais  ou  Boulogne. 
Cinq  servîc'it^is  rapides  quotidiens  dans  «rliaque  sens* 

VOIF   LA  PLUS  RAPIDE 


Services  rapides  eiilre  Paris,  la  Belgique,  la  Hollande,  rAlleiiiape, 
la  Russie,  le  Oaneiiiark,  la  Suède  el  la  (Norvège. 

5  express  dans  chaque  sens  entre  Paris  et  Bruxelles. 

3  »  »  »  »  Paris  et  Amsterdam  . 
5  »             »             »  »            Paris  el  (^olo^iie    . 

4  »  »            )»  »            Paris  et  Francfort 
4  »             »             »  »»            Paris  et  Berlin .... 
2  »             »             »  »            l'aris  et  St-Pélei-sbourjç. 

Par  le  Noi-d-Express  bi-hebdomadaire. 

1  express  dans  chaque  sens  entre  Pai-is  et  Moscou     . 

2  »  »  »  »  Paris  et  Copenhague . 
2  »  »  »  »  Paris  et  Stockholm  . 
2            »             »             »             »            Paris  et  Christiania    .     . 


Avis  et  recommandations  à  MM.  les  Auteurs. 


Trajet 

en  3  h.  50 

8  h.  30 

8  h. 

12  h. 

18  h. 

51  h. 

46  h. 

62  h. 

28  h. 

43  h. 

49  h. 

Manuscrits  et  figures.  —  Nous  insistons  auprès  de  MM.  les  Collîibo- 
rateurs  pour  (jue  leurs  articles  destinés  à  L'Enseignement  Mathématique 
soient  écrits  lisiblement  et  d*un  seul  côté  de  la  feuille.  I^orsque  le  mé- 
moire est  accompaj^né  de  (i^nires,  celles-ci  doivent  être  dessinées  avec 
soin  sur  des  feuilles  séparées. 

Nous  invitons  <'n  outre  MM.  les  Auteurs  à  rap])eler  leur  adresse  en 
tête  de  chaque  lettre  et  de  chaque  article. 

Tirages  à  part.  —  La  Direction  de  U Enseignement  Mathématique 
remet  gratuitement  fi  MM.  les  Auleuis  iV articles  de  fond  vingt-cinq 
tirages  à  part  sous  couverture,  sans  reuianienient  de  leur  article.  Les 
Auteurs  pourront  d'ailleurs  ol)leiiir  un  plus  triand  nombre  de  tirages  à 
part  (jtis(iu'à  concurrencer  de  200  excMnplaires  supplémentaires)  et  cela 
aux  conditions  fixées  par  un  tarif  spé"ial  qui  ])eut  être  demandé  à 
TAdministration  ;  toutefois  la  demande  du  tirage  supplémentaire  devra 
être  faite  en  retournant  l'épreuve  corrijrée. 

Pour  tout  ce  cfui  concerne  les  tira<^es  à  j)arl  s'adresser  à  V Admi- 
nistration de  VEnseignement  Mathématique,  4,  rue  du  Vieux-Collège, 
Genève.  Les  DiKECTEURS. 
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LIBRAIRIK   (lAlîTHIER-VILLARS 

<)iAi  rus  c;h\.M)s-.\('c;i  STINS.  55,  a  paris  (6''). 


HERMITE  (t  STIELTJES.  —  Correspondance  d'Hermite  et  de  Stieltjes,  publiée 

par  les  soins  de  15.  Baii.i.aud,  Doyen  Ijoiioraire  de  la  Faciillé  des  Sciences,  Direc- 
teur de  rObservaloire  de  Tonlonse,  et  H.  Boihget,  Maître  de  Conférences  à 
l'Université.  Astronome  adjoint  à  l'Observatoire  de  Toulouse,  avec  une  Préface 
de  Emilk  PicAiU).  Membre  (\i^  Ilnslitut.  2  volumes  ^^M-and  in-8  125  X  i^>)  s»o  ven- 
dant sé|)a renient  : 

ToMK  1  (8  novembre  1882  au  22  juillet  1889).  Volume  de  w-Ml  pages  avec 
deux  portraits:    1905 16  fr. 

Tome  !I  (18  octobre  1889  au  15  décembre  189'i),  Volume  de  vi-'i57  pages,  avec 
un  portrait  et  un  fac-similé;   1905 If»  fr. 

HERMITE.  —  Œuvres  de  Charles  Hermite,  publiées  sous  les  auspices  de  l'Acadé- 
niie  des  scii'iices.  jiar  IImm.i.  Picahd,  Membre  de  Tlnstitut.  8  volumes  grand  iii-8 
(25  X  16)  se  vendant  séparénuMit. 

ToMK  I.  VoluuH.'  de  xi-500  f)ai;es  avec  un  portrait  d  Hermite;   1905.     .        18  fr. 

ToMKs  II  et  m (Sous  presse). 

LAISANT  (C-A.).  Uépélilenr  à  1  l^cole  l*olyteclnii(]ue.  Docteur  es  cieuces.  — 
La  Mathémathique.  —  PnM.osopim  .  I'Insi  k;m.mi:.nt.  2''  édition,  revue  et  corrigée. 
In-8  (23  X  II)  de  mi-2'io  paj^^es,  avec  5  figures:  cartonné.  1907.      ...        5  fr. 

_zz.-  .1    LA    MÊME   LinnAiniE  -t=_ 

SCIENTIA 

Exposé  et  développement  des  questions  scientifiques  à  l'ordre  du  joar. 
SÉRIE   PHYSICO-MATHÉMATIQUE 

Puijliée  sous  la  (lii<M'l.ioii  de 
MM.  APPELL,  D'ARSONVAL,   HALLER,  LIPPMANN,  POINGARÊ 

Mouibns  dt'  rinstinit. 

Chaque  fascicule  comprend  80  à  100  pages  in-8o  écu  (20X18),  avec  cartonnage  spécial. 
Pi'i\  de  cliat|ne  volume I5Î  francs. 

Derniers  volnine»  para»  : 

Kaoult  \V  -M.I.  (^i  yosropir.  —  Matk  i>i:  Lf.cinay  (J.).  Franges  <i  interférences  et 
leurs  applications  uictroloi^itjin's.  -  Hahkakin  (1M.  I.a  géométrie  non-enclidienne. 
—  NÉcui.r.ÉA  [\\.).  Le  phcnomi'/ie  de  Kerr.  —  Andovkr  (H.)  Théorie  de  la  lune.  — 
I^KMoiNE  (K.|.  (icnini''tr(tgruphie.  —  (^vuvallo  (Iv).  I.  électricité  déduite  de  iexpé- 
rience  et  ramenée  au  principe  des  travaux  sirtuels.  —  LArKr..\T  (H  )  Sur  les  prin- 
cipes fondamentaux  de  la  théorie  des  nomlnes  et  de  la  géométrie.  —  Dkcombk  (L.). 
Compressif/ilité  des  gaz  réels.  —  (iiKHs  (J.-W.).  Diagrammes  et  surfaces  thermody- 
namiques. —  PoiNr.AHK  (11.1.  l.a  théorie  de  Maxwell  et  les  oscillations  hertziennes, 
La  télégraphie  s(tns  fil.  —  ('.oitihat  |1..1.  //ilgèhre  de  la  Logique.  —  Gvichard 
(H.).  Sur  les  systèmes  fi  iplenicnt  indéterminés  et  sur  tes  systèmes  triples-orthogo- 
naux. —  Mit/  ((i.  d«'i.  /.<(  double  réfraction  accidentelle  dans  les  liquides,  — 
Peïrovitcu  (M.),  /.a  méca/iif/ite  des  phénomènes  ftndée  sur  les  analogies.  — 
lioi'Assi-:  (11).  Bases  physiques  de  la  ntusiqite.  —  Adué.mak  (R  d")  Les  équations 
au.r  dérivées  partielles  ii  caractéristiques  réelles. 


Vv.  KiJNoir,  R  Fils     genfvf  /,c  Gérant  :  Gauthier-Villars, 
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L'ENSEIGNEMENT  MATHÉMATIQUE 

REVUE  INTERNATIONALE 
ParaisMuit  tau  les  dmu  mois. 
Administpation  :  ^,  rue  du  Vieux-Collège,  Genève  (Suisse). 

L'Enseignement  mathématiqne  parait  tous  les  deux  mois  (les  15  janvier,  mars, 
mai,  juillet,  septembre  et  novembre}  par  fascicules  de  80  à  96  pages. 

Prix  dn  Noméro  :  3  Francs. 

Abonnemento*  —  Les  abonnements  sont  aqnUels  et  partent  de  janvier. 

Prix  de  TAbonnement  :  Union  postale 15  francs. 

On  s'abonne,  en  France  :  lo  Par  l'envoi  d'un  mandat  poste  à  la  Libeaikje 
GAUTHIER-VILLARS,  Paris,  55.  quai  des  Grands-Augustins  ;  2«  chez  les  prioci- 
paux  libraires. 

Dans  tous  les  autres  pays,  on  s'abonne  :  !<>  Par  l'envoi  d'un  mandat  poste  a  la 
Librairie  GEORG  et  Ci«,  à  Genève,  10.  Corraterie  ;  2^  chez  les  principaux  libraires. 

KédACtloii.  —  Pour  tout  ce  qui  concerne  \si  Hédaction^  s'adresser  : 

à  M.  C.  A.  Laisànt,  162,  Avenue  Victor-Hugo,  Paris, 

ou  à  M.  H.  Fehr,  72,  route  de  Florissant,  Genève, 
ou  à  M.  A.  BuHL,  6,  Rue    Villefranche,    Montpellier. 
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SUR  LA  DISCUSSION  ET  LA  RÉSOLUTION 
DES  ÉQUATIONS  SIMULTANÉES  DU  PREMIER  DEGRÉ 


1.  —  Cette  théorie  est  capitale  dans  toute  TAnalyse  mathé- 
malique,  et  cependant  son  exposition  n'a  jamais  eu  une  lim- 
pidité suffisante  pour  ne  laisser  aucune  obscurité  dans  Tes- 
prit  des  élèves.  C'est  ainsi  que  dès  le  Baccalauréat,  le 
cas  de  deux  inconnues,  le  seul  exigé,  est  presque  toujours 
évité  par  les  candidats  quand  il  est  laissé  à  leur  choix  parmi 
trois  sujets  de  composition,  et  que,  pendant  les  38  années  de 
ma  carrière  d'examinateur,  je  n'en  ai  pour  ainsi  dire  pas  ren- 
contré un  seul  qui  ait  pu  me  faire  sur  cette  question  des  ré- 
ponses ne  soulevant  aucune  objection. 

Ce  manque  de  netteté  tient  d'abord  à  la  nature  synthétique 
presqu'à  l'excès,  des  moyens  employés.  On  commence,  en 
effet,  par  construire  des  expressions  spéciales,  les  détermi- 
nant, au  gré  de  règles  ne  laissant  apercevoir  avec  la  question, 
aucun  rapport  même  éloigné,  et  on  poursuit  à  l'aventure,  par 
des  passes  de  prestidigitation  exécutées  sur  ce  matériel  dont 
rien,  en  dehors  de  la  réussite,  ne  vient  expliquer  la  néces- 
sité et  l'exacte  adaptation.  D'autre  part,  et  c'est  en  bonne 
partie  une  conséquence  de  ces  vues  artificielles,  on  s'obstine 
à  prendre  pour  thème  du  sujet,  un  système  où  le  nombre 
des  équations  est  égal  à  celui  des  inconnues  (comme  si 
l'égalité  de  ces  deux  nombres  était  une  donnée  imposée  par 
quelque  fatalité),  et  dont  la  nature  n'a  pas  été  précisée  au- 
trement ;  c'est  à  peu  près  comme  si  l'on  voulait  faire  la  théorie 
de  l'équation  du  deuxième  degré,  sans  distinger  le  cas  où  le 
coefficient  de  x^  est  nul,  de  celui  où  il  ne  Test  pas.  Une  telle 
marche  conduit  à  des  formules  de  résolution  exigeant  une 
discussion  dont  les  incidents   sont  très   variés,  dont  il  est 
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I'  quasi-impossible  de  renfermer   les   résultats  dans  un  seul 

iî^  énoncé  bref  et  précis. 

'à,.  Mais  Tobscurité  disparait,  dès  que  Ton  consent  à    raison- 

Sj  ner  sur  les  systèmes  réduits  ;  j'y  vais  revenir  S  en  simplifiant 

f.  toute  la  question  dans  une  mesure  et  sous  une  lumière  qui 

1^-;  me  paraissent  ne  laisser  plus  rien  à  désirer. 

^  2.  — Etant  donné  un  système  quelconque  d'équations  si- 

multanées du  premier  degré,  dans  chacune  desquelles  tous 
les  termes  ont  été  reportés  au  premier  membre,  on  marque 
les  rôles  relatifs  joués  dans  la  question  par  les  coefficients, 
en  les  écrivant  en  abaque,  c'est-à-dire  en  inscrivant  leurs 
notations  dans  les  cases  d'un  quadrillage  rectangulaire,  dis- 
posées par  files  horizontales  ou  lignes,  et  simultanément  par 
S^.  files  verticales  ou  colonnes,   cela  de  manière  que  les  coefli- 

^  cients  des  diverses  inconnues  ,r,  ?/,  z,...  et  le  terme  indé- 

^  pendant  d'elles  dans  chaque  équation,  soient  toujours  placés 

^^  sur  une  même  ligne,  et  que,  dans  les  diverses  équations  du 

*'  '  système,  ceux  de  chaque  même  inconnue,  les  termes  indépen- 

/  dants  aussi,  le  soient  toujours  sur  une  même  colonne. 

I  S'il     existe    quelque    groupe    de    solutions  x\    y\   z\... 

chaque  équation  montrera  que  son  terme  indépendant  est  la 
somme  des  produits  des  coefficients  de  .r,  y,  2,...  par  les 
mêmes  quantités  —  x* ,  — y\  —  s'...,  ce  que  nous  exprime- 
rons en  disant  que,  dans  Tabaque  du  système,  la  colonne 
des  termes  indépendants  est  composée  homolinéairement  de 
celles  des  coefficients  de  x,  y,  z,...  au  moyen  des  multiplica- 
teurs —  x\  —  y\  —  2',...  afférents  à  ces  dernières  co- 
lonnes. 

Si,  d'autre  part,  quelque  ligue  de  l'abaque  est  pareille- 
ment composée  de  ses  autres  lignes,  le  premier  membre  de 
l'équation  correspondante  est  une  fonction  linéaire  et  homo- 
gène de  ceux  des  autres  équations,  homolinéaire  dirons-nous 
pour  abréger  ;  il  s'annule  ainsi  en  même  temps  qu'eux  tous  si- 
multanément, cette  équation  est  satisfaite  par  tout  groupe 
de   solutions  appartenant  aux  autres  équations  seulement; 


*  V.  mon  Exposition  nouvelle  de  la  théorie  des  formes  linéaires  et  des  déterminants.  —  IBS% 
Gaulhier-Villare. 
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on  peut  donc  la  supprimer  en  réduisant  au  système  de  ces 
dernières  seulement,  tout  le  proposé  dont  le  sort  est  le 
même. 

Ces  premières  observations  font  pressentir  le  rôle  domi- 
minant  joué  dans  la  question  par  cette  notion  de  composition 
d'une  file,  de  nom,  ou  sens,  quelconque,  relativement  à  ses 
homonymes,  ou  parallèles  ;  nous  commencerons  donc  par 
développer  tout  ce  qui  s'y  rattache  immédiatement. 

3.  —  Nous  écrirons  Tabaque 

(Ot  ,  bi  ,  c^ gi  ,  ht  , 
Ci  .   bf  ,  r, gÈ  ,  ht  , 

(!)        \        a,  .   l/t  ,  r ^1  ,  ^1  , 


ÛM  -    f*H'    Ol  .       ••     •    ^If  «    ^M. 


notation  montrant  d'elle-même  ce  que  nous  entendrons  par 
les  lignes  1,  2,3,... ,  M,  par  les  colonnes  a,  b^c.,.,  g.  A,  et  nous 
nommerons  :  ses  éléments,  toutes  les  quantités  ai,  bi  ^  ci ..., 
g\ .  hi,  a%  , ... ,  ...  ,  «Ml  ^M.  ^Mi  .'•  ^gui  hu,  indistinctement,  qui 
le  composent,  sa  hauteur,  le  nombre  M  de  ses  lignes,  sa  lar- 
geur, le  nombre  de  ses  colonnes  que  nous  représenterons  par 
N,  ce  qui  donne  MN  pour  le  nombre  total  des  éléments.  Des 
éléments  en  nombre  quelconque  sont  enfilés  s'ils  appartien- 
nent à  quelque  même  file,  enlignés  ou  encolonnés  suivant  le 
cas. 

D'après  cela,  si  la  colonne  a  est  composée  (homolinéaire- 
ment)  des  autres  (2),  c'est  qu'il  existe  entre  ai ,  a«,  a»  , ... ,  «m 
et  tous  leurs  enlignés  dans  les  autres  colonnes,  les  relations 
uniformes 

ai  ~  p//i  -f-  yci  +  ...  -h  x^,  -f  iî//,  , 

fft  —  p^»%  -h  7^«  -h  •••  +  *^«  +  *''i  ' 

(2)       <        «^8  - 


où  j8,  y,  ... ,  z,  n  sont  les  multiplicateurs  afférents  aux  colon- 
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^  nés  dont  la  première  est  composée.  La  composition  de  la   li- 

as! gne  l  au  moyen  des  autres  s'exprimerait  par 


l;'  *'* 


flj  =  \a^  -|-  \at  -\r  >4  «4  +  ...  +  lyidu  , 
/>,  r=  >,/;,  +  >,6,  +  3U^4  +  ...  +  Im^m  , 
Ci  = 

h,  —  ^,h,  -I-  >,^,  +  'kjt,  +  ...  +  XmAm   , 


les  multiplicateurs  afférents  à  ces  dernières  lignes  étant  ici 

4.  — Nous  faciliterons  beaucoup  le  langage  en  disant  que, 
'^.  pour  certaines  valeurs  des  éléments,  l'abaque  est  vanescent 

f)  ou  invanescenty  par  ses  files  cl* an  sens  donné,  selon  que  quel- 

qu'une de  ces  files  est  composée  de  ses  parallèles,  (2),  (3),  ou 
qu'aucune  d'elles  ne  l'est, 
f^i  II  est  utile  de  noter  les  observations  suivantes. 

I.  La  vanescence    de    V abaque ^    comme  son  ùivanescencCy 
est  indépendante  des  ordres  dans  lesquels  ses  lignes  et  co- 
lonnes peuvent  être  écrites.  Car  une  modification  dans  ces 
j  dispositions  ne  fait  que  changer  Tordre  de  succession  des 

[. ,  équations  dans  le  système  (2)  ou  (3),  et  celui  des  termes  du 

!*  second  membre  dans  chaque  équation. 

k  II.  Par  ses  files  du  sens  donné,  l'abaque  est  toujours  ua- 

}  nescent  : 

l     '  l^  Quand  une  de  ces  files  contient  des  éléments  tous  nuls 

•  Car  s'il  s'agit  des  colonnes  par  exemple  et  de  la  première, 

les  relations  (2i  auront  lieu  en  y  prenant 

P  ^=  y  z=  ...zrx=:)3=0. 

2^  Quand  l'abaque  partiel  laissé  par  l'ablation   de  quel- 
ques-unes de  ces  files  est  lui-même  çanescent  de  la  manière 
^  indiquée.  Car  si  Ton  a  par  exemple 

a,  =  is  /ï,  -f  )«  ff,   , 

h^  :=  ^8  /;»  +  X,  h^    , 


ht  =  >i  hi  +  \  hi 
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on  rendra  les  relations  (3)  exactes  en  y  prenant 
X4  =  ^5=  ...  =z  Xm  =  0  . 

3**  Quand  les  éléments  sont  tous  nuls  dans  quelques  files 
de  Vautre  sens,  si  Vabaque  partiel  laissé  par  Venlèvement  de 
ces  dernières  est  vanescent  de  la  manière  considérée.  Car  s'il 
en  est  ainsi  pour  les  lignes  montrant  les  indices  1,  2.  et  si 
les  M  —  2  dernières  relations  (2)  ont  lieu,  les  2  premières 
ont  lieu  d'elles-mêmes,  toutes  forcément ^insi,  puisque 

fli  ^  ^1  r=  Cl  =  ...  =  Aj  ^  0   , 

et 

û,  =:  />,  z=z  f,  n:  . . .  =:  Aa  =  0    . 

III.  La  vanescence  de  Vabaque  par  les  files  d'un  sens,  en- 
traîne celle  de  Vabaque  partiel  qu'y  laisse  la  suppression  de 
files  quelconques  de  Vautre  sens, 

5.  —  La  question  qui  nous  occupe  ramène  à  chaque  ins- 
tant, des  polynômes  entiers  par  rapport  aux  MN  éléments 
de  l'abaque,  regardés  comme  autant  de  variables  indépen- 
dantes, qui,  non  nuls  identiquement^  le  deviennent  chaque 
fois  que  ces  variables  prennent  des  valeurs  pour  lesquelles 
Vabaque  est  vanescent  par  ses  files  d'un  sens  donné,  (4),  qui 
présentent  en  outre  le  caractère  particulier  d'être  honioli- 
néaire  par  rapport  aux  éléments  de  chacune  de  ces  files, 
considérés  isolément.  Nous  les  nommerons  des  covanescents 
de  Tabaque,  pour  ses  files  du  sens  indiqué. 

Nous  commencerons  par  étudier  leur  structure,  en  suppo- 
sant qu'il  s'agit  des  lignes  pour  fixer  les  idées,  en  représen- 
tant par  L  un  polynôme  indéterminé  parmi  ceux  qui  ont  la 
forme  précisée  ci-dessus  relativement  aux  éléments  des  li- 
gnes^ puis  en  cherchant  les  conditions  nécessaires  et  suffît 
santés  pour  qu'il  soit  un  covanescent /?oz/r  les  lignes, 

1.  Soit 

(4)  L  =  Aifli  +  B,6,  -f  ...  +  G,g,  +  Hi/ii 

Vordination  de  ce  polynôme  par  rapport  aux  éléments  de 
la  ligne  1  de  Vabaque,  par  exemple,  où 

m  A,,  B,.  ...  ,G,,  H» 
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sont  indépendants  des  éléments  de  cette  ligne^ 

(6)  fli,  61.  ...  .  ^1,  Al . 

Si  M  =  1,  /^5  quantités  (5)  se  réduisent  à  des  constantes. 

Si  M  >  1,  il  faut  que  Ai,  soit  indépendant  des  éléments  de 
la  colonne  aussi  de  ai,  covanescent  en  outre  (pour  les  lignes) 
de  l'abaque  partiel  |«ij  laissé  dans  (1)  par  la  suppression  de 
ces  deux  files  non  parallèles  contenant  ai  ;  et  de  même  pour 
Bi,...,  Gi,  Hi,  relativement  aux  colonnes  de  61, ... ,  gi,  Ai,  et 
aux  abaques  partiels  jôij  , ...  ,  \gi},  |Ai} . 

1*  Quand  M  =  1 ,  les  éléments  (6)  sont  les  seuls  compo- 
sant Tabaque,  et  les  quantités  (5),  qui  n'en  dépendent  pas, 
sont  ainsi  des  constantes. 

2^  Quand  M  >  1,  ces  polynômes  (5)  sont,  comme  L,  homo- 
iinéaires  par  rapport  aux  éléments  d'une  autre  ligne  quel- 
conque «, 

(7)  a^,  h.,  ...  ,  g.,  h^  , 
et,  pour  Al,  on  a  ainsi 

(8)  A,  =  A,^„a.  -h  K,j,h,  +  ...  +  K.^^g,  +  A, ,,  h,  . 

OÙ  Ai,ai  ...  ,  Ai,A  ne  dépendent  d'aucun  des  éléments  des  lî- 
gnes  (6),  (7). 

En  attribuant  maintenant  la  valeur  commune  0  à  tous  les 
éléments  de  ces  deux  lignes,  autres  que  «1,  a^.  Tune  au 
moins  de  celles-ci  devient  composée  de  Tautre  [3)  quels  que 
soient  ai,  a,,  ce  qui  rend  Tabaque  vanes(  ent  (par  les  lignes  , 
donne  en  conséquence  L  =  0.  Car,  si  ai  est  nul  aussi,  ou 
bien  ai,  tous  les  éléments  d'une  même  ligne  s'évanouissent 
(4,  H,  1**).  Sinon,  «i  =  (ai  :  a,)  a»  par  exemple,  et  la  ligne 
d'indice  1  est  composée  de  celle  d'indice  i,  le  multiplicateur 
de  celle-ci  étant  ai  :  a,-.  Or  ces  attributions  numériques  ré- 
duisent Al  à  Ai^aCti  (8),  L  par  suite  à  Ata^iCti  (4)  ;  d'où 
Ai,a  «1  «t  =  0,  quels  que  soient  ai,  a^,  ceci  exigeant  Ai,a  =  0. 

L'indice  i  étant  arbitraire,  on  voit  que  Ai  est  bien  indé- 
pendant de  tout  élément  de  la  colonne  des  a. 
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3"  Quand  l'abaque  partiel  jai  j,  à  M —  1  lignes  et  N  —  1  co- 
lonnes, savoir 

/       ^t,  Ci gt,  ht  , 

]       6,,      ...      A,  , 

(9)       ( 

^       ^M.  Cm. ^M.  Am  . 

devient  vanescent,  le  suivant  à  M  —  1  lignes  et  N  colonnes, 

0  ,   ^1  ,   r, éTt  .   Al  . 

0  ,   i Ai  , 


0    ,     //M  »     f  M  »    •        .        .     ,    ^M. 

le  devient  aussi  (4,  II,  3*),  et  encore,  quel  que  soit  «i,  cet 
autre 

ffï,   0  ,    0  ,   ...   ,  0  .  0  , 

0  ,   ^»  .   <^ ^t  .  ^  , 


0    ,      /-'M,      Cm.     -..      ,     gUf    *Mt 

auquel  le  proposé  (l)se  réduit,  pour 

6i  =  C|  =  ...  =  ^1  =3  /il  =z  0      et      a,  =  a,  =  ...  =  «M  =  0  . 

Or  ces  attributions  numériques  réalisées  dans  (4)  réduisent 
L  à  Al  ai,  puisque  Ai  est  indépendant,  tant  de  ces  2  (M  —  1) 
éléments,  que  de  ai  (2*^).  Quel  que  soit«i,  on  a  donc 

Al  rt,  =  0  ,      d'où     A,  =  0  , 

ceci  montrant  que  Ai  est  un  covanescent  de  Tabaque  j  ai  } 
figuré  en  (9). 

4"  Pour  les  autres  polynômes  du  groupe  (5),  les  raisonne- 
ments sont  les  mêmes,  sauf  des  notations  différentes. 

11.  Désormais,  nous  supposerons  >  1,  la  hauteur  M  de 
Tabaque,  ainsi  que  sa  largeur  N,  et  nous  dirons  défilés,  des 
éléments  en  nombre  quelconque,  dont  deux  ne  sont  jamais 
enfilés  (3).  Tels  sont:  ai,  62,  ou  «a,  61,  ou  ai,  èa,  r»,  ou  61,  «2, 
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Oi,  OU  Al,  bt  oi,  cU't  etc.,  ou...,  groupes  dans  chacun  desquels 
deux  éléments  quelconques  ne  sont,  ni  enlignés,  ni  enco- 
lonnés. 

Dans  le  développement  général  {en  termes  élémentaires 
dissemblables)  du  polynôme  L  ordonné  par  rapport  a  la 
totalité  des  éléments  de  l'abaque^  il  faut  que  tout  terme  de 
coefficient  q^Q^  soit  le  produit  de  q  par  M  élément  défilés. 

Car  si  un  tel  terme  contenait  deux  facteurs  variables  en- 
lignés, le  polynôme  L  ne  serait  pas  linéaire  par  rapport  aux 
éléments  de  la  ligne  de  ces  facteurs  (supr.).  S'il  contenait 
deux  facteurs  variables  encolonnés,  Tordinalion  de  L  par 
rapport  aux  éléments  de  la  ligne  de  l'un  d'eux,  e*,  donnerait  à 
ei  un  coeflicient  non  indépendant  de  tous  les  éléments  de  la 
colonne  des  e  (I).  S'il  contenait  moins  de  M  facteurs  de  ce 
genre,  le  même  polynôme  ne  serait  pas  homogène  par  rap- 
port aux  éléments  de  quelque  même  ligne  (supr,) 

En  d'autres  mots,  il  faut  que  les  notations  des  M  éléments 
facteurs  d'un  tel  terme,  montrent  les  M  indices  différents  1, 
2,  3,  ...,  M,  affectant  M  lettres  différentes  aussi. 

III.  —  On  forme  les  arrangées  de  v  objets  différents,  de 
nature  quelconque,  en  les  concevant  simultanément  (avec  ou 
sans  figuration  par  l'écriture)  dans  tous  les  ordres  de  succes- 
sion réalisables.  Deux  arrangées  sont  identiques,  quand  cha- 
cun des  V  objets  est  au  même  rang  dans  Tune  et  dans  l'autre, 
différentes  quand  il  n'en  est  pas  ainsi.  On  sait  (|ue  le  nombre 
des  arrangées  différentes  est  1.  2.  3....  v. 

\J ne  permutation  à^  ces  objets  dans  une  arrangée  est  un 
déplacement  simultané  de  tout  ou  partie  seulement  d'entre 
eux,  qui  la  change  en  un  autre  (identique  parfois,  à  la  ri- 
gueur). Elle  prend  le  nom  spécial  de  transposition  de  deux 
objets,  dans  le  cas  très  remarquable,  où,  v  étant  >  1,  elle 
consiste  à  déranger  deux  objets  seulement,  pour  remettre 
chacun  d'eux  à  la  place  que  l'autre  occupait. 

La  transposition  de  deux  files  parallèles  de  l'abaque  (1)  est 
leur  transposition  définie  à  l'instant,  moyennant  conception 
préalable  de  l'abaque  comme  une  arrangée  de  toutes  les  files 
de  ce  sens,  considérées  chacune  comme  un  seul  objet.  Cela 
posé  : 
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H  faut  que  la  transposition  de  deux  lignes  quelconques^ 
/,  y,  dans  la  notation  du  polynôme  L,  change  son  signe 
sans  modifier  sa  valeur,  c'est-à-dire  plus  proprement,  qu'elle 
équivaille  à  sa  multiplication  par  —  1,  changeant  ainsi 
L  e«  —  L. 

1**  L'ordination  de  L  par  rapport  aux  éléments  de  ces  deux 
lignes,  considérés  indistinctement,  ne  donne  que  des  ter- 
mes de  la  forme 

où  les  éléments  ordonnateurs  mis  en  évidence  sont  notés 
par  deux  lettres  différentes,  comme  leurs  indices,  le  coeffi- 
cient Q  ne  dépendant  que  des  éléments  de  T^baque,  étran- 
gers, tant  aux  colonnes  de  lettres  e,  f\  qu'aux  lignes  consi- 
dérées, d'indices  i^  j .  Car  si  Tun  de  ces  deux  éléments 
manquait,  L  ne  serait  pas  homogène  par  rapport  à  tous  ceux 
de  sa  ligne  ;  si  leurs  lettres  étaient  identiques,  le  développe- 
ment général  de  L  contiendrait  des  termes  ^z^  0  dont  les 
facteurs  e^,  ej  seraient  encolonnés  (II)  ;  si  le  polynôme  Q  dé- 
pendait de  quelque  élément  appartenant  à  une  des  quatre 
files  exclues,  wn  fait  analogue  impossible  se  présenterait 
d  une  manière  ou  de  Tautre.  Cette  ordination  donne  donc 

(10)  L  =  [V^a^bj  -h  V'h.a.)  +  {Q\cj  +  Q\aj)  +  ... 

le  nombre  total  des  termes  étant  N(N  —  1),  les  coefficients 
tels  que  Q,  ayant  été  représentés  par 

(11)  P',  P^  Q' T'  , 

et  les  deux  termes  dont  les  éléments  ordonnateurs  appartien- 
nent à  chaque  paire  de  colonnes,  ayant  été  toujours  groupés 
entre  parenthèses  pour  plus  de  clarté. 

2''  En  donnant  ensuite  les  noms  a,  /3,  y,  ...,  x,  y?,  à  N  quan- 
tités absolument  indéterminées,  puis  faisant 

a.  =  aj=za  ,  h.  =z  h.  =  ]3  ,   ...   ,  g^  =  gj  ==  it  .  h.  z=  h.  =  u  , 
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et  représentant  par  A  ce  que  L  devient  ainsi,- il  vient, 
d*après  le  développement  précédent, 

A  =  (P'  +  P")  ap  +  (Q'  +  Q')  «7  +  ...  +  (r  +  -r)  X,  . 

parce  que  les  polynômes  (11)  sont  tous  indépendants  des 
éléments  des  lignes  dont  les  indices  sont  i^  y,  et  tous  les 
termes  du  second  nombre  sont  dissemblables.  Mais,  en  même 
temps,  Tabaque  est  devenu  vanescent,  parce  que,  les  deux 
lignes  considérées  ayant  été  rendues  identiques.  Tune  d'elles 
prise  à  volonté  est  composée  de  Tautre  au  moyen  du  multi- 
plicateur 1.  On  a  donc  par  définition  A  =  0,  quelles  que 
soient  a,  /S  ,  ... ,  x,yî;  ceci  entraine 

P'  =  ^  P"  =  p  ,  Q'  =  —  Q"  =  Q T  =  —  T"  =  T  , 

où  P,  Q,  ...,  T  représentent  les  valeurs  communes  des  deux 
membres  de  chaque  égalité,  donne  par  suite  au  développe- 
ment (10),  la  forme 

L  =  V[a.h.  -  b.oj)  +  Q(a^cj  -  c^a.)  +  ...  +  T  (g^hj -^  h.gj)  . 

3*  Or  la  transposition  des  lignes  considérées  modifie  cette 
expression,  de  la  même  manière  que  celle  des  indices  /,  / 
seulement,  change  donc  L  en 

V(ajh^  -  bja^)  ^-  Qiajc^  -  r^.a.)  +  ...  +  T(gjh^  -  kjg^\ 
=  -  Via^bj  ~  b.a.)  -  Qia^cj  -  c^a.)  -  ...  -  T{g.hj  -  h,gj\ 
=  — L  . 

IV.  Quand  M  =  1,  le  polynôme  L  est  toujours  un  co- 
vanescent  de  Vabaque  considéré. 

Quand  M  >  1,  il  suffit  pour  quil  en  soit  ainsi ^  que  L 
soit  changé  en  —  L  par  la  transposition  de  deux  lignes 
quelconques. 

1^  Si  M  =  1,  Tabaque  ne  peut  devenir  vanescent  que  par 
l'attribution  de  la  valeur  commune  0  à  tous  les  éléments  de 
sa  ligne  unique.  Or  cette  attribution  annule  L  puisqu'il  est 
homolinéaire  par  rapport  à  tous  ces  éléments. 

2*»  Si  M  >  1,  L  s'évanouit: 

a.  — Quand  les  éléments  de  quelque  même  ligne  de  Tabaque 
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prennent  tous  la  valeurO,  puisqu'il  est  linéaire  et  homogène 
par  rapport  à  eux. 

/3.  —  Quand  deux  lignes  sont  identiques;  car  en  nommant 
X  ce  en  quoi  L  est  changé  par  la  transposition  de  ces  deux 
lignes,  rhypothèse  donne 


outre 


'L  =  -  L 
'L  =  L 


en  fait,  à  cause  de  l'identité  de  ces  lignes,  et  ces  deux  rela- 
tions entraînent  bien  L  =  0. 

y. — Quand  quelque  ligne,  la  première  pour  fixer  les  idées 
est  composée  des  autres.  Car  on  a,  pour  les  éléments  de  cette 
ligne,  des  expressions  telles  que  les  seconds  membres  de  (3), 
expressions  dont  la  substitution  dans  L,  homoiinéaire  par  rap- 
port à  ces  éléments,  donne 

L  =  >,.  L.  +  >i.  L,  +  ...  H-  >M. ,  Lm  , 

où  La,  Ls,  ...  ,  Lm  représentent  respectivement  ce  que  de- 
vient L  par  la  substitution  â  sa  première  ligne,  de  celles 
d'indices  2,3,  ...  ,  M  successivement.  Or,  ayant  par  ce  qui 
précède  L2=:Ii5  =  ...  =  Lm  =  0(i3)»  on  a  aussi  L  =  0, 

Comme  Tabaque  est  vanescent  dans  le  premier  des  trois 
cas  ci  dessus  (a),  dans  le  dernier  [y)  [renfermant  le  second 
;jS)],  et  ne  peut  Têtre  dans  aucun  autre,  le  polynôme  L  en  est 
bien  un  covanescent. 

V.  Quand  M  >  N,  l'abaque  ne  possède  aucun  coi^anescent. 

Car,  s'il  en  existait  un,  son  ordination  par  rapport  à  tous 
les  éléments  de  Tabaque  contiendrait  quelque  terme  de  la 
forme  qajbac^  ...  g^h^^  le  coefficient  constant  q  étant  ^  0,  et 
les  M  lettres  étant  toutes  diflférenles,  ainsi  que  les  indices 
(II).  Or  ceci  est  impossible  pour  les  lettres,  puisque  leur 
nombre  N  est  supposé  <  M. 

[Si  la  détermination  L  =  0  identiquement,  n'avait  été 
exclue  [supt\)  comme  dénuée  d'intérêt,  on  pourrait  dire  ici 
que  cette  détermination  est  le  seul  covanescent  de  l'abaque 
(Cf,  11,  inf\)]. 

En  conséquence,  nous  supposerons  désormais  M  <  N. 
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VI.  Avec  les  colonnes  de  l'abaque  (1),  associées  de  toutes 
les  manières  possibles  en  groupes  de  M  chacun^  formons 
les  abaques  partiels 

(12)  j  a'  j  ,    j  a"  }  ,    j  a-  j  ,  ...  ; 

dans  le  développement  général  du  polynôme  L  supposé  co- 
vanescent  de  l'abaque  proposé,  nommons 

(13)  r ,  r  .  r 

la  somme  des  termes  dont  les  notations  impliquent  exclu- 
sivement les  lettres  des  M  colonnes  de  |  a' }  (11),  puis  sem- 
blablement^  celles  des  termes  analogues  relativement  à  {  a'^  i, 
}  a'"  },...  successivement.  Les  polynômes  (13)  sont  des  covanes- 
cents  des  abaques  (12)  respectivement,  du  proposé  aussi,  et 
la  somme  de  tous^ 

(14)  r +  r  +  r  +  ... , 

reproduit  L. 

Inversement,  si  (13)  sont  des  covanescents  quelconques  des 
abaques  (12),  leur  somme  (14)  en  est  un  du  proposé, 

V*  Le  groupe  V  par  exemple,  est  un  covanescent  de  ja'j , 
parce  que  les  attributions,  aux  éléments  des  colonnes  de  {a'| , 
de  valeurs  le  rendant  vanescent,  à  ceux  des  autres  colonnes 
de  (1),  de  la  valeur  commune  0,  rendent  ce  dernier  vanescent, 
(4,  II,  3°),  annulent  ainsi  L,  en  même  temps  que  la  seconde 
réduit  ce  polynôme  à  T. 

2"  Le  mente  groupe  est  un  covanescent  de  (1),  parce  que 
la  vanescence  de  cet  abaque  entraîne  celle  de  ja'j  en  particu- 
lier (4,  III),  annule  par  suite  son  covanescent  T. 

3®  La  somme  (14)  est  égale  à  L,  parce  que  tout  terme  de  ce 
polynôme,  a  été  placé  dans  une  des  parties  de  cette  somme 
et  dans  une  seule. 

4®  Si  les  polynômes  (13)  sont  des  covanescents  des  abaques 
partiels  (12),  la  nullité  de  tous,  celle  de  leur  somme  (14)  par 
suite,  sont  assurées  par  la  vanescence  de  Tabaque  (1),  entraî- 
nant celle  de  chacun  des  abaques  (12)  (4,  III).  Donc  celte 
somme  est  un  covanescent  du  proposé. 

6.  Ce  théorème  ayant  ramené  la  construction  des  covanes- 
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cents  de  Tabaque  (1),  à  M  lignes  et  N  (^  M)  colonnes,  à  la 
recherche  de  ceux  des  abaques  partiels  (12),  dans  chacun 
desquels  les  lignes  et  les  colonnes  sont  en  nombre  tous  deux 
=  M,  il  nous  reste  à  nous  occuper  de  ces  derniers,  que  nous 
dirons  carrés  et  d'ordre  M.  Nous  raisonnerons  sur  le  type  .^ 


au,  ^M»  Cm,  ...  »  eu,  fu, 

noté  au  moyen  de  M  lettres,  «,  i,  c,...,  e,  f,  dont  nous  re- 
présentons par  1  un  covanescent  hypothétique,  pour  ses  li- 
gneSy  toujours. 

I.  V ordre  M  étant  supposé  >  1,  e^  une  colonne  de  V aba- 
que carré  (15)  ayant  été  choisie  arbitrairement,  ainsi  quun 
élément  dans  celle-ci^  ai  pour  fixer  les  idées,  tout  covanes- 
cent 1  de  cet  abaque  est  de  la  forme. 

(*^)  I  =  H\a  —  H\a  —  •  •  -  «M Va 

oii  ont  été  représentés  :  par  \\^a  quelque  covanescent  de  V aba- 
que partiel^  encore  carré  mais  d ordre  M  —  1, 

^»  .  Ci  ,  . . .  ,  «t  ,  /;  , 

que  laisse  dans  le  proposé  la  suppression  simultanée  de  la 
ligne  et  de  la  colonne  de  ai,  par  U^a,  U.a,  •-.  hi,a,  ce  que 
devient  h^a  quand  on  y  substitue  bu   Ci,  ...  ,   ei,  /i,   à  ses 

éléments  figurant  dans   les  lignes   2,  3 M  de  l'abaque 

(17),  enlevées  tour  à  tour. 

Réciproquement^  si  li,a  est  un  covanescent  de  l'abaque 
partiel  (17),  cette  formule  donne  pour  1  un  covanescent  du 
proposé  ii). 

i°  Le  polynôme  1  est  homolinéaire^  par  rapport  aux  élé^ 
ments 
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(18)  ai  ,  a,  ,  a, am 

de  la  colonne  considérée. 

Dans  la  formule  (4),  l'élément  «^  n'entrant  ni  dans  Ai,  ni 
dans  aucune  partie  du  second  membre  autre  que  Aiai,  le 
terme  en  ai  de  l'ordination  de  L  par  rapport  à  cet  élément 
seulement   est   précisément  Aiai,   et   ceux    de   provenances 

analogues  relativement  à  at^  ...,  a^  sont,  de  même,  k^a^ 

Am^mi  empruntés  aussi  aux  ordinations  successives  de  L 
par  rapport  aux  éléments  des  lignes  2,  3,  ...,  M. 

L'application  de  ces  observations  à  l'ordination  de  1  par 
rapport  aux  (18)  conduit  donc  à 

(19)  1  =  Ai«i  -1-  A«a,  +  ...  -h  Amûm  +  K  . 

et  on  remarquera  :  que  Ai,  Aj,  ...  ,  Am,  Ao  sont,  comme  I, 
des  polynômes  tous  homolinéaires  par  rapport  aux  éléments 
d'une  ligne  quelconque  de  l'abaque  (15)  ;  que  le  dernier  Ao 
ne  dépend  que  de  ceux  de  l'abaque  partiel 

^1  ,   Cl  ,   ...   ,    et  ,  ft  , 

(20)  J    **  •   "* "'   ^'- 

ffu*   cn,    ...    ,    eM,   fu* 

restant  de  (15)  après  suppression  de  la  colonne  considérée 
(18)  ;  que  tout  autre  Ai  ne  dépend  que  des  éléments  laissés 
dans  celui-ci  (20)  par  la  suppression  de  sa  ligne  /  (5,  I). 

Si  maintenant  on  rend  l'abaque  (20)  vanescent  par  les 
lignes,  avec  attribution  simultanée  de  la  valeur  0  aux 
quantités  (18),  on  rend  vanescent  aussi  l'abaque  considéré 
(15)  (4,  II  3**).  ce  qui  annule  1,  et  on  réduit  à  Ao  le  second 
membre  de  (19).  Il  en  résulte  que  Ao  prend  alors  la  valeur  0, 
ceci  montrant  que  ce  polynôme  est  un  covanescent  de  Taba- 
que  partiel  (20)  pour  ses  lignes,  puisque  nous  avons  remar- 
qué tout  à  l'heure  qu'il  est  homolinéaire  par  rapport  aux 
éléments  de  chacune  de  ses  files  de  ce  sens. 
'  Mais  le  même  abaque  n'a  aucun  covanescent  de  ce  sens 
qui  ne  soit  nul  identiquement,  parce  que  ses  colonnes  et  li- 
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gnes  sont  en  nombre  M  —  1  <  M  (5,  V).  D'où  Ao  =  0  iden- 
tiquement, puis 

r21)  1  =  Aia,  +  A,fl,  +  ...  -f  Amûm  (19), 

ce  que  nous  voulions  prouver. 
2"  On  a 

(22)  Al  =  lua  ,   A2  =  —  la,a  .   A3  =z  —  l3,a Am  =  —  W  . 

La  première  de  ces  formules  résulte  de  ce  que,  dans  l'or- 
dination (4),  Al  est  un  covanescent  de  Tabaque  partiel  (9)  se 
réduisant  ici  à  (17). 

Pour  établir  la  seconde,  transposons  dans  (21)  les  lignes 
1,  2,  ce  qui  donne 

1  =  'Ajû,  +  'A.fl,  +  'Agfl,  H-  'A4«4  -h  ...  +  'AmAm  , 

en  représentant  par '1,  'Ai,  ...  ce  que  1,  Ai,...  sont  devenus, 
et  ajoutons  les  deux  relations  membre  à  membre.  A  cause 
de  l  +  '1  =3  0  (5,  III),  il  vient  ainsi 

0  =  (At  +  'A,)  a,  +  (A.  -h  'A,)  «,  +  (A,  -|-  'A,)  a,  -f  ... 

+  (Am  -h  'Am)  «m  . 
puis 

(23)  A,  +  'A,  =  0  ,  A,  +  'A.  =  0  ,  ... 

parce  que  Tidentité  précédente  a  lieu  quels  que  soient  les 
éléments  (18). 

Gomme  Ai  ne  dépend  que  des  éléments  des  M  —  1  derniè- 
res lignes  de  Tabaque  partiel  (20),  la  transposition  exécutée 
a  pour  effet  dy  remplacer  seulement  6«,  C2,  ...,  e«,  /5  par  &, 
Cl,...  Cl,  /,.  On  en  conclut  'Ai  =  l2,a  à  cause  de  la  première 
des  formules  (22),  déjà  établie,  puis  Aa  =  —  'Ai  =  —  l2,a  à 
cause  de  la  seconde  identité  (23),  c'est-à-dire  la  seconde  des 
mêmes  formules  ;  et  les  transpositions  de  la  même  ligne  1 
avec  celles  d'indices 3,  4,  ...,  M  successivement,  conduisent 
semblablement  à  tontes  les  autres. 

3"  La  combinaison  de  ce  qui  précède  (1®),  (2®)  montre  que 
1  ne  peut  avoir  que  la  forme  donnée  par  la  formule  (16). 

4**  Si   li,a  désigne  maintenant  un   covanescent  quelconque 
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de  Tabaque  (17),  Ij.a,  l3,a,  ...  >  lM,a  rempliront  visiblement  la 
même  fonction  pour  les  abaques  partiels]  at|,  jâ'sj ,  J^Jm  dé- 
rivés de  celui-ci  I ai  {  par  la  substitution  de  la  ligne  61,  a, ..., 
ei,  f\,  à  ses  lignes  d'indices  2,  3,...,  M  successivement;  et 
ces  M  polynômes,  celui  1  que  fournit  la  formule  (16)  par  suite, 
sont  homolinéaires  par  rapport  aux  éléments  de  toute  ligne 
deTabaque  total  considéré  (15),  comme  on  l'apercevra  facile- 
ment. 

Ensuite,  représentons  généralement  par  (i,  /),  la  transpo- 
sition des  lignes  f,  j  de  cet  abaque  (15)  et,  sur  la  formule  (16), 
exécutons  cette  opération  en  supposant  d'abord,  i  =  1,  en 
considérant  par  exemple  (1,  2).  Si  Ton  note  les  résultats  par 
les  mêmes  lettres  accentuées,  il  vient  ainsi 

Car  'li^a  =  l3^,  \a=^lia  ce  qu'on  apercevra  immédiate- 
ment, et  %,a  =  —  Is.o.  .••  1  'lu,a=  —  In.a,  commc  résultats 
de  la  même  transposition  opérée  dans  la,^,  ...  ,  lu,a  cova- 
nescentsdes  abaques  |«3  j,...,  {«m}»  qiïi  tous  contiennent  les 
lignes  dérivées  des  deux  transposées  par  la  suppression  de 
leurs  éléments  «1,  «a  (5,  III).  Et  les  mêmes  moyens  montre- 
ront que  1  est  encore  changé  en  —  1  par  les  autres  transposi- 
tions analogues  (1,  3),  ...,  (J,  M). 

Enfin,  la  transposition  quelconque  (i,/)o\x  i  ^z^  l,y  ^  1, 
équivaut  aux  trois  (1,  /),  (t,  y),  y,  1)  opérées  successivement, 
la  première  sur  1,  la  seconde  sur  '1  résultat  de  la  première, 
la  troisième  sur  "1  résultat  de  la  seconde,  conduisant  à  un 
résultat  final  "1.  Après  ces  dernières,  la  ligne  1  est  effecti- 
vement revenue  à  la  première  place,  et  chacune  de  celles 
d'indices  i,  J  se  fixe  à  la  place  de  l'autre.  Or,  d'après  ce  qui 
précède,  '1=  —  1,  "1  ==  —  '1  =  1,  n  =  —  "1  =  —  1,  parce 
que,  chaque  fois,  la  transposition  a  déplacé  la  première  ligne 
de  l'abaque  laissé  par  la  précédente,  ceci  montrant  que  la 
transposition  quelconque  (i\  J),  comme  (1,  2),  (1,3),  ...,  (1, 
M),  change  1  en  —  1. 

L'expression  (16)  de  1  est  donc  un  oovanescent  de  l'abaque 
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considéré  (15)  puisqu'elle  remplit   les  deux    conditions  re- 
quises à  cette  fin  (5,  IV). 

II.  Quel  que  soit  son  ordre  M,  l'abaque  carré  [ib)  possède 
une  infinité  de  covanescents  s'obtenant  tous  en  multipliant 
un  seul  d'entre  eux  par  une  constante  indéterminée  T  (^  0). 

1**  Ceci  est  vrai  pour  M  =  1,  car  Tabaque  se  réduit  à  ai  et 
Ffli  en  est  un  covanescent  évident,  le  seul  possible,  en  outre, 
puisqu'il  doit  être  linéaire  et  homogène  par  rapport  à  Tuni- 
que élément  ai  de  sa  ligne  unique. 

2''  Pour  M  >  1,  le  théorème  subsiste  s'il  a  lieu  pour  la  valeur 
M  —  1  de  Tordre.  Car,  dans  la  formule  (16),  li,a  covanescent 
de  Tabaque  (17),  carré  aussi  et  d'ordre  M  —  1  seulement,  est 
déterminé  par  hypothèse,  à  un  facteur  constant  près  ;  h,^, 
h,a^  •••  .  Im.û  et  1  par  suite  le  sont  donc,  au  même  facteur 
près. 

3**  Il  est  donc  général,  puisqu'il  est  vrai  pour  M  =  1  (1**), 
puis  de  là  pour  M  =  2,  3,...,  (2**). 

III.  Il  est  utile  d'appliquer  ce  qui  précède  au  calcul  des 
covanescents  h,  1«,  Is,  des  abaques  carrés  d'ordres  1,  2,  3. 

1*»  M  =  1  . 

(24)  L  abaque  est  jot  j   ;       li  =  r^i  .  (II,  lo). 
2*                                                      M  =  2  . 

(25)  L'abaque  est  I  ^'    M  :  U  =  «, .  T^,  —  <i, .  f^i       (/6.  2o),  (lo) 

=  r(ai/>t  —  «t''i)  . 
3*  M  =  3  . 

Stf ,  hi  Cl 
at  bt  Ct 
flf,  bt  r, 

1.  =  rt,  .  rUhrz  —  V,\  —  û,  .  TibtCt  —  Vil  —  «I  .  r( V,  —  btCt)         (II,  2o),  (2o) 
=  r  [  «1  ih^Ci  —  Vs)  —  «t  (fhCt  — -  Vi)  —  «8  (f^tCt  —  btCt)] . 

On  apercevra  facilement  que  le  développement  général  de 
1m  contient  le  terme  T  ai  b2  d-,,  /i  dont  les  facteurs  éléments 
sont  notés  par  des  lettres  de  rangs  égaux  à  leurs  indices.  On 
dit  que  ces  éléments  appartiennent  à  la  diagonale  principale 
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de  Tabâque   considéré  (15),   allant  de   son  angle  supérieur 

,  gauche  à  son  angle  inférieur  droit,   et  on  nomme  principal 

rt  le  terme  en  question. 

Irj  IV.    Tout  covanesceni  d*un   abaque   carré  (15),  pour  ses 

^'  lignes,  l'est  aussi  pour  ses  colonnes.  Et  réciproquement. 

f^-  1**  Dans  Talinéa  I,  nous  avons  constaté  que  1,  covanescent 

fy  pour  les  lignes,  est  homolinéaire  par  rapport  aux  éléments 

K'  d'une  colonne  quelconque. 

k.  2®  Pour  M  =  1,  les  deux  points  en  question  résultent  immé- 

C^^  diatement  de  la  nature  de  la  formule  (24). 

'^^  3**  Pour  M  =  2,  la  transposition  des  deux  colonnes  change 

II.  1  en  —  1.   Car  cette  opération  change  le  dernier   membre 
de  la  formule  (25)  en 


^^ 

p  T(btan  —  ft,«,)  =  —  r(tfi6t  —  «t'M  . 

|v  4"  Pour  M  >  2,  Zfl  transposition  de  deux  colonnes  quelcon- 

|r  ques  change  \en  —  1,  s*il  en  est  ainsi  pour  la  valeur  M  —  1, 

J.'  de  l'ordre. 

^  Construisons  une  formule  telle  que  (16),  en  ordonnant  1 

r.  par  rapport  aux  éléments  m,  ...,  «m  d'une  colonne  autre  que 

\  les  deux  en  question;  la  transposition  de  celles-ci  ne  fait, 

par  hypothèse,  que  multiplier  par  —  1,  li^^,   l2,a ,  ...  .  1m.«, 
:,  covanescents  d'abaques  dont  Tordre  commun  est  M —  1  seu- 

r.  lement;  elle  change  doncl  en  —  1. 

j,  5"  Ceci  a  lieu  pour  toute  valeur  de  M,   puisque  c'est  vrai 

i  pourM  =  2(3«),  40). 

^\  6"*  Comme  ainsi  (1**),  (5**),  1  remplit  pour  les  colonnes,  les 

^  conditions  reconnues   suffisantes   au  n**  5,  IV,  la  partie  di- 

l,  recte  de  notre  théorème  est  actuellement  démontrée. 

7^  La  réciproque   résulte  immédiatement  de  ce  que  Taba- 
•*  que  reste  carré  quand  on  prend,  pour  lignes  et  colonnes,  les 

files  qui  étaient  auparavant  des  colonnes  et  des  lignes. 

V.  A  cause  de  cette  identité  des  rôles  joués  dans  un  aba- 
que carré  par  les  colonnes  et  par  les  lignes,  un  covanescent 
I  est  multiplié  par  —  là  chaque  transposition  de  deux  files 

parallèles  quelconques,  par  ( —  1)*  en  conséquence,  après 
de  telles  transpositions,  faites  dans  l'un  et  l'autre  sens  indis- 
tinctement, en  nombre  total  k. 
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VI.  Parmi  les  covanescents  des  abaques  carrés,  il  est  natu- 
rel de  préférer  la  considération  de  ceux  dont  les  notations 
sont  les  plus  simples;  ils  sont  donnés  par  les  formules  de 
l'alinéa  III  quand  on  y  prend  T  =  1.  On  les  a  nommés  les 
déterminants  de  leurs  abaques,  et  on  les  représente  par  les 
notations  de  ceux-ci,  renfermées  entre  deux  filets  verticaux. 
On  a  ainsi 


|tf,|  =  a, ,  ,      =  fli  />t  —  a,  />, 


(26) 


axbtCx 

Ct  t»t  Cl 

ût  ht  r. 


b%  Cl  I  I  ''1^1  I  I  ^tCt  I 


\  OtCt\  I  ht  c,  I  1  ht  Cl 


On  peut  dire  que  chacun  d'eux  est  celui  des  covanescents 
de  son  abaque,  dont  le  terme  principal  (Ib.)  est  pourvu  du 
coefHcient  +  1. 

Vil.  La  réciprocité  entre  les  lignes  et  les  colonnes  (IV) 
permet  de  construire  tout  aussi  bien  les  déterminants  par 
ordinations  relatives  aux  lignes,  celles-ci  étant  substituées 
aux  colonnes  maniées  dans  Talinéa  III.  Au  lieu  des  formules 
(26),  on  aurait  ainsi 

Il  I  «1  ^1 1  ,       , 

\a^\  =  Oi  ,  .    \  =z  aiUt—  hx  fli  . 


«1  hx  c,  j 

/>lCi 

h^Ot 

Ot  Ut  c. 

-hx 

flvCi 

=  ax 

ht  Cl 

—  Cl 

htOt 

ot  ht  ct 

OtCt 

Ces  formules  montrent  en  passant,  que  le  déterminant 
d'un  abaque  carré  (15)  est  identique  à  celui  de  Tabaque  sy- 
métrique au  proposé  par  rapport  à  sa  diagonale  principale 
(II),)  c'est-à  dire  déduit  de  lui  par  transposition  de  chaque 
paire  d'éléments  symétriques  par  rapport  à  cette  diagonale. 

Pour  éviter  des  fautes  de  signes  dans  la  notation  et  le  ma- 
niement des  déterminants,  il  est  essentiel  de  ne  pas  perdre 
de  vue  l'observation  V. 

7.  —  Tous  les  covanescents  de  l'abaque  (1)  [quelconque^  sauf 
des  lignes  et  colonnes  en  nombre  M  ^  N)  s'obtiennent  en 
prenant  la  somme   des   déterminants  (^\   i>",  ...  des  abaques 
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partiels  carrés  (12),  multipliés  respectivement  par  des  cons- 
tantes indéterminées,  T\  F"  ...  Conséquence  immédiate  de 
ce  qui  a  été  dit  au  n*^  5,  VI,  puis  ci-dessus  (6,  II). 

Cette  proposition  confère  à  ces  polynômes  à'^  ô",  ..  ,  le  rôle 
de  covanescents.  fondamentaux  de  Tabaque  en  question, 
en  ramenant  à  leur  seule  considération  celle  de  tous. 
Effectivement,  ceux-ci  se  forment  au  moyen  d'eux,  comme 
nous  venons  de  le  dire  ;  et  la  nullité  de  tous,  en  même 
temps  qu'elle  comprend  celle  des  déterminants  puisque 
ceux-ci  figurent  dans  leur  groupe  général,  est  entraînée 
par  elle,  parce  que  0'  ô",  ...  servent  de  coefficients  aux  indéter- 
minéesr',?*^,...,  dans  l'expression  générale  des  covanescents. 

On  remarquera  que  l'abaque  considéré  est  invanescent 
quand  0',  5",...,  ne  sont  pas  tous  =  0.  Car  ils  le  seraient 
tous,  s'il  y  avait  vanescence. 

Ces  polynômes  0'  ô''  ...  ,  sont  les  déterminants  (majeurs)  de 
l'abaque  (1).  Leur  nombre  est  visiblement  [N  (N  —  1)  ... 
(N  — M  +  1)]:  [1.2.  3...  M]. 

8.  —  Un  abaque  peut  être  vanescent  de  plusieurs  manières 
qu*il  est  temps  de  préciser. 

L'entier  v  étant  ^  M,  nous  dirons  que  l'abaque  (1)  est  v 
fois  vanescent,  si  on  peut  y  assigner  v  lignes  dont  chacune 
soit  composée  des  M  —  v  autres,  ces  dernières  formant  un 
abaque  partiel  invanescent. 

Nous  nommerons  encore  déterminants  de  classe  c  du 
même  abaque  (mineurs,  si  C  >  0,  majeurs,  si  c  =  0) ,  ceux 
majeurs)  des  abaques  partiels,  laissés  dans  le  proposé  par  la 
suppression  successive  de  toutes  les  associations  possibles 
de  c  de  ses  lignes  (7).  Leurs  ordre  et  nombre  sont  M  —  c  et 

{  [M(M-  1)  ...  (M  —  c-f  1)]  :  [1.2  ...  c]  j 
X  j  [N(N  -^  1)  ...  (N  —  M  -f  c  -h  1)]  :  [1  .  2  ...  (M  —  C)]  I  . 

9.  —  Pour  que  Vabaque  (1)  soit  v  fois  vauescent  (par  ses 
lignes),  il  faut  et  il  suffit  que  ses  déterminants  soient  tous 
nuls  dans  les  classes  <  v,  mais  non  dans  la  classe  v  (8). 

I.  Si  cette  vanescence  multiple  a  lieu,  tous  les  déterminants 
mineurs  en  question  sont  nuls. 
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1®  Etant  données  w,  <  »',  files  parallèles^  de  cù  éléments 
chacune^ 

(27)  (1)  .  (2)  .   ...   ,  H  . 

tout  déterminant  d'ordre  &>'  est  nul,  quand  son  abaque  est 
formé  de  files 

(28)  (V)  ,  (2') (»') 

dont  chacune  est  composée  de  celles  du  groupe  précédent  (27). 

Ceci  est  vrai  : 

a.  —  Si  le  déterminant  considéré  |  [cd],  (1')  |  comporte  o) 
files  (différentes  ou  non)  dont  chacune  appartient  au 
groupe  (27)  avec  une  seulement  de  l'autre  (28).  Car  les  rela- 
tions de  la  composition  supposée  pour  celle-ci  peuvent 
être  écrites  symboliquement. 

(l')  =  X.(i)-h>,(2)-|-...  +>«(«( 
et  donnent  (5,  in  init.), 

I  [H .  (l'i  I  =  ;,  1  [«] ,  (1)  I  +  >.  I  M .  (2)  (  -f  ..  +  x«  I  M .(«)!, 

où  les  multiplicateurs  Xi,  X2,  ...  ,  Xm  affectent  des  détermi 
nants  tous  nuls  comme  comportant  chacun  deux  files  au 
moins  identiques  dans  un  même  sens  ; 

,5.  —  Si,  comme  |  [w  —  1],  (1'),  (2')]  |,  son  abaque  contient 
w  —  1  files  (27)  avec  deux  autres  de  (28);  car  les  relations  de 
composition  propres  à  l'une  de  ces  dernières,  permettent 
comme  ci-dessus  («)  de  lui  donner  une  forme  homolinéaire 
par  rapport  à  &>  déterminants  nuls  encore  parce  qu'ils  ren- 
trent dans  le  type  précédent  (Ib,); 

y,  —  Si,  comme  |  [w  —  2],  (1'),  (2'),  (3')]  |,  il  comporte  w  —  2 
et  3  files  des  groupes  (27)  et  (28);  raisonnement  tout  sem- 
blable, appuyé  sur  ()3);  ... 

Et  ainsi  de  suite,  jusqu'au  bout,  en  modifiant  chaque  fois 
l'abaque  du  déterminant  par  la  suppression  d'une  file  (27)  et 
son  remplacement  par  une  file  (28). 

2*  Si,   dans  l'abaque  en  question,   (M  —  v)  représente  le 
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groupe  des  lignes  dont  est  composée  chacune  de  celles  du 
Surplus  (v),  une  ligne  quelconque  est  toujours  composée  des 
M  —  V  de  ce  groupe,  ceci  ayant  lieu  de  soi  si  elle  en  fait 
partie,  par  hypothèse  si  elle  appartient  au  surplus.  Tout  dé- 
terminant d'une  classe  y  <  V  est  donc  nul,  parce  que,  son 
ordre  M  —  y  étant  >  M  —  v,  ses  M  —  9  lignes  sont  ainsi 
composées  de  mêmes  autres  en  nombre  M  —  V  <  M  —  f  (1**). 
II.  Soient  /ut  >  v  deux  entiers,  quelconques  autrement,  puis 

(29)  a©  ,  ]9o ^0  ,  «0  ,  f 0 iQo 

une  ligne  de  v  éléments^  puis 

«1    .    /3i    ,    .   .    ,    Ji    ,    Il    ,    ^1 15i    , 


|30) 


«• Ht 


Ki 


i,  P^.  ...    ,  ^j4.  «^.  f^ W| 


f*' 


fx  autreSy  chacune  de  v  éléments  encolonnés  entre  eux  ainsi 
qu'avec  les  précédents^  et  formant,  par  leur  réunion,  un 
abaque  dont  les  déterminants  (majeurs)  ne  sont  pas  tous 
=  0.  Si  la  ligne  (29)  est  composée  des  autres  (30),  V  aba- 
que de  hauteur  /ti  +  1  formé  par  leur  réunion  totale  a  ses 
déterminants  (majeurs)  tous  nuls,  et  réciproquement, 

1**  Si  une  telle  composition  a  lieu,  Tabaque  en  question  est 
vanescent,  d'où  la  nullité  de  tous  ses  déterminants  (7). 

2**  Si  ces  déterminants  (d'ordre  u  +  1)  sont  tous  nuls,  il  en 
est  ainsi,  en  particulier,  pour  les  v  —  ]u  d'entre  eux  où  yi 
mêmes  colonnes  de  j  (29),  (30)  |  sont  respectivement  associées  à 
chacune  des  v  —  |tx  autres.  En  outre,  il  en  est  encore  ainsi 
pour  les  /x  donnés  par  le  groupement  de  ces  y  colonnes  im- 
muables avec  chacune  d'elles-mêmes  répétée  successive- 
ment, puisque  un  quelconque  d'entre  eux  comporte  toujours 
deux  colonnes  identiques. 

Dans  ces  (v  —  u)  +  jijl  =  v  déterminants,  indistinctement, 
les  {p.  +  l)«™*''colonnessont  toutes  celles  de  l'abaque  |(29),  (30)}; 
mais,  dans  leurs  ordinations  par  rapport  aux  éléments  d'in- 
dices 0,  1,  2,  ...  ,  |u  +  1  de  la  colonne  volante,  les  coeffi- 
cients de  ces  éléments   restent  les  mêmes,  parce  qu'ils  ne 
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dépendent  que  des  yi  colonnes  immuables  qui  sont  commu- 
nes à  tous  ces  déterminants.  Ils  forment  la  suite 

OÙ  sont  représentés  :  par  Ao  le  déterminant  de  l'abaque 
carré  d'ordre  /m,  laissé  dans  celui  des  ii  colonnes  immuables 
par  la  suppression  de  sa  ligne  0,  par  A*  généralement,  ce 
qui  devient  Ao^  quand,  à  sa  ligne  i^  on  substitue  cette  ligne 
0  (6,  VI).  La  nullité  des  y  déterminants  précités  (d'ordre 
|ut  +  1)  donnera  ainsi  les  y  relations 

Aoflio  —  Al  «1  —  ^2^2  —  •••  —  AmOCm  =  0  , 
Ao|3o— A^i3^  =  0  . 

(31)  (      Ao^o  — Ap<Jpi  =  0  , 

Ao«o   — Apfp   =  0  , 


Ao^o  —  Al  Hi    —  ^lT,i  —  ...  —  ^fA^fA   —  ^  • 

Si  maintenant  /x  colonnes  de  l'abaque  (30)  donnent  un  dé- 
terminant non  nul,  on  pourra  faire  en  sorte  que  Ao  soit  ce- 
lui-ci, c'est-^à-dire  prendre  pour  les  y,  colonnes  immuables 
de  {(29),  (30)j,  celles  précisément  dont  les  précédentes  font 
partie,  La  division  des  relations  (31)  par  Ao  ^  0  est  alors 
possible,  et  les  met  sous  une  forme  montrant  immédiate- 
ment, que  la  ligne  (29)  est  bien  composée  de  celles  de  l'aba- 
que (30). 

III.  Si  dans  la  classe  v,  quelque  déterminant  de  l'abaque 
proposé  (1)  est :7^0,  il  appartient  à  titre  majeur,  à  l'abaque  des 
M  —  V  lignes  qui  ont  formé  les  siennes,  et  cet  abaque  est  in- 
vane8cent(7).  Si,  en  outre,  tous  sont  nuls  dans  la  classe  v — 1, 
où  leur  ordre  est  M  —  v  +  1,  il  en  est  ainsi  en  particulier, 
pour  les  déterminants  (majeurs)  de  l'abaque  formé  par  les 
M  —  V  lignes  ci-dessus  et  une  autre  quelconque.  Cette  der- 
nière est  donc  composée  des  premières  (II). 

10.  —  Quand  M  =  N,  V abaque  (1),  alors  carré,  est  va- 
nescent  par  ses  files  d'un  sens,  autant  de  fois  que  par  cel- 
les de  l'autre  (8). 
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A  cause  de  la  réciprocité  existant  entre  les  lignes  et  les 
colonnes  de  tout  abaque  carré  (6,  IV),  un  déterminant  mi- 
neur, de  classe  quelconque  c,  d'ordre  M  —  c  par  suite,  du 
proposé  considéré  comme  formé  de  ligneSy  est  majeur,  aussi 
bien  pour  Tabaque  des  M  —  c  colonnes  dont  les  siennes 
font  partie,  que  pour  celui  des  M  —  C  lignes  qui  ont  formé 
les  siennes.  Le  mineur  en  question  en  est  donc  un  de  même 
classe  c  pour  le  proposé  considéré  comme  formé  de  colonneSy 
ceci  entraînant  immédiatement  l'exactitude  de  notre  énon- 
cé (9). 

11.  —  Quand  M  >  N,  l'abaque  (1)  est  vanescent  par  ses 
lignes,  M  —  N  fois  au  moins. 

Car  il  Test  autant  de  fois  que  Tabaque  carré  obtenu  en  lui 
ajoutant  M  —  N  colonnes  de  zéros  (4,  II  3**),  et  celui-ci  est 
vanescent  M  —  N  fois  au  moins  :  par  ses  colonnes,  parce  que 
ses  déterminants  de  classes  <  M  —  N,  d'ordres  >  N  par 
suite,  comportent  tous  une  colonne  au  moins  de  zéros,  par 
ses  lignes  aussi,  en  conséquence  (10),  (Cf  5,  V^. 

12.  —  On  réduit  un  abaque  donné,  relativement  à  ses  li- 
gnes, par  exemple,  en  en  extrayant  quelques  unes  de  nature 
et  en  nombre  tels,  que  leur  abaque  partiel,  dit  réduit,  soit 
invanescent,  et  que,  d'elles  seulement,  toutes  celles  du  pro- 
proposé  soient  composées.  A  cette  fin,  on  trie  d'après  la  rè- 
gle suivante,  les  lignes  de  l'abaque,  passées  en  revue  dans  un 
ordre  de  succession  quelconque  : 

Chaque  nouvelle  ligne  examinée  est  placée  dans  l'abaque 
réduit,  si  les  lignes  antérieurement  conservées  pour  lui  sont 
en  nombre  inférieur  à  la  largeur  N  de  l'abaque,  et  si,  avec 
celle  en  question,  elles  forment  un  abaque  dont  les  détermi* 
nants  ne  sont  pas  tous  =  0.  Elle  est  au  contraire  rejetée,  si 
ce  nombre  est  =  N,  ou  bien  si  ces  déterminants  sont  tous 
nuls. 

En  effet,  on  aperçoit  immédiatement:  qu'au  moment  de 
l'essai  d'une  ligne  quelconque,  l'abaque  de  celles  antérieu- 
rement conservées  est  invanescent  (7)  :  qu'en  cas  de  rejet 
cette  ligne  était  bien  composée  de  celles  qui  forment  cet 
abaque  (9,  11,  2"),  (11). 

On   notera  que  :    la  hauteur  de  l'abaque  réduit  ne  peut 
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surpasser  la  largeur  du  proposé  (Ib.)  ;  une  ligne  compre- 
nant exclusivement  des  éléments  =  0  est  toujours  à  rejeter  ; 
quand  toutes  sont  de  cette  nature,  l'abaque  réduit  dispa- 
raît, 

13.  —  Nous  passons  aux  équations  du  premier  degré,  dont 
nous  considérerons  un  système  comportant  des  inconnues 
X,  y,  z....,  s^  t,  ...,  w,  V,  des  équations,  en  nombres  quelcon- 
ques /i,  M,  ces  dernières  étant 

!Ot  ar  -h  6i  y  +  Ci  J5  -h  ...  -f  fi  /  -f  /i  w  -h  ...  ^i  v^hi  IV  +  Xi  =  0  , 
. 
aux -{- -|-^M=0  , 

dont  les  coefficients  ai,...,  ...,  ...,  k^  doivent  être  conçus  en 
un  abaque  à  M  lignes,  à  /i  +  1  colonnes. 

I.  Au  système  (32),  on  peut  substituer  son  réduit,  c'est-à- 
dire  celui  qui  a  pour  coefficients  les  éléments  de  l'abaque 
laissé  par  la  réduction  de  celui  du  proposé,  opéré  relative- 
ment aux  lignes  (12). 

Car  tout  groupe  de  solutions  du  proposé  appartient  à  son 
réduit  ne  comprenant  que  des  équations  du  premier.  Et, 
comme  il  est  visible  que  les  premiers  membres  du  proposé 
sont  tous  composés  homolinéairement  de  ceux  du  réduit, 
tout  groupe  de  solutions  de  celui-ci,  puisqu'il  annule  ces 
derniers,  annulera  aussi  les  premiers,  vérifiera  en  consé- 
quence la  totalité  des  équations  considérées. 

Désormais  donc,  nous  raisonnerons  exclusivement  sur  un 
système  réduit,  comportant  ainsi  dans  son  abaque,  des  lignes 
en  nombre  w  <  n  +  1,  m  équations  par  conséquent.  Nous 
récrirons 

«1  T  -f  6,  j  -I-  ...  H-  c,  <  -I-  /î  «  -h  •••  -f  ^1  ♦'  -h  Al  «'  -i-  *i  =  0  » 

a%  X  ■{- -f-  Aj  w  -j-  ^'ï  =  0 

(33) 

amX  4-  bmy  -{-...   -\'  emt  -f  /"m  M  -I-   ...  +  gmV  -\-  Am«'  +  Xw=  0  . 

et  nous  le  dirons  surabondant,  complet  ou  incomplet,  selon 
que  m  sera  =  w  +  1,  =  «  ou  <  /^. 
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Nous  figurerons  encore  son  abaque 


(34) 


«1  »  61   ,  Cl   .   ...    y  €1   ,  fi   ,  ...   ,  g\   ,  hi   ,  kl  . 
«2  .  />a  , gi  >  h^  ^  kt  . 

Clmj    "m.    Cm  y    ••  •    .    C/n  ,    /m,    •••    »   gtn  y    hm  t    */w  • 


II.  Le  système  réduit  (33)  est  impossible  quand  il  est  sur- 
abondant. 

Car  l'existence  de  solutions  ,v\  .y',...,  c*',  w'  entraînerait  la 
vanescence  de  Tabaque  (34)  par  les  colonnes,  sa  dernière 
étant  alors  composée  des  autres  au  moyen  des  multiplicateurs 

—  .r',  — y' , ...,  —  v\  —  w\  par  les  lignes  en  même  temps, 
puisqu'il  est  carré  (10).  Or  ceci  n'a  pas  lieu,  puisqu'il  est 
supposé  réduit. 

(II.  Non  surabondant,  il  est  impossible  encore,  quand 
V abaque  partiel  \  a,  6,  ...,  g-,  h  \  formé  dans  (34)  par  les 
seuls  n  colonnes  de  coefficients  des  inconnues  est  vanes- 
cent. 

S'il  possédait  quelque  groupe  de  solutions  .r',  y',...,  la  co- 
lonne h  de  l'abaque  total  (34)  serait  composée  des  autres  avec 
les  multiplicateurs — .r' — y\  ...  Moyennant  quoi,  chacun  des 
déterminants(majeurs)  decet  abaque,  où  la  colonne  A'intervient, 
pourrait  être  mis  sur  forme  d'une  expression  homolinéaire 
par  rapport  à  n  déterminants  du  même  abaque  auxquels  cette 
colonne  est  étrangère,  les  coefficients  de  cette  expression  étant 

—  x\  — y\"'  Les  déterminants  indépendants  de  la  colonne 
k  étant  =  0,  puisque  l'abaque  |  a,  6, ...  ,g^,  A  j  est  supposé 
vanescent,  les  autres  le  seraient  encore,  tous  ceux  de  Taba- 
que  (34)  aussi,  et,  contrairement  à  l'hypothèse,  le  système 
(33)  ne  serait  pas  réduit. 

IV.  Non  surabondant,  il  est  possible  quand  l'abaque 
j  «,  6,  ...  ,  o^,  A  j  (III)  est  invanescent.  Il  est  alors  déterminé 
s'il  est  complet,  indéterminé  s'il  est  incomplet,  cette  indéter- 
mination consistant  en  ce  qu'on  peut  choisir  arbitrairement 
les  valeurs  de  tout  groupe  de  n  —  m  inconnues,  tel,  que  les 
coefficients  des  m  autres  soient  les  éléments  d'un  détermi- 
nant 92^  0,  en  ce  que,  de  plus,  les  valeurs  correspondantes  de 
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ces  m  autres  inconnues  s'expriment  par  des  fonctions  linéai- 
res déterminées  des  n  —  m  premières. 

1**  Si  le  système  est  complet,  Tadjonction  d'une  ligne  de 
zéros  à  son  abaque  (34)  rend  celui-ci  vanescent  par  les  lignes, 
par  les  colonnes  en  même  temps,  puisqu'il  est  devenu  carré 
(10).  Comme,  en  outre,  la  suppression  de  sa  colonne  k  laisse 
un  abaque  partiel  invanescent  (par  les  colonnes)  parce  que  le 
déterminant  des  colonnes  a,  6,  ...  ^  g ^  h  Ae  (34)  est  sup- 
posé ^  0,  cette  colonne  k  est  composée  des  autres  (9,  11,  2°), 
et  il  suffit  évidemment  de  multiplier  par  —  1  les  multiplica- 
teurs de  cette  composition  pour  en  déduire  un  groupe  de 
solutions  du  système  considéré. 

Ce  groupe  x\  y\  ...  w'  est  unique.  Car  si  un  autre  .r", 
y" ^  ...,  iv"  existait  encore.  Tune  au  moins  des  différences 
x"  —  j?'  =  I,  y"  —  y'  =  y?,...,  ^"  —  w'  =  ip,  la  première  pour 
fixer  les  idées,  serait ^z^O;  les  substitutions  successives  de  Tun 
et  Tautre  groupes  dans  chacune  des  équations  du  système, 
suivies  de  la  soustraction  des  résultats,  conduiraient  à 

a,  Ç-f  6,  u  4-  ...  +  Al  +  =  0  . 
«j  Ç-h  ^î  u-f  ...  -f  /'>  *  =  0  . 


ami  -|-  ^/««  -|-   ...  -f-  Am^  =  0 


et  la  division  de  ces  égalités  par  |  supposé  ^  0,  montrerait, 
dans  Tabaque  |  «,  6,  ...  ,  ^,  A  j  ,  ici  carré,  que  la  colonne  a 
est  composée  des  autres,  qu'il  est  ainsi  vanescent  par  les  co- 
lonnes, par  les  lignes  en  conséquence,  ce  qui  est  contraire 
à  rhypothèse. 

Les  multiplicateurs  des  colonnes  a,  6,...,  g^  h  de  l'abaque 
(34)  agrandi  d'une  ligne  de  zéros,  dans  les  formules  expri- 
mant la  composition  de  la  colonne  k  au  moyen  de  celles-ci, 
se  calculeront  comme  au  n**  9,  II,  2®.  Puisqu'il  suffit  de  les  mul- 
tiplier par  —  1  pour  obtenir  x'  y'...,  on  aura  les  formules 

(35)  .=__,/  =  __ "'=-J,- 

OÙ  ont  été  représentés  :  par  A*^,  le  déterminant  de  l'abaque 
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& 


#■ 


t> 


gV..: 


^y-' 


P^:' 


t; 


i^:- 


\a,  6,  ...  ,  g^.  A},  par  Aa,  A*, A*  ce  qu'il  devient  par  la 

substitution  de  sa  colonne  k  faite  successivement  à  chacune 
des  autres  a,  6,  ...,  h. 

2**  Si  le  système  (33)  est  incomplet,  soient  û,  6,  ... ,  e  un 
des  groupes  de  m  colonnes  de  son  abaque  (34),  qui,  par  hypo- 
thèse, donnent  des  déterminants  :^  0,  et  représentons  par 
Kl,  Ka,...,  Km«  les  groupes  de  termes,  linéaires  en  £/,...,  v^  w^ 
qui,  dans  les  diverses  équations,  ont  des  coefficients  notés 
au  moyen  des  autres  lettres  f,.--,  gy  A,  k.  Ce  système  peut 
être  écrit 


(36) 


ai  j:  -I-  fc,  j  +  ...  H-  e,  /  +  K,    =0 


amx  -h  bmy  +  •••  4-  «/nf  -h  K»,  =  0 


et  sa  résolution  par  rapport  à  .r,  y,  ...,  /,  faisable  comme  ci- 
dessus  (1**)  parce  qu'il  est  complet  à  ce  point  de  vue,  conduit 
bien  facilement  à  ce  qui  nous  reste  à  établir,  observation 
faite  que,  dans  les  formules  (35),  Ait  est  indépendant  des  À-, 
que  Aai  A»,  ...  ,  àh  en  sont  des  fonctions  homolinéaires. 

3**  Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  remarquer  que  le  cas  d'un 
système  incomplet  comprend  à  la  rigueur  celui  où  il  est  com- 
plet. Pour  cette  cause,  il  serait  facile  de  traiter  les  deux 
ensemble,  de  fondre  notamment  le  sous*alinéa  1**  dans  le 
suivant  (2**).  C'est  ce  que  nous  ferons  pour  la  démonstration 
suivante. 

14.  Le  système  (33)  étant  réduit  et  possible,  toute  équation 
du  premier  degré  (E)©  que  ses  solutions  vérifient  aussi,  est 
composées  homolinéairement  des  siennes. 

Supposant  ^  0,  le  déterminant  A  des  coefficients  des  m 
inconnues  x,  y,  .».t^  nous  mettrons  le  système  sous  la  forme 
(36),  Téquation  (E)osous  une  forme  analogue  en  marquant  ses 
coefficients  de  l'indice  commun  0,  et  nous  considérons  l'aba- 
que carré,  d'ordre  m  +  l. 


(37) 


ûo  t   bo  ,  '">   ,  €q  ,  Ko 
«1  »   '>!   ,   ...    ,   ei  ,   Kl 


6m  I    Km  . 
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flo  =  >iai  -f  >>fl,  4-  . 

• .   4"  ^'«  ^m    f 

60  =  >,  6,  4-      .     .     • 

-f-  ^m^m    f 

(38) 

«0   =   ^1^1    +    ^J  ^2    +    •  . .    4"    ^/W  ^'« 

(39)  Ko  =  liKi  4-  3l,K,  4-  ...  UKm  . 

En  ayant  égard  à  ce  que  Xi,...,  X«  ne  dépendent  que  des 
éléments  des  m  colonnes  «,  i,.-,  ^  de  Tabaque  (37)  (loc,  cit.)^ 
puis  égalant  les  coefficients  de  w,  ...  ,  v,  w  dans  les  deux 
membres  de  (39),  cette  équation  se  décompose  en  les  éga- 
lités 

^   =  >i /i    -\-  "n  -^  y^mfm    f 


gQ'=.'kigi  4-  ...  4-  'kmgm  , 
/tq  =  ^1  Ai  4"  •••4'  ^mhm  , 
X"o  =  Al  X'i   4"   •••  4~  A/ri  A'/n    , 


constituant  avec  (38)  toutes  celles  que  nous  avions  à  établir. 
15,    —  Dans  le   développement  général   du   déterminant 
d'un  abaque  carré,  d'ordre  quelconque  M,  (5,  II),  la  transpo- 
sition de  deux  lignes  produit  sur  la  notation,  le   même  effet 
que  celle  des  indices  correspondants,  les  lettres  restant  im- 
mobiles (Ib.  III)  ;  celle  de  deux  colonnes  équivaut  de  même 
à  celle  des  lettres  correspondantes,  les  indices  conservant 
cette  fois  leurs  places  primitives.  Appuyés  sur  ces  observa- 
If  tions,  des  raisonnements  tout   semblables  à  ceux  du  n**  6,  1 
conduisent  bien  facilement  à  Vordination  du  déterminant  par 
\  rapport  à  ceux  d'abaques  partiels  en  nombre  quelconque  /, 
f                 formés  par  la  décomposition  de  celui  du  proposé  en  des  grou- 

\ 


l 
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Le  fait  que  toutes  les  solutions   du   système   satisfont  à  ? 

Téquation  (E)»,  assure,  quelles  que  soient  les  valeurs  attri-  z 

buées  à  w,   ...,   v^   w^  la   composition  de  la    colonne   K  de  ^, 
Tabaque  (37)  au  moyen  des  autres  ;  d'où  sa  vanescence  par  les 
colonnes,  puis  par  les  lignes  (10),  puis  la  composition  de  la 

première  de  celles-ci  au  moyen  des  autres,  puisque  le  déter-  a 

minant  A  est  92^:  0  (9,  II,  2**)  ;  et,  en  nommant  Xi,  i2,...,  Xm  les  .4 

multiplicateurs  de  cette  composition,  on  a  <^^ 

■••t 


I 
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pes  déterminés  de  m\  ^  m^,  ..,  .  mi  files  toutes  parallèles  dans 
un  sens  donné,  ces  i  entiers  étant  quelconques  aussiy  sous  la 
seule  condition  de  donner  M  par  somme. 

Pour  i  =  2,  cette  opération  a  une  grande  importance,  niais 
dans  des  questions  sur  lesquelles  il  n'y  a  pas  lieu  de  revenir 
ici.  Pour  i=  M,  entraînant  m\  =:  m^  =  ,...,  =  mi=  1,  elle 
fournit  le  développement  général  du  déterminant,  obtenu 
par  de  simples  manipulations  d'un  seul  terme  arbitrairement 
choisi  ;  pour  2  <  /  <  M,  elle  conduit  à  des  formules  variées. 
Comme  ces  dernières  sont  inutiles,  comme  le  développement 
général,  qui  ne  Test  pas  moins  en  théorie  quand  on  se  place 
à  notre  point  de  vue,  ne  sert  à  rien  pour  les  calculs  numé- 
riques à  cause  de  sa  prolixité,  il  serait  tout  à  fait  oiseux 
d'entrer  dans  les  détails. 

16.  —  Terminons  par  un  théorème  fort  simple,  mais  indis- 
pensables dans  des  questions  importantes. 

Tout  déterminant  est  un  polynôme  premier. 

Si  celui  de  Tabaque  (15)  que  nous  représentons  par  A,  est 
décomposable  en  deux  facteurs  entiers  d\  d'',  et  si  l'élément 
a\  par  exemple,  entre  effectivement  dans  3\  ni  lui,  ni  aucun 
autre  élément  d'une  file  ç  contenant  ai  ne  peuvent  entrer 
dans  cî".  Car  autrement  s  =  i'  S"  ne  serait  pas  homoli- 
néaire  par  rapport  aux  éléments  de  cette  file.  De  même, 
et  puisque  ainsi  tous  les  éléments  de  y  entrent  dans  i\  au- 
cun autre  d'une  file  contenant  un  de  ceux-ci,  aucun  élément 
de  l'abaque  en  conséquence,  ne  peut  entrer  dans  d''.  Ce  fac- 
teur d"  se  réduit  donc  à  une  constante,  moyennant  quoi,  tout 
diviseur  3'  de  A  lui  est  égal  à  un  facteur  constant  près  ;  c'est 
ce  qu'il  y  avait  à  prouver. 

Ch.  MÉRAY  (Dijon). 
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Première  Partie. 

1.  Quand  un  plan  mobile  glisse  sur  un  plan  fixe  de  ma- 
nière que  la  droite  qui  joint  deux  points  A  et  B  du  plan  mo* 
bile  soit  constamment  assujettie  à  coïncider  avec  une  droite 
fixe  A  du  plan  fixe,  on  dit  que  le  plan  mobile  est  animé  d'un 
mouvement  de  translation  rectiligne,  dont  la  direction  est 
celle  de  la  droite  A,  soit  dans  un  sens,  soit  dans  le  sens 
contraire. 

Soit  M  un  point  du  plan  mobile  non  situé  sur  AB.  En  tra- 


çant MA  et  MB  on  forme  un  triangle  invariable  que  sa  base 
entraîne  par  suite  de  son  glissement  sur  la  droite  A.  Soit 
MF  la  hauteur  issue  du  point  M.  Dans  le  déplacement  consi- 
déré du  triangle  MAB  le  sommet  M  décrit  une  ligne  dont 
tous  les  points  sont  à  la  même  distance  MF  =  /  de  la  droite 
A. 

Mais  a  priori  on  ne  peut  affirmer  que  le  point  M  décrit  une 
ligne  droite. 

Mais  on  peut  vérifier  facilement,  au  moins  dans  une  petite 
etenduCy  que  si  le  triangle  a  été  amené  de  la  position  MAB  à 
la  position  M'A'B'  (fig.  1),  le  point  M  s'est  déplacé,  dans  ses 
diverses  positions  sur  \e  segment  de  droite  MM'. 

Supposons  en  effet  que  A  soit  une  arêle  d'une  règle  main- 
tenue fixe  sur  une  feuille  de  dessin  ;    que  le   triangle  MPB 
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soit  une  face  d'une  équerre  appliquée  sur  la  même  feuille  et 

que  Ton  fait  glisser  en  appuyant  le  côté  PB  de  Tangle  droit 

contre  la  règle.  Après  avoir  déplacé  Téquerre  pour  l'amener 

de  la  position  MPB  à  la  position  M'P'B',  traçons  la  droite 

MM'  ;  si  nous  amenons  Téquerre   dans  une  autre  position 

quelconque  Mi  Pi  Bi  entre  les  deux  premières,  nous  cons- 

^  tâtons  que  le  sommet  Mi,  autre  position  quelconque  du  som- 

^  met  mobile  M  se  trouve  sur  le  segment  de  droite  MM'. 

ï^^V ^  Cette  vérification  expérimentale  ayant  lieu  sur  des  seg- 

??  .  ments  de  droite  de  longueurs  différentes,  on  se  trouve  con- 

k'  duil  à  Taxiome  suivant  : 

Axiome.  —  Dans  un  mouvement  de  translation    rectiligne 
on  considère  comme  évident  qu'un  point  quelconque  M  du 
plan  mobile  décrirait  une  droite  indéfinie  si  le  mouvement  se 
continuait  indéfiniment  soit  dans  un  sens,  soit  en  sens  con- 
j>  traire. 

y  2.  Comme  première  conséquence  de  cet  axiome  nous  al- 

;;  Ions  d'abord  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  /.  Quand  un  point  mobile  se  meut  dans  un  plan 
fixe  de  manière  à  rester  constamment  à  la  même  distance  l 

d'une  droite  A  de  ce 
plan,    si    l'on   consi- 
dère  comme   éi^ident 
que   le   point  mobile 
décrit  une  droite  in- 
définie D,  la  perpen- 
diculaire menée  à  la 
droite  A  de  chacune  des  positions  du  point  mobile  est  éga- 
lement perpendiculaire  à   la  droite   D.^  —  Démonstration  : 
Soit  M   une    certaine   position    du    point    mobile    (fig.   2)  ; 
menons  MP  perpendiculaire   à  la  droite  A,   et  d'une  autre 
position   quelconque  A  du   point  mobile  menons  AB    per- 
pendiculaire  à    la    droite   A.    On   a    par   hypothèse   AB  ^= 
MP  =  Z.    Autour  de    MP,    considérée    comme    une  droite 
indéfinie,  faisons  tourner  le  demi-plan  situé  à  sa  gauche  pour 
l'appliquer  sur  le  demi-plan  situé  à  sa  droite.  Le   point  B 
prendra  sur  la  droite  A  une  position  B',  symétrique  de  B 
par  rapport  à  la  perpendiculaire  MP  sur  la  droite  A  ;  le  seg- 
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ment  de  droite  BA  se  placera  en  B'A'  perpendiculairement 
à  la  droite  A  et  le  point  A'  se  confondra  avec  une  nouvelle 
position  du  point  mobile. 

Mais,  si  Von  considère  comme  évident  que  les  diverses 
positions  A,  A',  M  etc.,  etc.  du  point  mobile  appartiennent  à 
une  même  droite  D,  le  segment  MA'  est  le  prolongement  du 
segment  AM  de  cette  droite  D.  Or  les  deux  angles  adjacents 
PMA  et  PMA'  sont  égaux  par  symétrie;  donc  la  droite  PM, 
perpendiculaire  sur  la  droite  A,  est  aussi  perpendiculaire 
sur  la  droite  D. 

Pour  démontrer  qu'il  en  est  de  même  de  BA  par  exemple, 
traçons  la  droite  PA  ;  nous  formons  deux  triangles  PMA  et 
PBA  qui  sont  rectangles  Tun  au  point  M  et  l'autre  au  point 
B  ;  ils  ont  la  même  hypoténuse  PA  et  un  côté  de  l'angle 
droit  égal:  PM  =  BA  r=  ^  ;  donc   ces  triangles  sont   égaux 

et   on  a  d'abord  AM  =  BP.  On  a  en  outre  :  APB  =  PAB  et 

PAM  =  APB.  Or  la  somme  des  deux  angles  aigus  au  point 
P  vaut  un  droit;  donc  il  en  est  de  même  de  la  somme  des 
angles  aigus  au  point  A.  Donc  :  la  droite  AB,  perpendicu- 
laire à  la  droite  A,  Test  également  à  la  droite  D.  On  peut 
donc  conclure  que  : 

La  perpendiculaire  menée  à  la  droite  A  de  chacune  des 
positions  du  point  mobile  est  également  perpendiculaire  à  la 
droite  D. 

C.  Q.  F.  D. 

Remarque,  —  Puisque  les  segments  BA,  PM,  etc.,  sont 
perpendiculaires  sur  la  droite  D  et  ont  tous  la  même  lon- 
gueur Ij  on  voit  que  les  distances  à  la  droite  D  des  divers 
points  de  la  droite  A  sont  les  mêmes  que  les  distances  à  la 
droite  A  des  divers  points  de  la  droite  D.  11  y  a  donc,  à  ce 
point  de  vue,  réciprocité  entre  les  droites  D  et  A. 

3.  Rectangle.  —  Le  quadrilatère  ABPM  de  la  figure  pré- 
cédente a  ses  quatre  angles  droits;  on  l'appelle  un  rectangle. 
On  vient  de  prouver  que  la  diagonale  PA  le  partage  en  deux 
triangles  rectangles  égaux  et  que  les  côtés  opposés  de  ce 
rectangle  sont  égaux  2  à  2.  Pour  construire  un  rectangle  il 
suflit  donc  de  mener  à  une   droite  A,  d'un  même  côté,    en 
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deux  points  différents  B  et  P,  deux  perpendiculaires  de 
même  longueur  /,  BA  et  PM,  puis  de  tracer  la  droite  AM. 
'  En  effet,  si  un  point  mobile  se  déplace  dans  le  plan  de  la 
figure  et  au-dessus  de  A  de  manière  à  rester  toujours  à  la 
distance  l  de  A,  il  passera  nécessairement  par  A  et  par  M; 
or  il  décrit  une  droite  D,  donc  cette  droite  coïncide  avec  AM  ; 
dès  lors  les  droites  BA  et  PM,  perpendiculaires  à  A,  le  sont  à 
la  droite  AM  ;  donc  le  quadrilatère  ABPM  est  bien  un  rec- 
tangle. 

Si  on  traçait  la  seconde  diagonale  BM  il  est  facile  de  dé- 
montrer qu'elle  est  égale  à  la  première.  En  outre  leur  point 
de  rencontre  est  le  milieu  de  chacune  d'elles. 

Somme  des  anglrs  d'un  triangle. 

4.  i"*^  cas.  Triangle  rectangle.  —  On  a  le  théorème  suivant  : 
Théorème  IL  Dans  un  triangle  rectangle  les  angles  aigus 
sont  complémentaires. 

Considérons  en  effet  le  rectangle  ABPM  (fîg.  2}.  La  diago- 
nale PA  le  partage  en  deux  triangles  rectangles  égaux  ABP 
et  PMA.  L'angle  BAP  a  pour  complément  l'angle  PAM,  le- 
quel est  égal  à  l'angle  APB.  Donc  dans  le  triangle  rectangle 
ABP  les  deux  angles  aigus  sont  complémentaires.  Or,  ce 
triangle  étant  donné,  on  pourrait  construire  comme  on  vient 
de  l'indiquer  le  rectangle  ABPM  ;  donc,  d'une  manière  gé- 
nérale on  peut  dire  :  Dans  tout  triangle  rectangle  les  deux 
angles  aigus  sont  complémentaires. 

G.  Q.  F.  D. 

Corollaire,  —  Dans  tout  triangle  rectangle  la  somme  des 
trois  angles  est  égale  à  deux  angles  droits. 

En  effet  :  L'un  des  angles  est  droit  et  la  somme  des  deux 
autres  est  égale  à  un  droit  ;  donc  la  somme  des  trois  angles 
est  égale  à  deux  droits. 

C.  Q.  F.  D. 

2®  cas.  Tria>'GLe  quelconque.  —  On  a  le  théorème  suivant: 
Théorème  III.  Dans  tout  triangle  la  somme  des  trois  angles 
est  égale  à  deux  droits. 
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Du  sommet  A  par  exemple  d'un  triangle  ABC,  concevons 

que  Ton  mène  la  perpendiculaire  AP  sur  le  côté  opposé  BC. 

Si  le  point  P  est  entre  B  et  G  Fangle  A  se  trouve  partagé  en 

deux  parties  Ai  et  As  dont  il  est  la  somme.  Dans  le  triangle 

rectangle  APB  l'angle  Ai  est  le  complément  de  Taiigle  B  et  on 

a:  Al  +  B  =  l***";  de  même  le  triangle  rectangle  APC  donne  : 

A«  +  C  =  l'*^  En  ajoutant  ces  relations  membre  à  membre 

/\      /\      /\ 
et  remarquant  que  Ai  +  A2  =  A  on  obtient:  A  -|-  B  +  G  =  2**^ 

Si   le  point  P  est  d'un  même  côté  des  points  B   et  C,  à 

droite  de   C  par  exemple,  on   aura  :  A  =  Ai  —  Aa  ;   et  les 

-^       /\ 
triangles  rectangles  APB  et  APC  donneront  :  Ai  +  B  =  l***" 

/\  /\ 

puis  A2  +  (2***^  —  C)  =  l'*^  Donc  :  par  différence  on  obtient: 

A  +  B  +  C  —  2^^  =  0  et  par  conséquent  A  +  'B  +  C  =  2^^ 
C.  Q.  F.  D. 

Remarque.  —  Soit  CF  le  prolongement  du  côté  BC  d'un 
triangle   ABC;  Tangle   ACF   est  appelé  angle  extérieur  au 

point  C;  il  a   pour  supplément  Fangle  C  du  triangle;  il  est 

donc  égal  à  la  somme  A  +  B  des  deux  autres  ;  ainsi:  Dans 
tout  triangle  un  angle  extérieur  est  égal  à  la  somme  des  deux 
angles  intérieurs  non  adjacents. 

Corollaire. — Le  théorème  qui  précède  conduit  au  suivant: 

Théorème.  —  Dans  tout  polygone  convexe  la  somme  des 
angles  intérieurs  est  égale  à  autant  de  fois  2'*'"  que  le  poly- 
gone a  de  côtés,  moins  deux. 

Soit  n  le  nombre  des  côtés,  la  somme  en  question  aura 
pour  expression  [n  —  2)  fois  2**'  ou  (2w  —  4)**^  Nous  nous 
bornons  à  Fénoncé  du  théorème  en  ajoutant  que  la  somme 
des  angles  extérieurs  est  constante  et  toujours  égale  à  4***'. 

Remarque  particulière.  —  On  sait  que  dans  la  géométrie 

non-euclidienne  la  somme  des  angles  d'un  triangle  est  înfé- 

/\     /\     /\ 
Heure  à  2^^  Soit  ^  =  2^"^  —  (A  +  B  +  C),  et  désignons  par  S 

Faire  du  triangle  ABC.  La  constante  K  d'une  telle  géométrie 

S 
peut  se  représenter  par  le  rapport  j  (Voir  la  note  B  sur  le 

Postulatum  d'Euclide  dans  la  géométrie  de  M.  Hadamard).  A 
cause  de  Faxiome   du   début,  qui   a  donné  naissance  au  rec- 


Digitized  by 


Google 


372 


V.     ttlOUX 


tanglcy  nous  avons  ^  =  0  et  par  suite  K  =  oo,  ce  qui  établit  la 
différence  essentielle  entre  la  géométrie  euclidienne  et  la 
géométrie  non-euclidienne. 


M 


Deuxième  partie. 

1.  En  tenant  compte  du  théorème  I,  nous  nous  servirons 
du  mot  parallèle  en  lui  attribuant  une  signification  spéciale 
qui  nous  permettra  de  tirer  parti  de  la  définition  suivante  : 
Définition.  —  On  dit  qu'une  droite  D  est  parallèle  à  une 
ih\'  le  A  quand  les  deux  droites  sont  dans  un  même  plan  et 
que  la  première  a  tous  ses  points  à  la  même  distance  de  la 
seconde. 

Cette  définition  se  justifie  à  Taide  du  théorème  suivant: 
Théorème  /.  Si  deux  droites  sont  perpendiculaires  à  une  3*, 
l'une  d'elles  est  parallèle  à  l'autre. 

Démonstration.  —  Dans  le  plan  de  la  figure  3  considérons 
deux  droites  D  et  A  respectivement 
perpendiculaires  à  la  droite  LL',  la 
première  au  point  A,  la  seconde  au 
point  B,  nous  allons  prouver  que  la 
droite  D  est  parallèle  à  la  droite  A, 
c'est-à-dire,  puisqu'elles  sont  déjà 
dans  le  même  plan,  que  les  divers 
points  de  la  droite  D  sont  à  la  même 
distance  AB  =  Z  de  la  droite  A.  Soit 
un  point  P  quelconque  de  la  droite  A,  menons  par  ce  point, 
du  côté  de  la  droite  D  la  perpendiculaire  PM  à  la  droite  A 
et  prenons  PM  =  BA  =  l.  Si  on  trace  AM  on  formera  un  rec- 
tangle ABPM  (»3,  1"  partie).  Le  côté  AM  de  ce  rectangle  est 
par  suite  perpendiculaire  sur  LL'  au  point  A  et  par  suite  se 
confond  avec  la  droite  D  qui  est  la  seule  perpendiculaire 
possible  en  ce  point  à  la  droite  LL'.  Le  point  M  est  donc  sur 
la  droite  D  et  sa  distance  MP  à  la  droite  A  est  égale  à  /  ou 
AB.  Or  dans  le  rectangle  ABPM  on  a  AM  =  BP.  On  peut 
dont:  considérer  le  point  M  comme  un  point  quelconque  de 
la  droite  D,  puisque  le  point  P  est  un  point  quelconque  de 
A.  Donc  : 


A     B 


L' 
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La  droite  D  a  ses  divers  points  à  la  même  distance  l  de  la 
droite  A;  elle  est  donc  parallèle  à  cette  droite.  G.  Q.  F,  D. 

Remarque.  —  Il  est  bon  d'observer  que  BA,  PM,  etc.,  etc. 
peuvent  être  considérées  comme  des  perpendiculaires  me- 
nées des  divers  points  de  A  à  la  droite  D  ;  elles  ont  d'ailleurs 
toutes  la  même  longueur  BA  =  L  On  voit  ainsi,  qu'au  point 
de  vue  de  la  distance  à  Tune  des  deux  droites  des  divers 
points  de  l'autre,  il  y  a  réciprocité  enive  les  deux  droites  L)  et 
A. 

Il  suit  de  là  que  :  Si  la  première  est  parallèle  à  la  seconde^ 
réciproquement  la  seconde  est  parallèle  à  \?i  première. 

On  peut  donc,  conformément  à  Tusage,  énoncer  comme  il 
suit  le  théorème  précédent  : 

Théorème  I.  —  Si  deux  droites^  situées  dans  le  même  plan, 
sont  perpendiculaires  à  une  3®,  ces  droites  sont  parallèles. 

Corollaire.  —  Chacun  des  segments  de  droite  AB,  MP,  etc. 
est  à  la  fois  perpendiculaire  à  la  droite  D  et  à  la  droite  A,  et 
de  plus  ils  ont  la  même  longueur  /;  on  est  ainsi  conduit  a  la 
double  propriété  suivante  : 

1**  Quand  deux  droites  sont  parallèles,  toute  perpendiculaire 
à  l'une  est  aussi  perpendiculaire  à  Vautre; 

2"  Deux  droites  parallèles  sont  partout  également  distcattes. 

On  fait  fréquemment  usage  de  cette  double  propriété. 

2.  Théorème  II.  —  Si  deux  droites  D  et  D'  sont  parallèles  à 
une  même  droite  A,  ces  droites  sont  parallèles. 

Démonstration.  —  Dans  le  plan  de  la  figure,  qui  est  t  ehii 
des  trois  droites,  soit  LL' une  perpendiculaire  quelconque  à 
la  droite  A.  Cette  droite  LL'  est  perpendiculaire  à  chacune 
des  droites  D  et  D'  qui  sont  parallèles  à  A.  Donc,  en  vertu 
du  théorème  précédent  les  droites  D  et  D'  sont  parallèles. 

C.  Q.  F.  D. 

Remarque.  —  Si  deux  droites  parallèles  D  et  D'  ont  un 
point  commun  Af,  ces  droites  se  confondent. 

Démonstration.  —  En  effet  soit  LL'  la  perpendiculaire  à 
la  droite  D  par  exemple  au  point  M,  elle  est  aussi  perpendi- 
culaire à  sa  parallèle  D'.  Les  deux  droites  D  et  D'  étant  per- 
pendiculaires à  LL'  au  même  point  M,  se  confondent. 

C.  Q.  F.  D. 
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Autrement:  Les  divers  points  de  D'  par  exemple  sont, 
comme  le  point  M,  à  une  distance  nulle  de  la  droite  D  et  ré- 
ciproquement ;  donc  ces  deux  droites  ont  tous  leurs  points 
communs  et  par  suite  se  confondent. 

C.  Q.  F.  D. 

3.   Théorème  IIL  Par  un  point  extérieur  à  une  droite  on 
peut    mener    une  parallèle    à    cette 
droite^  et  on  n'en  peut  mener  qu'une. 
Démonstration.  —  Soit  M  un  point 
extérieur  à  la  droite  AB  (fig.  4).  Me- 
nons à  cette  droite  une  perpendicu- 
laire LL',  et  du   point  M  menons  la 
perpendiculaire  MD  sur  LL'.   Cette 
droite  sera   parallèle  à  AB   puisque 
Tune  etTautre  sont  perpendiculaires 
sur  LL'.  Donc  : 
i**  On  peut  mener  par  le  point  M  une  parallèle  à  AB. 
Imaginons  par  le  point  M   une  autre   parallèle  à  AB  :  on 
aurait  deux  droites  parallèles  à  AB  et  par  suite  ces    deux 
droites  seraient  parallèles  ;  mais  à  cause  de  leur  point  com- 
mun M  elles  se  confondraient.  Donc  : 

2^  On  ne  peut  mener  par  le  point  M  qu'une  seule  parallèle 
à  la  droite  AB. 

C.  Q.  F.  D. 

Remarque.  —  Soit  MP  =  Z  la  dis- 
tance du  point  M  à  la  droite  AB  :  si 
du  même  côté  de  AB  on  se  donne 
un  point  arbitraire  du  plan,  sa  dis- 
tance à  la  droite  AB  sera  supérieure 
à  l  s'il  est  au-dessus  de  MD,  et  in- 
férieure à  /s'il  est  placé  entre  MD  et 
AB.  On  voit  ainsi  que  : 

La  parallèle  menée  par  le  point  M 
à  la  droite  AB  est,  d'un  côté  de  cette  droite  le  lieu  des  points 
qui  en  sont  à  la  distance  MP  =  L 

Soit  M' le  symétrique  du  point  M  par  rapport  à  la  droite  AB. 
La  parallèle  M'D'  à  cette  droite  menée  par  le  point  M'  est 
évidemment  de  l'autre  côté  de  cette  droite  le  lieu  des  points 
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qui  en  sont  à  la  distance  l.  Le  lieu  complet  des  points  situés 
à  la  distance  /  de  la  droite  AB  est  donc  Tensemble  des  deux 
parallèles  MD  et  M'D'. 

Il  en  résulte  immédiatement  que  le  lieu  des  points  équi- 
distants  des  deux  parallèles  MD  et  M'D'  est  la  droite  AB, 
c'est-à-dire  la  parallèle  menée  aux  deux  premières  par  un 
point  P  qui  en  est  équidistant. 

Une  question  analogue  se  présente  quand  on  considère  le 
lieu  des  points  situés  à  une  distance  /  <  R 
d'une  circonférence  de  centre  O  et  de  rayon 
OB  =  R.  On  augmente  ou  on  diminue  chaque 
rayon,  c'esl-à-dire  chaque  normale  à  la 
courbe  d'une  même  longueur  /.  On  obtient 
ainsi  deux  circonférences  de  rayon  OA  =  R 
+  /,  et  OA'  =  R  —  /,  concentriques  à  la 
première. 

De   pareilles  courbes  sont    appelées    courbes  parallèles. 
Dans  l'exemple  choisi  on  peut  constater  que  la   circonfé- 
rence proposée   est  le   lieu  des  points  qui  sont   situés  à  la 
distance  l  des  deux  autres. 

Théorème  IV.  —  Si  deux  droites  AB  et  A'B  sont  parallèles, 
toute  droite  qui  rencontre  l'une  rencontre  l'autre. 

Soit  Y'Y  (fig.  6)  une  droite  qui  rencontre  AB  au  point  O  et 
qui  fait  avec  elle  l'angle  aigu  AOY.  Menons  au  point  O  la 
perpendiculaire  OX  sur  AB.  Cette  droite 
est  perpendiculaire  sur  A'B',  soit  Pleur 
point  de  rencontre.  L'angle  YOX  est 
le  complément  de  l'angle  aigu  AOY, 
donc  cet  angle  est  aigu. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  dé- 
montrer le  théorème  suivant: 

Théorème  V,  —  Toute  droite  perpen- 
diculaire à  un  côté  d'un  angle  aigu  ren- 
contre Vautre. 

Lemme  préliminaire. —  Soit  (fig.  7)  un  angle  aigu  ayant 
pour  côtés  les  demi-droites  OX  et  OY.  Sur  le  côté  OY  par 
exemple  prenons  un  segment  ON  de  longueur  l  et  soit 
NK  =  û?  la  distance  de  son  extrémité  N  au  côté  OX;  si  l'on 
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prend  sur  OY  des  segments  OM,  .OM',  etc.  de  même  origine 
O  et  de  longueurs 

2/ ,  3/ ,  M 

les  distances  MP,  M'P',  etc.  de  leurs  extrémités  au  côté  OX 
seront  respectivement 

2rf,  3rf.  W,  etc.,  elc. 

DémousiratioH.  —  Soit  OM  =  2  /;  prouvons  d'abord  que 
MPt^  2  d.  Pour  cela  menons  MD  perpendiculaire  sur  MP  et 
par  suite  parallèle  à  OX.  On  observe  que  dans  les  deux  trian- 
gles rectangles  MPO  et  NKO  les  angles  aigus  en  M  et  en  N 
ont  le  même  complément  :  Tangle  aigu  YOX  ;  donc  si  on  con- 
sidère les  deux  triangles  rectangles  MDN  et  NKO,  on  cons- 
tate qu'ils  ont  leurs  hypoténuses  égales,  MN  =  NO  =  /  et 

un  angle  aigu  égal  ;  donc  ces 
triangles  sont  égaux  et  Ton  a 
par  suite  MD  =  NK  :^  d.  Mais 
dans  le  rectangle  MKPD  on  a 
DP=  NK=r:rf;  doncMP=2rf. 
On  verrait  de  même  que  si 
0M'  =  3  /on  a  M'P' =  3  rf  et 
ainsi  de  suite.  De  sorte  que  si  un 
segment  OM  pris  sur  le  côté  OY 
croît  indéfiniment  il  en  sera  de  même  de  la  distance  de  son 
extrémité  M  à  l'autre  côté  de  Tangle  aigu.  Cela  posé  soit 
(tig.  8)  un  angle  aigu  YOX,  nous  allons  montrer  qu'une  per- 
pendiculaire quelconque  au  côté  OX  par  exemple  a  deux 
points  de  part  et  d'autre  du  côté  OY.  Menons  la  demi-droile 
OZ  perpendiculaire  sur  OX,  du  côté  de  OY.  L'angle  ZOY 
est  le  complément  de  l'angle  YOX,  c'est  donc  un  angle 
aigu. 

Prenons  sur  OY  un  segment  ON  =:  /  et  soit  NK  =  rf 
la  distance  de  son  extrémité  N  au  côté  OZ.  Sur  OX  prenons 
une  longueur  arbitraire  OP.  Nous  aurons  soit  OP  =  nd, 
soit  nd  <  OP  <  {n  +  1)  d,  n  désignant  un  nombre  entier. 
Dès  lors,  si  sur  OY  nous  prenons  un  segment  OM  égal  ou 
supérieur  à  [a  +  1  )  /,  ce  qui  est  toujours  possible,  quelque 


Fia.  8. 
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grand  que  soit  le  nombre  entier  /i,  la  distance  MQ  du  point 
M  au  côté  OZ  de  Tangle  aigu  ZOY  sera  égale  ou  supérieure 
à  {n  +  1)  d.  On  aura  par  suite  QM  >  OP.  Soit  sur  QM  un 
segment  QR  =  OP,  le  point  R  sera  entre  le  point  Q  et  le 
point  M.  Or  la  perpendiculaire  en  P  sur  OX  est  parallèle  à 
OZ  et,  comme  à  droite  de  OZ,  c'est  le  lieu  des  points  situés 
à  la  distance  PO  de  OZ,  elle  passe  par  le  point  R  situé  dans 
Tangle  ZOY.  Donc  : 

La  perpendiculaire  en  un  point  quelconque  P  au  côté  OX 
a  deux  points  P  et  R  de  part  et  d'autre  du  côté  OY  ;  donc 
cette  perpendiculaire  doit  rencontrer  OY.  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire.  —  Si  deux  droites  AB  et  A'B'  sont  parallèles, 
toute  droite  qui  rencontre  Tune  rencontre  l'autre. 

Démonstration.  —  Soit  Y'Y  (fig.  6)  une  droite  qui  rencon- 
tre AB  au  point  O,  il  faut  prouver  qu'elle  rencontre  sa  paral- 
lèle A'B'.  Pour  cela  menons  en  O  la  perpendiculaire  OX  sur 
A'B'.  Cette  droite  qui  est  aussi  perpendiculaire  sur  AB  fait 
avec  la  demi-droite  OY  un  angle  aigu  YOX  complémentaire 
de  Tangle  aigu  AOY.  Soit  P  le  point  de  rencontre  de  OX 
avec  A'B'  ;  la  droite  PA'  perpendiculaire  au  côté  OX  de  l'an- 
gle aigu  YOX  doit  rencontrer  le  côté  OY. 

Donc  la  droite  Y'Y  qui  rencontre  AB  en  O  doit  rencontrer 
sa  parallèle  A'B'.  C.  Q.  F.  D. 

Remarque.  —  L'angle  P  est  droit  et  l'angle  POY  est  aigu  ; 
leur  somme  est  donc  inférieure  à  deux  droits  ;  si  on  rem- 
place POY  par  son  supplément  POY'  on  aura  une  somme 
supérieure  à  deux  droits.  La  rencontre  aura  lieu  du  côté  de 
OP  où  cette  somme  est  inférieure  à  2  droits. 

On  ^ppeWe  sécante  une  droite  qui  rencontre  deux  droites 
parallèles. 


Angles  formés  par  deux  droites  parallèles  coupées 

PAR    UNE    sécante. 

Théorème  VI.  — Lorsque  deux  droites  parallèles  sont  cou- 
pées par  une  sécante  : 

1"  Deux  angles  correspondants  sont  égaux  ; 
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2**  Deux  angles  alternes-internes  sont  égaux; 

3**  Deux  angles  intérieurs  d'un  même  côté  de  la  sécante 
sont  supplémentaires. 

Démonstration,  —  Considérons  (fig.  9)  les  deux  parallèles 
AB  et  A'B'  coupées  en  C  et  G  par  la  sécante  SS'.  Nous  allons 

prouver  d'abord  que  les  angles  correspondants  SCB  et  SC'B' 
sont  égaux.  Pour  cela,  d'un  point  arbitraire  M  de  CS  menons 
MP  perpendiculaire  sur  AB  et  par  suite  sur  sa  parallèle  A'B' 
qu'elle  rencontre  en  P'.  Les  deux  triangles  rectangles  MPC, 
MP'C  ont  un  angle  aigu   commun  au  point  M.  Cet  angle  a 

pour  complément  d'une  part  SCB  et  d'autre  part  SC'B'  ;  donc 

ces  deux  angles  correspondants  sont 
égaux.  C.  Q.  F.  D. 

Les  deux  autres  parties  de  l'énoncé 
sont  des  conséquences  immédiates 
de  la  première. 

Théorème  VIL  —  Réciproquement: 
Deux    droites  coupées    par   une  sé- 
cante sont  parallèles  : 
1**  Si  deux  angles  correspondants  sont  égaux  ; 
2"  Si  deux  angles  alternes-internes  sont  égaux  ; 
\V^  Si  deux  angles  intérieurs  d'un  même  côté  de  la  sécante 
sont  supplémentaires. 

Démonstration, — Supposons  (fig.  13)  que  la  sécante  SS' 
rencontre  en  G  et  C  les  deux  droites  AB  et  A'B'  de  manière 
que  les  angles  correspondants  SCB  et  SC'B'  soient  égaux. 
D'un  point  M  de  CS  menons  MP'  perpendiculaire  sur  A'B' 
et  soit  P  son  point  de  rencontre  avec  AB.  Dans  le  triangle  rec- 
tangle MP'C  l'angle  en  M  a  pour  complément  l'angle  MC'B'. 

Or,  par  hypothèse  SCB  =  SC'B';  donc  dans  le  triangle  MPC 
la  somme  des  angles  aigus  en  M  et  en  C  vaut  un  droit  ;  donc 
l'angle  P  est  droit.  Donc  MP'  perpendiculaire  sur  A'B'  est 
aussi  perpendiculaire  sur  AB.  Il  en  résulte  que  les  droites 
AB  et  A'B'  perpendiculaires  sur  une  même  droite  sont  pa- 
rallèles. C.  Q.  F.  D. 

Les  deux  autres  réciproques  se  ramènent  à  la  première. 

Corollaire.  —  Si   deux   angles  ont  leurs  côtés   parallèles 
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deux  à  deux,  soit  de  même  sens,  soit  de  seps  contraires,  ces 
angles  sont  égaux. 

Si  deux  des  côtés  sont  parallèles  et  de  même  sens  et  les 
deux  autres  parallèles  de  sens  contraires,  les  deux  an- 
gles sont  supplémentaires. 

Enfin,  comme  autre  conséquence  on  démontre  que  : 
Si  deux  angles  ont  leurs  côtés  perpendiculaires  ils  sont 
égaux  s'ils  sont  de  même  nature,  et  ils  sont  supplémentaires 
quand  ils  sont  de  nature  différente. 

Translation  rectiligne  d'une  figure  plane.  Composition 

DE    DEUX    translations. 

6.  Parallélogramme.  —  Si  on  coupe  un  système  de  deux 
droites  parallèles  AB,  A'B',  par  deux  sécantes  parallèles  AA' 
et  BB',  on  forme  un  quadrilatère  dont  les  côtés  opposés  sont 
parallèles  2  à  2;  un  tel  quadrilatère  s'appelle  un  parallélo^ 
gramme. 

On  démontre  facilement  qu'une  diagonale  AB'  par  exemple 
la  partage  en  deux  triangles  égaux.  On  a  par  suite  : 
AB  =  A'B'  et  AA'  =  BB'.  Donc  : 

Dans  un  parallélogramme  les  côtés  opposés  sont  égaux 
2  à  2.  On  dit  habituellement:  Les  portions  de  deux  droites 
parallèles  comprises  entre  parallèles  sont  égales. 

On  voit  de  même  que  dans  un  parallélogramme  deux  an- 
gles opposés  sont  égaux  et  que  deux  angles  consécutifs  sont 
supplémentaires.  Enfin,  signalons  encore  la  propriété  sui- 
vante : 

Si  dans  un  quadrilatère  deux  côtés  sont  à  la  fois  égaux  et 
parallèles  la  figure  est  un  parallélogramme. 

Cela  posé,  reportons-nous  au  début  de  \dL  première  partie , 
Par  une  translation  rectiligne  de  direction  A  le  triangle 
MAB  a  passé  de  sa  première  position  a  une  2®  M' A'B'.  Si  on 
considère  les  côtés  AM   et  A'M'  on  constate  qu'ils  forment 

/\        /\ 
avec  la  sécante  A  deux  angles  correspondants  égaux  A'  =  A. 

Donc  AM  et  A'M'  sont  deux  droites  parallèles.  Il  en  est  de  même 

de  BM  et  de  B'M'.  D'ailleurs,  dans  le  déplacement  considéré, 


;^^^^ 

P^9i 

"m\      .'/•$»*  .^-^ 

"^J^   'r'''i''SS9^m 

^tw^aB 

-1     . 

•'•'r'ijj^B 

1\  ;''^H 

''^'••'  •i-^'^bI 

^''^^^H 

"  '  '  '^-''JSs 

■'■':?S 

•  -'•  % 

'   %i 

■  M 

•  ."'":* 

.'Il 

^  •  ■*""•? 

■   -^ 

'  V* 

M 

'■  -j 

■•?: 

■   M 

■  '  '  -..'^ 

^4 

'  rû 

■'^ 

■    _•-;•'' 

".  È 

'*'y- 

•■-i 

.'?« 

1 

Digitized  by 


Google 


380  V.     HIOUX 

le  sommet  M  est  resté  constamment  à  la  même  distance  MP 
de  la  droite  A  ;  il  a  donc  décrit  un  segment  de  droite  MM' 
parallèle  à  la  droite  A. 

On  voit  par  conséquent  que  le  quadrilatère  AA'M'M  est  un 
parallélogramme  ainsi  que  le  quadrilatère  BB'MM'. 

On  a  donc  AA'  =  MM'  et  de  même  BB'  =  MM'. 

Un  point  quelconque  de  la  figure  mobile,  non  situé  sur  la 
directrice  A  forme  avec  le  segment  AB  de  cette  droite  un 
triangle  invariable  analogue  au  triangle  MA B  ;  son  déplace- 
ment s'effectue  par  conséquent  dans  les  mêmes  conditions  que 
celui  du  point  M.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

7.  Théorème.  —  Dans  la  translation  rectiligne  d'une  figure 
plane  dans  son  plan  : 

1**  Les  divers  points  de  la  figure  mobile  décrivent  des 
droites  parallèles  à  la  directrice  A  de  la  translation  et  par 
suite  parallèles  entre  elles  ; 

2"  Quand  la  figure  a  été  amenée  d'une  première  position 
à  une  deuxième  ses  divers  points  ont  décrit  des  segments  de 
droites  de  même  longueur; 

3"  D'une  manière  générale  :  Deux  positions  quelconques 
d'un  segment  de  droite,  non  parallèle  à  la  directrice  A,  sont 
deux  (  ôtés  Opposés  d'un  parallélogramme. 

Corollaire.  —  Quand  deux  droites  D  et  D'  sont  parallèles 
on  peut  toujours  amener  l'une  d'elles  en  coïncidence  avec 
l'autre  par  une  translation  tout  à  fait  arbitraire. 

Démonstration.  —  En  effet  coupons  le  système  des  deux 
parallèles  par  deux  sécantes  parallèles  quelconques  AA'  et 
BB'  ;  nous  obtenons  un  parallélogramme  AA'B'B.  Faisons 
subir  à  la  droite  D  une  translation  égale  et  parallèle  à  AA'  ; 
le  segment  AB  se  déplacera  parallèlement  à  lui-môme  et 
comme  AA' =  BB'  les  points  A  et  B  viendront  simultané- 
ment coïncider,  le  premier  avec  A'  et  le  second  avec  B'; 
dès  lors,  la  droite  D  coïncidera  avec  sa  parallèle  D'. 

G.  Q.  F.  D. 

Certains  auteurs  invoquent  cette  propriété  pour  définir 
le  parallélisme  de  deux  droites  ;  ils  utilisent  en  outre  la  com- 
position de  deux  translations  rectilignes,  propriété  par  la- 
quelle nous  allons  terminer  cette  étude. 
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8.  Composition  de  deux  translations  regtiugnes 

DE    directions    DIFFÉRENTES. 

Par  une  translation  parallèle  à  la  direction  A  et  de  gran- 
deur AA'  un  segment  de  droite  AB  de  la  figure  mobile  est 
venu  en  A'B',  ce  qui  donne  le  parallélogramme  AA'B'B.  Par 
une  autre  translation  de  directrice  A'  égale  à  A' A"  le  seg- 
ment de  droite  A'B'  est  venu  en  A^B" 
et  on  a  le  parallélogramme  A'A'^B^B'. 

Or  on  sait  que    A^B"  est  égal  et  pa- 
rallèle  à    AB,    donc  la    figure    AA"  B"  B 
est  également    un    parallélogramme.   On 
pourra    par    conséquent    par    une    trans-       '^  \    "    .A    j 
lation    unique   égale  et   parallèle   à  AA"  \/       X- 

amener    le     serment    de  droite   AB    sur 
A'B'.  "'"■''■ 

Or  le  déplacement  du  segment  AB  entraîne  celui  des  di- 
vers points  de  la  figure  et  on  peut  observer  que  :  La  transla- 
tion unique  AA"  est  la  diagonale  du  parallélogramme 
AA' A" l  dont  les  côtés  AA'  et  AI  représentent  les  directions 
et  les  grandeurs  des   translations   rectilignes  composantes. 

V.  Hioux  (Paris). 


SUR  LES  CONGRUENCES  DU  TROISIEME  DEGRE" 


Dans  le  chapitre  IX  de  son  Etude  des  fonctions  arithmé- 
tiques M.  Arnoux  établit,  à  Taide  de  sa  méthode  graphique, 
les  propriétés  caractéristiques  des  congruences  du  troisième 
degré.  Ces  propriétés  ne  sont  pas  nouvelles,  mais  je  les  crois 
peu  connues  ;  et  il  ne  serait  peut-être  pas  inutile  de  rappeler 
qu'elles  se  déduisent  très  simplement  d'un  théorème  impor- 


^  A  propos  du  livra  de  M.  G.  Arnoux  :    «  Introduction  à  l'étude  des  fonctions  arithmé- 
tiques 1.  —  (Voir  Vanalyse  de  l'ouvrage  dans  le  précédent  n*,  p.  326-329.  Rèd.). 
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tant  de  M.  L.  Çtickelberger,  retrouvé  par  M.  Voronoï  et 
généralisé  par  M.  Hensel. 

Supposons  que  le  module  soit  un  nombre  premier /i  supé- 
rieur à  3. 

La  congruence  générale  du  3*  degré  se  ramène  alors  à  la 
forme 

(1)  .r*  H-  ftx  +  û  =  0     (mod.  p\  , 

a  eib  étant  deux  nombres  entiers. 
M.  Arnoux  pose 

^=4+27- 

Voici  alors  comment  s'énoncent  les  propriétés  retrouvées 
par  M.  Arnoux  : 

(le""  cas)  p  est  de  la  forme  3X-  —  1  . 

Si  R  =  0,  la  congruence  (1).  a  trois  racines  réelles  dont 
deux  égales. 

Si  R  est  un  résidu  quadratique,  il  y  a  une  seule  racine 
réelle. 

Si  R  est  un  non-résidu,  le  nombre  des  racines  réelles  est 
égal  tantôt  à  trois  et  tantôt  à  zéro. 

(2™e  cas)  p  est  de  la  forme  3^  -^-  1  . 

Si  R  =  0,  la  congruence  a  encore  trois  racines  réelles, 
dont  deux  égales. 

Si  R  est  un  résidu  quadratique,  le  nombre  des  racines 
réelles  est  égal  tantôt  à  trois  et  tantôt  à  zéro. 

Si  R  est  un  non-résidu,  il  y  a  une  seule  racine  réelle. 

On  voit  que  les  fonctions  R  se  comportent  d'une  manière 
inverse,  suivant  qu'on  aj!>  =  —  lou/?  =  l  (mod.  3).  Mais  la 
différence  dans  les  énoncés  ne  tient  pas  à  la  nature  des 
choses  :  elle  disparaît,  si  à  la  place  de  R  on  introduit  le  dis- 
criminant de  Téquation.  Soit  D  ce  discriminant.  On  a 

D  =  —  4M  —  2;a2  , 

d'où 

D  =  —  3  .  6«R  . 
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Or  —  3  est  un  non-résidu  pour  les  nombres  p  de  la  forme 
3  A:  —  1  et  un  résidu  pour  les  nombres/;  de  la  forme  3  /c  +  1. 

On  aura  donc  dans  les  deux  cas  : 

Si  D  =  0,  la  congruence  (1)  a  trois  racines  réelles,  dont 
deux  égales. 

Si  D  est  un  résidu  quadratique,  le  nombre  des  racines 
réelles  est  égal  à  3  ou  à  0. 

Si  D  est  un  non-résidu,  il  y  a  une  seule  racine  réelle. 

La  première  de  ces  trois  propriétés  se  démontre  immé- 
diatement. En  effet,  lorsque  D  =  0,  la  congruence  (1)  admet 

13  û     ^         3a     ^    1  . ,         j 

es  racines  J7i  =  —  57  et  .r»  =  -r-  et  la  première  de  ces  ra- 
cines est  double. 

Je  supposerai  donc  que  D  n'est  pas  divisible  par/?. 
Voici  maintenant  en  quoi  consiste  le  théorème  de  Stickel- 
berger-Voronoï.  Soit 

f(x\  =  0     (mod.  p) 

une  congruence  d'un  degré  quelconque  n.  Soient  D  son  dis- 
criminant, V  le  nombre  des  facteurs  irréductibles  de  /*  (.r) 
(mod.  p).  Je  supposerai  p  >  2.  On  a  alors 

(~ j  étant  le  symbole  de  Legendre. 

Or  dans  le  cas  d'une  congruence  du  3®  degré,  /i  =  3.  Si 
donc  D  est  un  résidu,  l'exposant  3  — v  est  pair,  par  con- 
séquent V  =  'i  ou  1  ;  dans  le  premier  cas  le  nombre  des 
racines  réelles  est  égal  à  trois,  dans  le  second  à  zéro.  Si  au 
contraire  D  est  un  non-résidu,  3  —  v  est  impair,  d'où  t^=  2, 
et  par  conséquent  le  nombre  des  racines  réelles  est  égal  à  1. 

Je  tiens  à  ajouter  que  ces  résultats  avaient  été  établis 
d'une  manière  différente  par  M.  Voronoï  dans  une  thèse 
publiée  en  1894  (v.  Verhandlungen  des  III.  intern.  math. 
Kongr.,  p,  189). 

Une  question  se  pose  :  Quelle  est  la  valeur  de  v  dans  le 
cas  où  lediscrim.  D  est  un  résidu  quadratique?  Est-elle  égale  à 
1  ou  à  3  ?  Une  difficulté  analogue  se  présente  dans  le  cas  d'une 
congruence  du  4*  degré.  Pour  trouver  la  valeur  de  c^,  on  pour- 
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rail  se  servir  d'une  propriété  des  congruences  irréductibles 
que  je  voudrais  rappeler. 

Soient  /'(.r)=  0  (mod  p)  une  congruence  irréductible  de  de- 
gré n  et  x^  l'une  de  ses  racines  (imaginaires)  *.  Les  h  racines 
de  la  congruence  sont  alors  .r^ ,  .r^  =  ^,  j;^  =  .rj^ ,  . . .  ,  x 


=  •^0 


n— 1 
P 


Il  en  résulte  immédiatement  que  toute  fonction  cyclique 
entière  et  à  coefficients  entiers  de  ces  racines  est  congrue  à 
un  nombre  entier  (mod.  /?),  pourvu  que  les  substitutions 
cycliques  correspondantes  soient  des  puissances  quelconques 
de  [xoXiX%  . . .  x^x)  . 

Soit  maintenant  /i  =  3  et  posons  D  =  d^.  Considérons  la 
fonction 

M  =  (j:-o  4-  «^1  H-  a'jfîl*  y 

a  étant  une  racine  9^  1  de  z* —  i  =  o  (mod.  p).  Supposons 
d'abord  que /?  =  1  (mod.  3);  «  est  alors  ua  nombre  entier, 
M  une  fonction  cyclique  à  coefficients  entiers  ;  si  donc  if  =  i, 
M  est  congrue  à  un  nombre  entier  ;  si  (^  =  3,  la  somme 
Xo  -h  aXi  +  a^xz  est  un  entier  et  M  est  un  résidu  cubique. 
Et  Ton  retombe  sur  le  critérium  de  M.  Arnoux  :  c;  =  3,  si 
le  nombre  M  ou 

I  [-  9a  +  (a  -  a>)  rfj      ou      |  [-  9û  +  l/=^  •  rf] 

est  un  résidu  cubique  (mod.  p). 

Supposons  maintenant  que  /?  =  —  1  (mod.  3).  M  est  une 
fonction  cyclique  dans  le  domaine  [V/ —  3] .  Pour  que  v  =  3y 
il  faut  qu'on  ait 

3 

M  =1     (mod.  p)  . 

Ces  résultats  peuvent  du  reste  être  établis  d'une  manière 
directe  (comp.  l'ouvrage  de  M.  Arnoux). 

Dans  le  cas  d'une  congruence  du  4®  degré  on  pourrait  se 
servir  de  la  fonction  cyclique  (^0  —  Xi  +  xt  —  xt)^. 

D.  MiRiMANOFF  (Genève). 


^  On  peut  supposer  par  exemple  que  x^  est  une  des  racines  de  Téqualion  f{x]=sO  . 
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SUR  UN  THÉORÈME  DE  M.  HAMEL 


1.  —  M.  Hamel  a  démontré  le  théorème  suivant  dans  les 
Mathemalische  Annalen  (Vol.  60,  1905  :  «  Ueber  eine  Basis 
aller  Zahlen  und  die  unstetigen  Lôsungen  der  Funktional- 
gleichung  f[x  +  y)  =  f[x)  +  f{y)  »  : 

ft  II  existe  une  base  de  tous  les  nombres,  c'est-à-dire,  il 
existe  un  ensemble  de  nombres  «,  ô,  c,  ...  tels  que  tout 
nombre  x  peut  être  représenté  univoquement  par  une  ex- 
pression de  la  forme 

wC  =  «û  -}-  p/>  -f-  yr  4-  •••  • 

OÙ  les  coefficients  a,/3,  y  ...,  qui  ne  sont  pas  nuls,  sont  ration- 
nels et  en  nombre  fini  ». 

Il  est  bien  aisé  de  déduire  du  théorème  énoncé  l'existence 
d'infinies  solutions  discontinues  de  Téquation  fonctionnelle 

f{x  +  r)  =  f(x)  H-  f{y)  , 

dont  toule  fonction  de  la  forme 

f(x]  =  «/-(a)  -f  Pf[h)  -f  7/-(c) 

est  solution,  les  valeurs  de  la  fonction  f[x)  correspondant  aux 
membres  de  la  base  étant  supposées  arbitrairement  choisies. 

Mais  il  est  aisé  d'en  déduire  aussi  la  possibilité  de  la  dé- 
composition de  tout  nombre  x  du  continu  en  un  produit 
d'un  nombre  fini  de  puissances  rationnelles  d'autres  nom- 
bres formant  un  ensemble  numérable.  Nous  nous  piopo- 
sons  de  définir  cet  ensemble  en  nous  appuyant  de  considé- 
rations analogues  à  celles  qui  ont  conduit  au  premier,  et  in- 
dépendamment de  celui-ci. 

«  Il  existe  un  ensemble  de  nombres  w,  n^  /?,  ...  tels  <|ue 
tout  nombre  x  du  continu  peut  être  représenté  univoque- 
ment sous  la  forme 


/>^...  i2) 


L'Enseig^nement  mathém.,  9*  année  ;  1907. 
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OÙ  les  exposants  |:a,v,7:...  différents  de  zéro  sont  rationnels 
et  en  nombre  fini.  » 

Les  considérations  suivantes  se  fondent  sur  le  théorème 
de  Zermelo,  affirmant  la  possibilité  de  bien  ordonner  un 
ensemble  quelconque  {Mathem.  Annalen^  vol.  58).  On  sait 
que  pour  qu'un  ensemble  soit  dit  bien  ordonné  (ou  série 
bien  ordonnée)  il  faut  et  il  suffit  : 

Qu'il  existe  un  premier  élément  de  l'ensemble  ; 

Qu*il  existe  un  premier  élément  de  tout  ensemble  dont 
tous  les  éléments  sont  éléments  de  l'ensemble  considéré. 

Nous  disons  que  les  nombres  a,  A,  c...  sont  nombres  de  la 
base  1,  et  les  nombres  m,  n^p^  ...  nombres  de  la  base  II. 

2.  —  Soit,  par  rapport  à  un  bon  ordre  déterminé  du  con- 
tinu, m  le  premier  élément  :  il  est  aussi  le  premier  des 
nombres  de  la  base  II.  Nous  supposons  éliminés  tous  les 
nombres  dont  la  forme  est  m^  (p.  rationnel  et  quelconque). 

Il  suit  de  rhypothèse  de  bon  ordre,  que  l'ensemble  des 
éléments  qui  ne  sont  pas  puissances  rationnelles  de  m  a  un 
premier  élément,  soit  n.  Cet  élément  est  le  second  des  nom- 
bres de  notre  base.  Nous  supposons  qu'on  élimine  à  pré- 
sent tous  les  nombres  qui  se  laissent  décomposer  dans  le 
produit  d'une  puissance  rationnelle  de  m  et  d'une  puissance 
rationnelle  de  n  :  le  premier  des  éléments  de  Tensemble  ré- 
sidu, par  hypothèse  le  nombre/?,  est  le  troisième  des  nom- 
bres de  la  base  II.  Et  ainsi  de  suite. 

Supposons  que  X  soit  l'ensemble  des  nombres  qui,  dans 
le  bon  ordre  considéré,  précèdent  .r. 

Nous  disons  que  x  appartient  à  la  base,  s'il  n'est  pas  pos- 
sible de  poser 

X  =  m^* .  «* t^ 

où  w,  /î,  ...  /*,  sont  en  nombre  fini  et  appartenant  à  X,  et 
fx,  V,  ...  ,  p  rationnels. 

On  déduit  de  cette  définition  que,  si  w,  «, ...  r  appartien- 
nent à  la  base,  on  ne  peut  avoir 


r^=\ 


18» 
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car  autrement  il  serait  possible  de  poser 

r  =  m*^   .  n     

(jt',  v', ...  ralionneis.  Et  il  suit  de  Timpossibilité  de  (3)  que, 
si  une  décomposition  de  la  forme  (2)  est  possible,  elle  Test 
d'une  seule  manière.  Car  on  aurait 


m 


'*=f*  ./i^-v/-^ =  1 


Mais  il  est  aussi  évident  que  tout  nombre  du  continu,  qui 
fie  peut  être  décomposé  dans  le  produit  d'un  nombre  fini 
de  puissances  rationnelles  d'éléments  de  la  base,  appartient 
à  celle-ci. 

Supposons  en  effet  que  Y'  soit  Tensemble  des  nombres,  qui 
n'appartiennent  pas  à  la  base  et  n'admettent  pas  une  décom- 
position de  la  forme  (2),  et  supposons  que  y  soit  le  premier 
élément  de  Y'.  On  a  de  la  précédente  définition  l'apparte- 
nance de  y  à  la  base  :  Y'  n'aurait  donc  de  premier  élément, 
ce  qui  serait  contraire  au  théorème  de  Zermelo. 

La  proposition  énoncée  est  ainsi  démontrée  dans  sa  tota- 
lité. 

Ugo  Broggi  (Rome). 


SUR  LA  POLARITÉ  DANS  LES  COMPLEXES  DU  SECOND 
DEGRÉ  (ORDRE  ET  CLASSE) 


Cette  note  est  basée  sur  la  propriété  des  droites  d'un 
complexe  du  second  degré  (ordre  et  classe)  appartenant  à  un 
plan  TT,  d'envelopper  une  courbe  de  la  seconde  classe. 

1.  —  Soit  $  un  complexe  de  second  degré  donné.  Un  plan  jr 
passant  par  un  point  donné  P  rencontre  le  complexe  $  sui- 
vant une  conique,  la  polaire  de  P  par  rapport  à  cette  conique 
est  une  droite  /?.  Lorsque  le  plan  tt  décrit  la  gerbe  de  som- 
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met  P,  la  droite  p  décrit  une  congruence.  Cette  congriience 
est  linéaire,  car  dans  chaque  plan  ttî!  ne  peut  y  avoir  qu'une 
droite/?. 

2.  —  Soit  d  une  droite  fixe  de  l'espace.  Le  pôle  de  la  droite 
d  par  rapport  à  la  conique  du  complexe  0  située  dans  un 
plan  TT  passant  par  d^  est  un  point  D.  Lorsque  le  plan  tt  décrit 
le  faisceau  d'axe  rf,  le  point  D  parcourt  une  courbe  du  5* 
ordre  coupant  4  fois  d, 

3.  —  Soit  Cn  une  courbe  gauche  d'ordre  n.  Un  plan  tt  de 
l'espace  rencontre  cette  courbe  en  n  points.  Les  polaires  de 
ces  n  points  par  rapport  à  la  courbe  du  complexe  du  plan  -n 
sont  n  droites.  Comme  dans  un  plan  tt  quelconque,  il  ne  peut 
y  avoir  au  maximum  que  n  droites  qui  sont  les  polaires  de 
points  de  c„,  le  lieu  de  ces  droites  est  une  congruence  de 
l'ordre  et  de  la  classe  n. 

A  une  droite  donnée,  on  peut  donc  encore  faire  correspon- 
dre une  congruence  linéaire. 

Ce  paragraphe  fait  entrevoir  une  question  intéressante  : 
Trouver  le  lieu  d'une  cubique  gauche  telle  que  sa  polaire 
soit  formée  par  ses  bisécantes. 

4.  —  Soit  S«  une  surface  du  /i***"'  ordre.  Un  plan  tt  la  ren- 
contre suivant  une  courbe  d'ordre  /*.  Les  droites  polaires 
des  points  de  cette  courbe  par  rapport  à  la  conique  du  com- 
plexe $  du  plan  TT  enveloppent  une  courbe  de  n**""  classe. 
On  peut  donc  dire  que  la  figure  polaire  d'une  surface  d'ordre 
n  est  un  complexe  de  degré  n, 

5.  —  Inversement,  à  une  complexe  Gn  d'ordre  «,  corres- 
pond une  surface  S,»  d'ordre  n.  On  peut  aussi  lui  faire  cor- 
respondre un  autre  complexe  formé  par  les  tangentes  à  la 
surface  S«.  Ce  complexe  sera  généralement  d'un  ordre  su- 
périeur à  n. 

Pour  II  =  2,  on  obtient  une  correspondance  entre  les  com- 
plexes du  second  ordre. 

Ces  questions  peuvent  être  étendues  à  des  complexes 
d'ordre  plus  élevé. 

L.  GoDEAUx  (Mons). 
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A    PROPOS 

DE  L'ENQUÊTE  SUR  LA  MÉTHODE  DE  TRAVAIL 

DES  MATHÉMATICIENS 


Réflexions  sur  les  réponses*  aux  questions  11, 12  et  13 
par  V.  BoBYNiN  (Moscou). 

Les  questions  11,  12  et  13  peuvent  être  rattachées  aux 
questions  4  et  5,  puisque,  comme  ces  dernières,  elles  four- 
nissent Fopinion  des  mathématiciens  sur  l'importance  de  la 
lecture  dans  le  domaine  de  l'investigation  mathématique. 
Effectivement  elles  se  trouvent  dans  un  rapport  étroit 
avec  les  questions  déjà  citées  dans  notre  dernier  article*, 
concernant  la  négligence  dans  l'enseignement  de  la  lecture 
des  œuvres  mathématiques. 

Et,  comme  il  a  déjà  été  dit,  cette  négligence  de  la  lecture  , 
dans  l'enseignement  se  traduit  au  commencement  en  une 
sorte  de  protestation  inconsciente  et  avec  le  temps  elle  dégé- 
nère chez  beaucoup  de  mathématiciens  en  une  négation  cons- 
ciente de  l'importance  de  la  lecture.  Leur  opinion  est  si  arrê- 
tée qu'on  ne  peut  pas  la  vaincre  môme  avec  cette  vérité,  claire 
a  priorij  qui  dit  que  sans  lecture  il  est  facile  de  refaire 
'les  recherches  déjà  faites.  Les  représentants  de  cette  idée 
que  la  lecture  est  moins  utile  que  les  investigations  person- 
nelles s'excusent  devant  la  science  et  l'humanité,  par  la  rai- 
son que  si  la  recherche  de  ce  qu'on  a  déjà  trouvé  apparaît 
comme  une  véritable  perte  de  temps,  c'est  quand  môme  un 
profit  pour  l'investigateur  lui-même. 

Sur    les  36   réponses  à    la   question  11®  il  y  en  a  6  qui 


*  Voir  V Enseignement  Mathmatique,  8»  année,  n«  6,  p.  467-475. 

■  y  OIT  V  Enseignement  Mathématiquet  9«  année,  p.  135-141. 

'  Question  i  t.  D'une  manière  générale  quelle  est  la  part  d'importance  que  voua  attribuez 
aux  lectures  en  matière  de  reciiorches  mathématiques  ?  Quels  conseils  donneriez-vous  à  ce 
sujet  à  an  jeune  mathématicien  pourvu  de  rinstniction  classique  habituelle  ? 
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nient  complètement  l'importance  de  ia  lecture.  Cette  néga- 
tion est  très  prononcée  dans  les  deux  réponses  suivantes  : 

((  L'érudition  me  paraît  une  cause  de  Timpuissance  ;  les  belles 
découvertes  sont  dues  à  des  mathématiciens  qui  s'occupaient  fort 
peu  de  ce  que  les  autres  avaient  trouvé.  »  (Rép.  XXVIl,  Weill). 

((  La  méthode  que  je  conseillerai  à  un  jeune  mathématicien, 
celle  que  je  crois  féconde  pour  trouver  des  choses  originales, 
c'est  de  laisser  germer  en  lui  une  pensée  mathématique,  de  ne 
toucher  aux  livres  qui  peuvent  le  renseigner  sur  les  travaux  pré- 
cédemment faits  dans  le  voisinage  de  cette  pensée,  que  le  jour  où 
il  se  sentira  impuissant  à  avancer  plus  loin.  Je  ne  parle  que  du 
mathématicien  jeune  et  désintéressé  n'ayant  pas  à  donner  à  ses 
recherches  un  but  précis.  Mais  pour  certains  travaux^  pour  ceux 
qui  correspondent  particulièrement  aux  thèses  de  doctorat  et  en 
général  aux  travaux  d'érudition  et  d'histoire  mathématique,  il 
est  naturel  de  réunir  d'abord,  sur  une  fiche,  tous  les  renseigne- 
ments que  l'on  pourra  découvrir  sur  le  travail  dont  le  plan  a  été 
arrêté.  »  (Rép.  LXXV,  G.  de  Longchamps). 

A  ces  deux  réponses  on  peut  encore  joindre  la  réponse  de 
M.  Bryan,  aux  questions  12  et  13:  «  Je  n'ai  jamais  le  temps. 
Il  est  plus  facile  d'examiner  soi  même  une  question  que  de 
lire  ce  que  d'autres  ont  écrit  là-dessus.  » 

Cette  même  négation  apparaît  encore,  mais  sous  une 
forme  plus  ou  moins  nette,  dans  les  réponses  XIII,  XV,  XXI, 
LVIl,  LXXXi,  LXXXIV. 

Réponse  XIII  d'un  mathématicien  anglais: 

«  Je  conseille  à  un  jeune  mathématicien  de  s'arrêter  à  une 
de  ses  propres  idées  et  de  l'approfondir.  D'autres  idées  nais- 
sent avant  que  le  but  soit  atteint.  Il  importe  peu  s'il  cons- 
tate plus  tard  que  d'autres  ont  examiné  ces  questions  avant 
lui.  Il  est  fort  probable  qu'il  en  sera  ainsi  pour  ses  premières 
recherches.  En  Angleterre  nous  fournissons  aux  jeunes  gens 
trop  de  problèmes  et  d'idées  tandis  que  le  travail  personnel 
n'est  pas  assez  développé,  Tétudiant  ne  se  trouve  pas  encou- 
ragé à  prendre  confiance  en  lui-même. 

Réponse  XV  d'un  mathématicien  allemand  : 

«  Ce  n'est  qu'une  fois  que  je  crois  avoir  trouvé  quelque 
chose  de  nouveau  que  j'examine  la  question  dans  les  ou- 
vrages et  les  périodiques  en  vue  de  comparer  mes  résultats 
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à  ceux  obtenus  par  d'autres.  D'après  mon  expérience  per- 
sonnelle, je  conseille  aux  jeunes  mathématiciens  qui  auraient 
la  lendance  à  s'isoler  de  se  charger  de  rapports  sur  le  déve- 
loppement de  tel  point  ou  de  monographies  afin  d'avoir  à 
étudier  ce  qu'ont  fait  les  autres.  On  peut  aussi  réagir  contre 
l'isolement  par  des  entreliens  ou  la  correspondance  avec  des 
collègues  s'occupant  des  mêmes  questions  et  en  fréquen- 
tant les  réunions  et  congrès  de  mathématiciens.  » 

Réponse  XXI.  L.  Boltzmann  :  «  Je  n'ai  qu'un  conseil  à 
donner  aux  jeunes  mathématiciens  :  ayez  du  génie.  » 

Réponse  LXXXI  d'un  mathématicien  hollandais,  J.  Vaes  : 
«  Il  vaut  mieux  développer  un  sujet  d'abord  soi-même  ; 
cela  exige  beaucoup  de  temps,  mais  c'est  fructueux.  Celui 
qui  commence  à  lire  tout  ce  qui  a  été  écrit  sur  une  (|ues- 
tion  court  le  danger  de  ne  jamais  commencer  ses  propres 
inventions.  » 

A  ces  réponses  il  faut  ajouter  le  2  suivantes  : 
La  réponse  LVII  d'un  mathématicien  des  Etats-Unis  E.  P. 
Thompson  :  «  Ceux  qui  se  sont  tracés  leur  propre  direction 
semblent  témoigner  de  plus  d'originalité  que  ceux  qui  sont 
élèves  d'autres.  » 

Réponse  LXXXIV  d'un  mathématicien  suisse  G.  Oltha- 
MARE  :  «  Je  préfère  ne  pas  m'assimiler  les  idées  des  au- 
tres. » 


Quelques  auteurs  trouvent  que  la  lecture  ne  contribue  en 
rien  aux  investigations  personnelles,  mais  qu'elle  évite  pour- 
tant la  répétition  de  vérités  déjà  trouvées.  Considérant  la 
lecture  comme  un  mal  inévitable,  ils  estiment  qu'on  doit  la 
limiter  autant  que  possible  au  strict  nécessaire. 

Les  uns  conseillent  de  consacrer  peu  de  temps  à  la  lecture 
(Rép.  XI,  LV). 

D'autres,  conseillent  de  ne  pas  pénétrer  dans  les  détails 
(Rép.  LXXVI,  LVIII).  La  réponse  XXXVI  engage  à  lire  au- 
tant qu'il  est  nécessaire  pour  pouvoir  s'orienter  dans  Tobjet 
de  ses  recherches. 

Quelques  réponses  demandent  que  l'on  soumette  la  lecture 
au  tempérament  et  aux  goûts. 
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Un  mathématicien  français  (Rép.  IX)  écrit  : 
«  L^importance  des  lectures  varie,  je  crois,  avec  les  tempéra- 
ments. Ceux  qui  lisent  facilement  ont  tout  avantage  à  commencer 
par  là;  il  est  plus  attrayant  de  penser  d'abord  et  de  ne  lire  que 
quand  on  est  à  court  d'idées  pour  se  donner  un  nouvel  élan.  Je 
m'abstiens  de  tout  conseil.  Le  travail  scientifique  doit  être  un 
plaisir.  Chacun  prend  son  plaisir  où  il  le  trouve.  » 

Un  autre  mathématicien  français,  M.  C.  A.  Laisant  dit  : 
«  Récapitulez  bien  vos  connaissances  classiques  ;  complétez-les 
par  la  lecture  des  maîtres.  Mais  ne  poursuivez  vos  lectures  qu'au- 
tant qu'elles  vous  intéressent  ;  ne  vous  acharnez  pas  ;  et  surtout, 
obéissez  à  vos  goûts,  et  à  votre  tempérament.  Si  une  idée  person- 
nelle heureuse  vous  vient,  suivez-là  sur  l'heure,  faudrait-il  pour 
cela  interrompre  vos  lectures.  »  (Rép.  XXÏII). 

Les  réponses  XXXVI,  XLVI  et  LU  conseillent  de  limiter 
la  lecture  à  la  connaissance  des  nouveautés  dans  les  sciences 
mathématiques. 

Plusieurs  mathématiciens  estiment  qu'on  doit  se  limiter  à 
la  lecture  de  certains  traités  classiques  (Rép.  XXXIII),  de 
mémoires  originaux  (Rép.  XXXV,  XXXVI)  ou  des  chefs- 
d'œuvres  de  la  littérature  mathématique  (I,L.). 

Le  troisième  groupe  des  réponses  sur  la  question  11  com- 
prend les  auteurs  qui  affirment  l'absolue  nécessité  de  lire 
les  œuvres  mathématiques  dans  le  but  des  recherches.  Ces 
derniers  point  de  vue  se  présentent  tout  à  fait  clairement 
dans  les  réponses  V,  VI,  VII,  XVIU,  XX,  XXV,  XXVI, 
LXIX,  LXXXIV.  En  voici  quelques  extraits  : 

«  J'attribue  à  la  lecture  une  grande  influence  sur  les  travaux 
personnels.  Il  me  paraît  donc  important  que  dans  les  séminaires 
on  engage  tout  particulièrement  les  étudiants  à  la  lecture  des  au- 
teurs classiques  dans  le  domaine  des  mathématiques.  »  (Rép.  VI, 
Allemagne). 

«  Je  ne  me  place  qu'au  point  de  vue  de  l'histoire;  je  dirai:  Tout 
lire,  chaque  ouvrage  vous  apprend  quelque  chose.  »  (Rép.  Vil, 
Moritz  Cantor). 

«  La  lecture  en  matière  de  recherches  mathématiques  est  cer- 
tainement très  importante.  Elle  fournit  des  idées  nouvelles  et 
suscite  l'invention.  »        [Rép.  XVIll  d'un  mathématicien  italien.) 
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Réponse  XX  d'un  mathématicien  français  : 

«  Je  tiens  pour  très  important  d'avoir  lu  les  ouvrages  mathé- 
matiques. Le  souvenir  qu'une  question  a  été  traitée  dans  tel  ou 
tel  ouvrage  est  extrêmement  important  à  fixer.  » 

Réponse  XXV  d'un  mathématicien  hollandais  H.  de  Yries  : 

«  Les  lectures  sont  importantes,  parce  qu'elles  donnent  des 
points  de  vue  nouveaux  qu'on  ne  trouverait  peut  être  pas  soi- 
même.» 

Réponse  XXVI  du  mathématicien  français  J.  Richard  : 

((  L'importance  des  lectures  est  énorme  ;  mais  il  faut  donner 
la  préférence  aux  traités,  car  les  mémoires  sont  souvent  difficiles 
à  comprendre,  l'auteur  supposant  connus  beaucoup  de  choses 
qu'ont  peut  ignorer.  » 

Réponse  LXIX  d'un  mathématicien  italien  : 

«  J'attache  une  très  grande  importance  aux  lectures  :  c'est  par 
les  lectures  qu'on  apprend  de  nouvelles  méthodes  de  recherches.  » 

Réponse  LXXXIV  d'un  mathématicien  suisse  M.  G.  Oltra.mare  : 

«  Les  lectures  sont  très  importantes,  elles  donnent  des  idées. 
11  est  donc  nécessaire  de  lire  beaucoup  et  de  causer  avec  les  gens 
instruits.  » 

D'autres  réponses  s'expriment  sons  une  forme  moins  ca- 
tégorique. Elle  mériteraient  aussi  d^être  reproduites.  Fanle 
de  place  nous  nous  bornerons  à  renvoyer  les  lecteurs  aux 
pages  467  à  475  du  t.  VIII  de  cette  Revue,  Voir  les  réponses 
XIl,  XXXII,  XLIV,  XLV,  XLIX. 

L'utilité  de  la  lecture  est  affirmée  nettement  par  6  répon- 
ses et  moins  clairement  par  5  autres.  Ce  petit  nombre  de 
réponses  conseillant  la  lecture  nous  invite  à  approfondir  leur 
cause.  Nous  avons  déjà  insisté  sur  le  fait  que  cela  provient 
tout  d'abord  de  la  négligence  dans  l'enseignement.  Mais 
d'autres  causes  encore  sont  possibles.  L'utilité  de  la  lecture 
pour  les  recherches  mathématiques  ne  peut  laisser  de  doute. 
Il  est  tout  à  fait  clair  que  pour  l'aire  progresser  la  science 
avec  sûreté,  sans  répéter  les  choses  déjà  faites,  il  faut  (>tre 
au  niveau  de  l'état  actuel  de  la  science.  Mais  pour  cela  il 
faut  beaucoup  lire  même  en  réduisant  le  temps  des  recher- 
ches. Si  Ton  envisage  le  développement  actuel  que  prend  la 
littérature  mathématique,  il  est  même  douteux  qu'il  reste 
du  temps  pour  les  recherches. 
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Les  plus  ardents  préooniseurs  de  la  lecture  ne  peuvent 
nier  la  vérité  de  tels  raisonnements.  Quelques-uns  d'entre 
eux  peuvent  chanceler  dans  leurs  opinions  sur  la  lecture,  et 
les  autres  peuvent  commencer  à  la  restreindre. 

Dans  la  vie  scientifique  cette  situation  a  provoqué  les 
moyens  de  Técarter.  Cela  a  donné  lieux  à  des  publications 
bibliographiques  fournissant  un  compte  rendu  des  nouvelles 
œuvres  de  la  littérature  mathématique.  Elles  ont  précisé- 
ment été  rappelées  par  la  Rédaction  en  tête  de  l'étude  des 
questions  11  à  13.  Malgré  toute  l'importance  de  ces  publi- 
cations ce  moyen  est  un  palliatif;  du  reste,  aucun  des  au- 
teurs des  réponses  ne  le  cite. 

Vn  moyen  radical  qui  consiste  à  amener  la  lecture  au 
strict  minimum  sans  nuire  à  son  but  peut  seul  fournir  This- 
toite  des  mathématiques,  si  elle  veut  atteindre  le  but  prin- 
ci|)al  qu'on  lui  assigne  :  guider  les  travaux  des  investiga- 
teurs. Pour  cela,  elle  doit  fournir  aux  savants  la  possibilité. 
dVtre  au  courant  de  la  littérature  scientifique  sans  avoir  be- 
soin de  l'approfondir  et  les  garantir  contre  les  questions  déjà 
résolues  ou  contre  celles  dont  il  est  encore  trop  tôt  de  s'oc- 
cuper. Il  n'y  a  que  la  réponse  L.  de  E.  W.  Davis  qui  attire 
Taltention  sur  l'importance  de  l'histoire  des  mathématiques 
et  cela  montre  combien  cette  importance  est  peu  répandue 
chez  les  mathématiciens.  E.  W.  Davis  conseille,  quoique 
vaguement,  de  réunir  Tétude  de  Thistoire  à  la  lecture  des 
a  livres  mathématiques.  Il  sent  plutôt  cette  importance  qu'il 
ne  la  reconnaît.  Enfin,  ce  qui  est  encore  le  plus  impor- 
taiït,  c'est  que  l'historien  bien  connu  M.  Moritz  Cantor 
(réponse  VII)  ne  dit  rien  à  ce  propos. 

Après  l'aperçu  général  des  réponses  à  la  question  11,  il 
ne  reste  que  peu  à  dire  sur  les  réponses  aux  questions  12  et 
13  ^  Dans  la  réponse  I,  M.  Meray  se  prononce  négativement 
à    propos  de  la  question  12.  Il  dit  :  «  Ça    été   trop   peu    ma 


*  12—  Avant  d*ontamer  un  travail,  cherchez-vous  tout  d'abord  à  vous  assimiler  les  tra» 
vaux  qui  ont  été  produits  sur  le  même  sujet. 

i:^  ~  Préférez-vous  au  contraire  laisser  à  votre  esprit  son  entière  liberté,  sauf  à  vérifier 
ensuite  par  des  lectures  sur  le  sujet,  la  part  qui  vous  est  personnelle  dans  lef  résultats  que 
vous  avez  obtenus. 
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méthode.  »  Les  réponses  suivantes  tendent  à  restreindre  la 
lecture. 

«  II  serait  fatigant  et  inutile  d'étudier  tous  les  ouvrages  concer- 
nant un  certain  sujet.  H  suffît  de  savoir  que  son  propre  travail 
fournira  du  nouveau,  (tout  au  moins  au  point  de  vue  de  la  méthode)  » 
(Rép.  IV,  Zindlbr). 

«  Je  n'entreprends  en  général  ces  recherches  que  lorsque  je 
possède  déjà  quelques  résultats.  »  (Rép.  VI). 

«  Oui,  s'il  s'agit  de  travaux  d'une  certaine  étendue.  »  (Rép.  XXV, 
H.  TiB.  Vries). 

Voir  aussi  les  réponses  XXVI  et  XLV. 

Les  réponses  V,  XXII,  XXXIX,  XLVI,  ne  donnent  qu'une 
simple  affîrmation,  par  contre  les  X,  XV,  XX,  XXIII,  ne 
mettent  pas  en  pratique   la    méthode  de  ia  question  12. 

En  considérant  les  réponses  aux  questions  13,  il  faut 
mettre  au  premier  rang  celles  dont  les  auteurs  se  servent 
également  des  méthodes  de  la  12®  et  13*  question.  Parmi  ces 
réponses  se  trouvent  les  suivantes  ; 

«  Toujours  et  aussi  complètement  qu'il  m'est  possihle.  »  (Rép. 
XVIII). 

«  L'une  ou  l'autre  suivant  le  cas.  »  (Rép.  XXXII,  Lerch). 

«  Après  avoir  pendant  plusieurs  années  concentré  mon  atten- 
tion sur  plusieurs  hranches  des  mathématiques,  je  suis  arrivé  à 
distinguer  les  sujets  qui  ont  été  approfondis  de  ceux  qui  ne  l'ont 
pas  été.  Je  continue  alors  moi-même  les  travaux  sans  m'occuper 
de  la  bibliographie,  en  réservant  cette  partie  assez  ennuyeuse 
jusqu'au  moment  où  j'ai  obtenu  quelque  résultat.  »  Rép.  LV, 
L.  E.  Dickson.  » 

A  ce  même  groupe,  il  faut  ajouter  la  réponse  XXX,  d'un  ma- 
thématicien norvégien  M.  G.  Stôrmer,  qui,  à  propos  de  la 
question  12  dit  :  «  Seulement  avant  la  rédaction  définitive», 
et  à  propos  de  la  13®  question  :  «  Oui,  pendant  les  premières 
recherches.  » 

La  préférence  de  la  méthode  13  à  la  méthode  12  s'exprime 
dans  les  réponses  IV  et  XXIII.  D'autre  part  dans  la  réponse 
I,  M.  Ch.  Meray  dit  :  «  Je  l'ai  habituellement  préféré  et  j'ai 
le  travers  de  ne  pas  aimer  à  comparer  mes  travaux  à  ceux 
d'autrui.  » 
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Comme  conclusion  à  Texamen  des  réponses  aux  questions 
12  et  13,  il  reste  à  remarquer  que  trois  de  ces  réponses  IV, 
XXX,  XLIV  expriment  un  phénomène  remarquable  qui  a 
une  importante  signification  historique.  En  laissant  sans 
réponses  la  question  11,  ils  ont  montré  qu'ils  ne  se  sont 
jamais  arrêtés  sur  la  question  de  l'importance  de  la  lecUire 
pour  les  investis^ations  mathématiques.  Les  auteurs  de  ces 
questions  par  les  réponses  aux  questions  12  et  13  ont  montré 
en  même  temps  qu'en  réalité  ils  ont  suivi  les  routes  qui 
prouvent  l'importance  de  la  lecture.  De  sorte  que  dans  les 
procédés  de  leurs  investigations  ils  se  sont  guidés  non  pas 
par  leur  pensée  propre,  mais  par  l'indication  de  l'expérience 
qui  les  met  vis-à-vis  de  la  nécessité  d^entreprendre  telle  ou 
telle  action. 

L'habitude  de  se  rendre  compte  non  seulement  des  sujets 
accessoires  dans  le  procédé  de  l'investigation,  mais  même 
d*une  chose  aussi  importante  que  la  lecture  apparaît  à  beau- 
coup de  mathématiciens  comme  un  phénomène  étrange.  Tout 
le  procédé  du  travail  créateur  non  seulement  dans  la  partie 
qui  par  sa  nature  reste  inconsciente,  mais  aussi  dans  la 
partie  qui  peut  et  doit  être  consciente,  est  tout  à  fait  incon- 
nue pour  ces  mathématiciens.  Que  peuvent  dévoiler  de 
pareils  savants  à  l'histoire  des  sciences  sur  les  procédés  de 
leurs  découvertes?  Peut-on  les  croire  compétents  dans  de 
pareilles  questions  qui   les  touchent  de  si  près? 

Ce  jugement  qui  semble  être  si  sévère  n'a  pas  en  vue  de 
diminuer  le  mérite  des  investigateurs,  ce  qui  serait  mal  à 
propos,  mais  plutôt  de  montrer  que  Topinion  de  d'Alembert 
n'est  pas  conforme  à  la  réalité;  celte  opinion, qui  a  trouvé 
tant  d'adeptes,  croit  les  investigateurs  modernes  capables 
de  reproduire  les  méthodes  des  anciens  créateurs  de  la 
géométrie,  en  retrouvant  les  voies  de  leurs  investigations 
personnelles. 

(Traduction  de  M'*®  Byck.  Genève.) 
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Association  scientifique  espérantiste. 

I.a  plupart  des  grands  journaux  quotidiens  ont  rendu  compte 
du  3*^  Congrès  universel  d'Espéranto  qui  a  siégé  à  Cambridge  du 
10  au  17  août  1907.  Nous  nous  bornerons  à  signaler  ici  un  des  ré- 
sultats les  plus  importants  qui  a  été  la  fondation  définitive  de 
l'Association  scientifique  espérantiste  [Scienco  Asocio  Esperan- 
tistajf  qui  existait  déjà  depuis  le  congrès  de  Genève  (1906),  mais 
qui  n'avait  pas  encore  pris  de  titre  oflîciel.  On  sait  qu'un  bureau 
fScienca  Oficejo)  avait  été  installé  à  Genève,  rue  Bovy-Lysberg, 
sous  la  direction  de  M.  René  de  Saussure,  pour  préparer  son  orga- 
nisation. 

[/Association  scientifique  espérantiste  a  rencontré  un  accueil 
très  sympathique  en  Angleterre.  L'adhésion  la  plus  importante 
est  celle  du  célèbre  physicien  J.-J.  Thomson,  professeur  à  l'Uni- 
versité de  Cambridge  et  lauréat  du  prix  Nobel.  L'Association 
compte  aujourd'hui  plus  de  700  membres;  elle  possède  un  organe 
mensuel,  publié  à  Genève  sous  le  titre  Internacia  Scienca  Reçao, 

La  cérémonie  de  fondation  a  eu  lieu  dans  une  des  salles  de 
l'Université  de  Cambridge,  sous  la  présidence  de  M.  le  général 
Sebert,  membre  de  l'Institut  de  France.  Sur  la  proposition  de  ce 
dernier,  M.  le  professeur  D""  Ad.  Schmidt,  directeur  de  l'Observa- 
toire magnétique  de  Potsdam,  est  nommé  président  de  l'Associa- 
tion scientifique.  Le  bureau  est  alors  constitué  comme  suit  :  pre- 
mier vice-président,  professeur  J.-J.  Thomson;  deuxième  vice- 
président,  B.  Benoît,  directeur  du  bureau  international  des  poids 
et  mesures,  Paris;  secrétaire  général,  R.  de  Saussure,  Genève; 
secrétaires  adjoints,  C.  Bourlet,  professeur  à  l'Ecole  des  arts  et 
métiers,  Paris  et  W-  Schmurlo,  ingénieur  (Russie).  Le  bureau 
central  de  l'Association  aura  son  siège  à  Genève.  Enfin,  un  comité 
de  neuf  membres  est  adjoint  au  bureau  :  M.  le  général  Sébert 
(F'raiicei,  MM.  Ed.  Huntington,  professeur  à  l'Université  de  Har- 
vard (Etats-Unis),  Villaréal,  doyen  de  la  Faculté  des  sciences  de 
Lima  (Pérou),  professeur  R.  Codorniu,  ingénieur  en  chef  des 
eaux  et  forêts  (Espagne),  H.  Pellat,  professeur  de  physique  au 
Collège  de  France  (France),  professeur  A.  Meazzini,  géologue 
(Italie;,  \y  K.  Bein,  médecin-oculiste  (Pologne),  D""  K.-B.  Aars, 
membre  de  l'Académie  des  sciences  (Norvège),  Fournier  d'Albe, 
physicien-électricien  (Irlande). 
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^-  La  séance  s'est  terminée  par  Tadoption  du  vœu  suivant  proposé 

x[  par  le  secrétaire  général  :  «  Les  membres  de  l'Association  scien- 

K.  tifique  espérantiste   réunis  à  Cambridge,  le   15  août  1907,  sont 

^  d'avis  que  l'emploi  d'un  système  de  monnaie  auxiliaire  internatio- 

i}\  nale  serait  très  utile  et  ils  expriment  le  désir  que  tous  les  espé- 

jt.  rantistes  l'utilisent  ».  Il  est  à  noter,  du  reste,  que  déjà  presque 

■^s,  tous   les  journaux  espérantistes  font  usage   de  la   monnaie  de 

îr  compte  internationale'  proposée  par  M.  de  Saussure. 

r;V  Dans  sa  dernière  séance  plénière,  le  3*  Congrès  d'Espéranto  a 

^   '  adopté  le  rapport  concernant  la  fondation  de  l'Association  scien- 

•;  tifique  et  il  a  ratifié  le  vœu  émis  par  cette  association. 

i  Le  prochain  congrès  d'Espéranto  aura  lieu  l'année  prochaine  en 

\i  Allemagne^  probablement  à  Dresde. 

^"• 

V 

&:  • 

y^  Nominations  et  Distinctions. 

V:  M.  M.  Brendel,  de  l'Université  de  Gottîngue,  est  nommé  à  la  chaire 

'•  de  mathématiques  nouvellement  créée  à  l'Académie  des  sciences 

sociales  et  commerciales  de  Francfort-a.-M. 
b'  M.  Clairin,  maître  de  conférences,  est  nommé  pi ofesseur  de 

mathématiques  générales  à  l'université  de  Lille. 

M.  Drach,  professeur  de  mécanique  rationnelle  appliquée  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Poitiers,  est  nommé  professeur  de  calcul 
diflTérentiel  et  intégral  à  la  dite  Faculté. 

M.  M.  Grossmann,  privat-docent  à  l'Université  de  Bâle,  est  nom- 
mé professeur  ordinaire  de  géométrie  descriptive  à  l'Ecole  poly- 
technique fédérale  de  Zurich,  en  remplacement  de  M,  W.  Fiedler, 
qui  prend  sa  retraite. 

M.  G.  Lauricella,  de  l'Université  de  Catania,  a  été  nommé 
membre  correspondant  de  l'Académie  dei  Lincei. 

M.  Maurice  Lévy,  professeur  au  Collège  de  France,  est  promu 
commandeur  de  la  Légion  d'honneur. 

M.  G.  MoRERA,  de  l'Université  de  Turin,  membre  correspon- 
dant de  l'Académie  dei  Lincei,  a  été  nommé  membre  ordinaire. 

M.  Paraf,  maître  de  conférences,  est  nommé  professeur  de  ma- 
thématiques générales  à  l'Université  de  Toulouse. 

M.  Praxdtl,  professeur  extraordinaire,  est  nommé  professeur 
ordinaire  à  l'Université  de  Gôttinguc. 

M.  Vavasseur,  maître  de  conférences,  est  nommé  professeur  de 
calcul  différentiel  et  intégral  à  l'Université  de  Lyon. 

Pn\>at-docents.  —  Sont  admis  en  qualité  de  privat-docents  : 

M.  A.  KopFF,  pour  l'Astronomie,  à  l'Université  de  Heidelberg; 


y. 


*  Voir  Internacia  Scienca  Revuo,  mai  ot  août  1907. 
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M.  L.  ScHUTKA,  pour  les  mathématiques,  à  l'Université  de 
Vienne; 

M.  O.  ToBPLiTZ,  pour  les  mathématiques,  à  l'Université  de 
Gôttingue  ; 

M.  G.  ViTALi,  pour  le  calcul  infinitésimal,  à  l'Université  de 
Gènes. 


NOTES   ET   DOCUMENTS 


Cours  universitaires. 

Semestre  d'hiver  1906-1907  (suite). 

ALLEMAGNE 

Berlin  ;  Universitàt.  —  Schwa^rz  :  Analyt.  Géométrie,  4  ;  Anwendungen  d. 
ellipt.  Funktionen,  4  ;  Ueber  einige  Aufgaben  der  konformen  Abbildung,  2  ; 
Mathem.  KoUoquien  ;  Seminar.  —  Frobbmius:  Zahlentheorie,  4;  Seminar. 
—  ScHOTTKY  :  Th.  der  Kiirven  und  Flachen,  4  ;  Lineare  Differentialgleichun- 
gen  und  automorphe  Funktionen,  4;  Seminar.  —  Hettnbr  :  Ueber  unendliche 
Reihen,  Produkte  und  Kettenbrûche,  2.  —  Knobla^uch  :  Differentialrechnung, 
4;  Uebungen  dazu  ;  Théorie  der  elliptischen  Funktionen,  4. —  La.nAau  :  In- 
tegralgleichungen,  4. —  Scuur  :  Théorie  der  algebraischen  Gleichungeu,  4  ; 
Ueber  Gruppen  linearer  Substitutionen,  2.  — Lehmank-Filhès  :  Intégral- 
rechnung,  4;  Uebungen  dazu.  —  Aschkinas  :  Elemente  der  hôheren  Malhe- 
matik.  mit  besonderer  Rerûcksichtigung  ihrer  Anwendung  in  den  Nalur- 
wissenschaften.  —  Fokrstek  :  Geschichte  der  alten  Astronomie  ;  Théorie 
und  Kritik  der  Zeitmessung.  —  Bal^schimcer  :  Einleitung  in  die  Mechanik 
des  Himmels,  3  ;  Prâzession  und  Nutation.  —  Struvr  :  Einleitung  in  die 
Stôrungstheorie,  3;  Uebungen  im  Beobachteu.  —  Scheiner  :  Spektralanaly- 
tischc  Theorieu  ;  Astrophysikalisches  Kolloquium.  —  Ristenpart  :  Gemein- 
verstftndliche  Einfiihrung  in  die  Astronomische  Erdkunde,  1  Vi  ;  Sternka- 
taloge,  1.  —  Marcuse  :  AllgemeinverstUndliche  Himmelskunde,  1  */•  '  Théorie 
und  Praxis  geographisch-  und  nautisch-astronomischer  Ortsbestimmungen, 
2.  —  Helmert  :  Schwerkraft  und  Erdgestalt,  1  :  Méthode  der  kleinsten  Qua- 
drate.  —  Rubens  :  Mathematische  Ergi&nzung  zur  Experimentalphysik,  1.  — 
Warburg  :  AusgewUhlte  Kapitel  aus  der  theoretischen  Physik,  2.  —  Wei.n- 
stein  :  Einleitung  in  die  mathematische  Physik  I,  3. —  Neesen  :  Elementare 
Mechanik,  2.  —  Valentixer  :  Vektorentheorie  mit  Anwendungen  auf  die 
theorelische  Physik. 

Bonn;  Universitàt.  —  Study  :  Einleitung  in  die  Funktionentheorie,  4; 
Einleit.  in  die  Quaternionentheorie,  1  ;  Seminar.  —  London  :  Differential- 
und  Integralrechnung  II,  4  :  Uebungen  dazu,  1  ;  Synthet.  Géométrie,  2  ; 
Uebungen  in  darst.  Géométrie  ;  Seminar.  — Kowalewski  :  Analyt.  Géométrie 
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der  Ebene  und  des  Raumes,  4  ;  Uebun^en  dazu,  1  :  EinfûhruDg  in  die  Théo- 
rie der  Transformationsgruppen,  2. —  Scbmidt  :  Partielle  Differenlialgleî- 
chungen,  4. —  MAknichmeyer  :  Méthode  der  kleinsteu  Quadrate.  —  KOstker  : 
Sphârischc  Astronomie,  3;  Fixsternkunde,  1;  Praktische  Uebungen  (mit 
M6NNICHMEYER).  —  Kayser  :  Physikallsches  Kolloquium.  —  Kavfmann  :  Me- 
chanik  und  Elastizitâtslehre,  4.  —  Bucherer  :  Mathematische  Einfûhrung 
in  die  Ëlektroncntheorie,^  2. 

Brannschweig  ;  Technische  Hochschule.  —  Dbdekind  :  Elemente  der  Zahlen- 
théorie;  Einl.  in  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  —  Fricke  :  Analyt.  Géo- 
métrie und  Âlgebra  ;  Diff.-  und  Intégral rechnung  ;  Einf.  in  die  Funktionen- 
theorie  ;  Trigon.  Reihen  und  harmonische  Analyse  ;  Vektorentheorie.  — 
HoHENNER  :  Grundzûge  der  Geodiisie  mit  Ûbungcn  ;  Hfihere  Geodâsie  ;  Mé- 
thode der  kleinsten  Quadrate  *,  Grundzûge  der  sphar.  Astronomie  mit  Vbun- 
gen.  —  LuDwiG  :  Darst.  Ceo*nelrie  mit  Ùbungen  ;  Grundzûge  der  hôh. 
Matheroatik  ;  Géométrie  der  Lage  ;  Géométrie  der  Bewegung  ;  Ausgew. 
Kapitel  aus  der  elementarcn  Géométrie.  —  Schlink  :  Terhn.  Mechanik  I  mit 
Ùbungen  und  Repet.  ;  Techn.  Mechanik  H  (Hydraulik)  mit  Ubungen  und 
Repel.;  Analyt.  Mechanik.  —  VVeber  :  Poteutialtheorie  mit  Anwendungen 
aufdie  Elektrostatik.  —  Wernigke  :  Statik  slarrer  und  elastisch  fester 
Kôrper. 

Breslau  ;  Universitàt.  —  Rosanes  :  Analyt.  Géométrie  der  Ebene,  4  ;  Se- 
minar.  —  Sturm  :  Th.  der  geometr.  Verwandschaften  11,  3;  Integralreehnung, 
2;  Gcschichte  der  Mathematik,  1  ;  Seminar.  —  Kneser:  Funktionentheorie, 
i;  Prinzipien  der  Elementarmathematik,  2;  Seminar. —  Lummer  :  Physika- 
lisches  Kolloquium.  —  Franz  :  Théorie  der  Bahnrechnung  der  Kometen. 
Planeten  und  Doppelsterne.  3;  Uebungen  dazu,  2;  Méthode  der  kleinsten 
Quadrate  und  Ausgleichung  der  Beobachtungsfehler,  1  ;  Astrophysik,  2. 

Dresden;  Technische  Hochschule.  —  Kkause  :  Hôh.  Mathematik  II  ;  Uôh. 
Algebra  ;  Seminar.  —  Disteli  :  Darst.  Géométrie  II  ;  Analyt.  Géométrie  der 
Fliirhen  II.  Grades.  —  Hbger  :  Kartenentwûrfe.  —  Helm  :  Hôh.  Mathematik 
IV;  Analyt.  Mechanik;  Poteutialtheorie;  Wahrscheinlichkeitslehre  ;  Aus- 
gew. Kapitel  aus  der  mathem.  Physik.  —  Naetsch  :  Elementare  Algebra 
und  Analysis  ;  Einl.  in  die  Théorie  der  part.  Differentialgleichungen; 
Ubungen  zur  hôh.  Mathematik  IV.  —  Grubler  :  Techn.  Mechanik. 

Erlangen  ;  Universitàt.  —  Gordan  :  DifFerentialrechnung,  4;  Invarianten, 
4;  Seminar.  —  Noether  :  Analyt.  Géométrie  1,  4;  Funktionentheorie,  %\ 
Geometr.  und  analyt.  Uebungen. 

Freiburg  ;  Universitàt.  —  Luroth  :  Analyt.  Géométrie  der  Ebene  und 
Differenlialrechnung  ;  Variationsrechnung  ;  Seminar.  —  Stickelbergrr  :  Ana- 
lyt. Mechanik  ,  Hôhere  ebene  Kurven  ;  Seminar.  —  Weincarten  :  Théorie 
der  Déformation  der  krummen  Oberflâchen.  —  Loewy  :  Die  technischen 
Grundlagen  des  Versichcrungswesen  ;  Uebungen  dazu  ;  Algebr.  Analysis  ; 
Besprechung  algebr.  Fragen.  —  Kômgsberger  :  Elemente  der  partiellen  Dif- 
ferenUalglcichungen  und  ihre  physikalisrhen  Anwendungen,  mit  Uebungen. 

Giessen  ;  Universitàt.  —  Pasch  :  Funktionentheorie;  Seminar.  —  Netto: 
DifTerenlial-  und  Integralreehnung,  4  ;  Differentialgeometrie,  2  :  Determi- 
nantcn,  2  ;  Seminarc.  —  GRASSMANàN  :  Synthet.  Géométrie,  3;  Darst.  Géomé- 
trie  mil   Uebungen  II,  2 -|- 3.  —  Fromme  :   Getmietrische  und  physikalische 
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Optik,   4  ;    Matheinatische  Géographie    und   Elemente   der  Astronomie.  2  ; 

Kolloquium.  .i 

G^ttingen  ;    Universitàt.  —  Klein  :    Elementarniatheraatik    vom    hôherea  '  t 

StandpuDkt  aus,   4  ;   Seminar.  —  Hilbert  :    Théorie   der   part.    Difterential-  y 

^leichungen,  4;  Einfùhrung  in  die  Théorie   der  Funktionen  unendiich  vieler  "-^ 

Variablen  (lotegralgleichungen),   2;    Serniiiar.  —  Mixkowski  :    Funktionen-  ^ 

théorie.  4  ;   ausgewâhlte  Kapilel   der  Zahlentheorie,  2  ;   Seminar.  —  Runge  :  ;  ";,[ 
Graphische    Methodon,  insbesondere  graphische  Statik,  4;  Uebungen  dazu, 

2;  Seminar. —  Wiechert  :  Vermessungswesen  II,  Hfthere  Geodiisie,  Nautik,  s, 

Vorlesung  und  praklifiche   Uebungen,  4;  Thermodynamik,  4;  Polarlicht.  1;  '^ 

Scmioar;  Geophysikalisches   Praktikum.  —  Prandtl  :    Hydrodynamik    und  ■> 

Aerodynamik,  3;   Seminar;  Praktikum. —  N.  N.  :  Die  mathematische  Tech-  '.} 

uik  der   Versicherungawesens.   3  :    Seminar;  Arbeiten   auf  dem  Gebiet  der  -^ 

Slôrungslheorie. —  Schwarzschild  :    Astrophysik,  3  ;  Seminar. — Ambro?(N  :  .j 

Sphâr.   Astronomie,   3;    Uebungen   fur  Anfânger:    Beobachtungen   auf  der  'T 
Slernwarte.  —  Zermelo  :    Die  mathematischeu  Grundlagen  der  Logik,  2.  — 
Herglotz  :    Algebra,   4  ;    Uebungen  in  der  Behandiung  und  Anwendung  von 

DifiTcrentialgleichungen  (mit  Abraham  und  Caralhéodory). —  Carathéodory  :  jf, 

DiCferential-  und    Integralrechnung   II,   4;    Uebungen  dazu.  —  Koebe  :  Flii-  .  '^ 

chen  2.  Grades   mil  Uebungen,  2;   Kouforme  Abbildung,  2.  —  Riecke  :  Se-  u 
minar   (ausgewâhlte    Problème   der   Mechanik).  — Voigt  :    Mechanik,    4.  — 

Abraham  :   Elastizitâtstheorie,  2.  —  Hestelmeyer  :    Elektrizitiit  und  Materie,  \ 
l  ;    Mathematische    Erganzuagen    hierzu,    1.  —  Krûger,    Einfùhrung  in    die 

mathematische  Behandiung  der  Naturwissenschaften,  3,  mit  Uebungen.  '  ']^ 

-4 

Greifswald  ;  Universitàt. —  Thomé  :  Mechanik  II,  4,  Algcbraische  Flachen 

und    Raumkurven,  2;    Seminar.  —  Eisgel  :   Diflerenlialgeometrie,  4;  Uebuo-  .vi 

gen  dazu,  1  ;   Théorie   der  Transformationsgruppen,  4;  Théorie  der  partiel-  ^ 

len  Differenlialgleichungeu,  1.  Ordnung  (Fortsetzung),  2;  Seminar. — Vahlen  :  '^ 
Algebra,  4  ;  Uebungen  zur  Algebra  und  Delerminanlentheorie,  1  ;  Darstel- 

lende  Géométrie.  —  Mie  :  Elementarmathematische  Ergiinzungen  zur  Expe-  "^ 

rimeatalphysik.  1.  —  Holtz  :   Mechanik  mit    Experimenten,  1  ;    Physik   der  ] 

Gestirne,  1.  —  Starke  :  Theorelische  Mechanik.  2;  Uebungen  dazu.  —  Sohre-  ^ 
RER  :  Masse  und  Messen,  2. 

Halle;  Universitàt.  —  Cantor  :  Théorie  der  ellipt.  Funktionen,  4  ;  Ausgew. 
Kapitel  der  analyt.  Mechanik,  2;  Seminar.  —  Wangeriis  :  Théorie  des  Po- 
tentials  und  der  Kugelfunklionen,  4  ;  Integralrechnung  mit  Uebungen,  4  ;  Semi- 
nar. —  Gutzmer  :  Variationsrechnung.  4  :  Analyt.  Géométrie  des  Raumes,  4  ; 
Axonometrie  und  Perspektive  ;  Seminar.  —  Eberhard:  Numerische  Gleichun- 
gen  und  iterierte  Funktionen,  2;  Zahlentheorie  II,  2;  Mathematisches  Kol- 
loquium. —  Bernstein  :  Théorie  und  Anwendung  der  bestimmtcn  Intégrale, 
4;  Uebungen  dazu,  1;  Veraicherungsmathematik,  1.  —  Bucmholz  :  Mecha- 
nische  Quadratur,  1  ;  SphUr.  Astronomie  und  Théorie  der  astron.  Instru- 
mente. 1  ;  Anwendung  der  Variationsrechnung  auf  Himnielsmechanik,  1.  — 
Berndt  :  Mathem.  Ergiinzungen  zum  physikalischcn  Praktikum,  1. 

HaiinOT6r  ;  Technische  Hochsckule.  —  Kiepert:  Hôhere  Mathematik  I, 
10;  Variationsrechnung.  1;  Géométrie  der  Lage,  2.  — Stackel  :  Hohere 
Mathematik  I  B,  6  ;  Vektoranalysis,  1  ;  Praxis  der  trigonomelrischen  Rei- 
hcn,  1. —  RoDETtBERG  :    Darst.  Géométrie,  l,  9;  Darst.    Géométrie  II,    9.  — 

L'Enseignement  raathém.,  9«  année;  1907.  27 


^ 


Digitized  by 


Google 


402  NOTES   ET  DOCUMENTS 

WiECHARDT  :    Grundzuge  der  hôheren  Maihematik  fur  Architekiea  und  Che- 
miker,  4. 

Heidelberg  ;  ïlniversitàt.  —  Koenigsberger  :  Analyt.  Mechanik,  4  ;  Aus- 
gew.  Kupitei  der  lutegralrechnung,  2;  Elliptische  Funktionen,  2;  SemÎDar. 
—  Camtor  .  Differential-  und  Integralrerhnung,  4  ;  Uebungen  dazu,  1  ;  Poli- 
tische  Arithmetik,2. — Koehler  :  Analyt.  Géométrie  des  Raumes,4. —  Boehm: 
Ebene  und  sphâr.  Trigonométrie  und  verwandte  Zweige  der  Elementarma- 
thematik,  4  ;  Uebungen  zur  analyt.  Mechanik,  2.  —  Bopp  :  Ausgew.  Kapitel 
aus  der  Geschichte  der  Mathcmatik,  1  :  Lektùre  einer  klassischen  mathe- 
matis«hen  Arbeit,  1.  — Valentiner  :  Théorie  der  Bahnbestimmung  II,  3. 

Jena  ;  Universitât,  —  Thomae:  Diflerentiaigleichungcn,  4;  Seminar.  — 
Haussier  :  Inlegrairechnung  mit  Uebungen,  5  ;  Analyt.  Géométrie  des  Rau- 
mes,  4;  Algebra,  4;  Proseminar  ;  Seminar.  —  Frece  :  Analyt.  Mechanik.  4: 
Begriffschrift,  1. —  Rau  :  Grnphostatik,  3;  Graphische  Uebungen,  3;  Tech- 
«ische  Thermodynaroik,  3;  Demonstratioucn  und  Uebungen  dazu. —  Knopf: 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  Méthode  der  kleinsten  Quadrate,  3; 
Sphâr.  Astronomie,  3.  —  Auerbabh  :  Mechanik  der  festen,  flûssigen  uod 
gasfôrmigen  Kôrper,  4. 

Karlsmhe;  Technische  Hochsckule.  —  Schur  ;  Darst.  Géométrie  I.  II  mit 
Ûbun^en  ;  Graph.  Stalik  mit  Ubungen.  —  VVedekikd  :  Hôh.  Mathematik  l 
mit  Ubungen.  —  Krazer  :  Hôh.  Mathematik  II  ;  Ellipt.  Funktionen. — 
Faber:  Ubungen  in  den  Grundlehren  der  hôh.  Mathematik  ;  Arithmetik  und 
Algebra;  Ebene  und  sphâr.  Trigonométrie;  Elementare  und  analyttsche 
Géométrie  des  Raumes.  —  Heun:  Mechanik  mit  Ubungen;  Mechanisrhes 
Seminar;  Elemente  der  Mechanik  ;  Elementarmathcmatik.  —  Haid  :  Prak- 
tische  Géométrie;  Hôhere  Geodaesie;  Méthode  ier  kleinsten  Quadrate.  — 
SiRVRKiNG  :   Einfûhrung  in  die  mathematische  Physik. 

Kiel  ;  UniversitdU  —  Pochhammer  :  Théorie  der  algebr.  Kurven  und  Flà- 
cheu,  3;  Théorie  der  Difierentialgleichungen  mit  einer  unabhângigenYarinb- 
len,  3  ;  Seminar.  —  Heffter  :  Elemente  der  Algebra  und  Determinanteu- 
theorie,  3:  Differential  géométrie,  4  ;  Seminar.  —  Landsberg  :  Integralrech- 
nuug,  4  ;  Uebungen  dazu  ;  Ausgew.  Kapitel  der  Théorie  des  Potentials  und 
der  partiellen  Differentialgleichungen,  3.  —  \Vei?ïnoldt  :  Ausgew.  Kapitel 
der  technischen  Mechanik,  besonders  graphische  Statik,  3.  — HARZER:Ueber 
neuere  Resultale  auf  dem  Gebieteder  Stôrungstheorie,  besonders  ùber  Poio- 
carés  Arbeilen,  4  ;  Ueber  Interpolatiousrechnung,  1.  ^-  Kobold  :  Méthode 
der  kleinsten  Quadrate.  2  ;  Uebungen  auf  der  Sternwarte.  —  Strômgrrn  : 
Astronomische  Géographie,  1  ;  Spezielle  Stôrungeu,  1. 

KÔnigsberg  ;  t/>»Versi7à7.  —  Meyer  :  Analyt.  Géométrie  des  Raumes.  3» 
Uebungen  dazu  ,  Ellipt.  Funktionen,  4  ;  Seminar.  —  Schœnflies  :  Integral- 
rechnung,  4;  Einfûhrung  in  die  darst.  Géométrie,  2;  Uebungen  dazu.  2  ; 
Seminar.  —  Saalschûtz  :  Einfûhrung  in  die  algebr.  Analysis,  4  ;  Unlersuch- 
ungen  ûber  die  Gleichungen  zwischen  den  Anfangsgliedem  von  Differenz- 
reiheu,  2  ;  Algebr.  Uebungen.  —  Battermann  :  Einleitung  in  die  Mechanik 
des  Ilimmels,  2:  Allgemeine  Astronomie,  1.  —  Cohn  :  Sphârische  Astro- 
nomie, 3;  Die  Figur  der  Erde,  1. 

Leipzig;  Vnwersitàt.  —  Neumann  :  Analyl.  Mechanik,  4;  —  Mayer  :  Va- 
riationsrechnung,  4.   —  Hôlder  :  Ellipt.  Funktionen,  4;  Seminar.  —  Rohx: 
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Aiialyt.  Géométrie  des  Raumes,  4;  Darst.  Géométrie.  2  ;  Uebungen  dazu 
(mit  Liebmann),  2.  — Hausdorff  :  Differential- und  Integralrechnung,  4;  Ue- 
bungen dazu.  —  LiEBMAN.N  1  Theoric  und  Anwendung  der  Determinantcn,  2  ; 
Nichteiiklidische  Géométrie,  2.  —  Bru.ns  :  Instrumentenkunde,  4  ;  Prakti- 
sche  Ânalysis,  2;  Uebungen  auf  der  Sternwarle  (mit  Peter). —  Pbter  :  Slel- 
larastronomie,  2. 

Marburg  ;  Universitàt.  — Hensel  :  Zahlenlheorie,  4  ;  EUipt.  Funktionen,  3  ; 
Proseminar  ;  Scminar.  —  Neumamn  :  Aîgebr.  Auflôsung  der  Gleichungen,  4  ; 
Analyt.  Mechanik  II.  2  ;  Seminar.  —  v.  Dalwigk  :  Integralrechnung,  4;  Ue- 
bungen dazu;  Darslellende  Géométrie  II,  2;  Graphische  Statik,  2.  — Jung: 
Algebr.  Analyais.  3;  Grundlagen  der  Géométrie,  1.  —  Fuëter  :  FlUchen- 
theorie,  3;  Komplexe  Multiplikation,  1. 

Mônchen;  Universitât.  —  LiNOEMAiNM  :  Differentialgleichung,  5  ;  Théorie 
der  Abelschen  Funktionen,  5;  Seminar.  — Voss  :  Analyt.  Géométrie  der 
Ebene,  4  ;  Analyt.  Mechanik  I,  4;  Seminar.  —  Pringsheim  :  Elemeutare 
Théorie  der  nnendlichen  Rcihen  und  analogen  Grenzprozesse,  4  ;  Elemenle 
der  Funktionstheorie,  5.  —  Dœhlemanw  :  Darst.  Géométrie  I.  5  :  Uebungen 
dazu.  3  :  synth.  Géométrie,  4  ;  Uebungen  dazu,  1  ;  Die  Linie  und  das  Licht 
alp  Mitlel  der  Raumdarstellung  in  der  bildenden  Kunst.  —  Brunn  :  Mengen- 
lehre,  4.  —  Hartogs  :  Integrahrechnung  und  JlrgSinzungen  zur  Differential- 
rcchnung,  6.  —  Perron  :  Elementare  Géométrie  und  Trigonométrie,  3.  — 
Sommkrfeld  :  Kinetische  Gastheorie,  3  ;  ausgewahlte  Fragen  der  Thernio- 
dynamik,  2  ;  Seminar.  —  Grj:tz  :  Ueber  die  Fortschrilte  der  exakten  VVis- 
senschaften,  1.  —  v.  Sreliger  :  Die  Grundlehren  der  Astronomie,  4;  Astro- 
nomîsches  Kolloquium.  —  Grossmann  :  Sphârische  Astronomie  II,  2  ;  Ue- 
bungen dazu. 

Mflnchen  ;  Technische  Hochschule.  — v.  Braunmûml  :  Hôh.  Mathematik  I 
mil  Ubungen  ;  mathematisch-historisches  Seminar.  —  v.  Dyck  :  Hôh.  Mathe- 
matik III  mit  Ubungen  ;  Funktioneutheorie  nach  Cauchy  und  Riemann  ; 
Seminar.  —  Finsterwalder  :  Grundzuge  der  h6h.  Mathematik  mit  Ubungen  ; 
Kurventheorie  ;  Seminar.  —  Burmestf.r  :  Darst.  Géométrie  mit  Ubungen. 
SciiMiDT  :  Yermessungskunde  mit  Praktikum  ;  Landesvermessung  ;  Katasler- 
technik  ;  Geodatisches  Praktikum  III;  Kartierungsûbungen.  —  Fôppl: 
Techn.  Mechanik  II  (graphische  Statik)  und  III  (Festigkeitslehre)  ;  Ubungen 
zur  graph.  Statik.  —  Kutta  :  Elementare  Mathematik  mit  Ubungen  ;  Trigono- 
métrie. —  Bischoff:  Àusgleichungsrechnung  (Praktikum);  Mechanisches 
und  graphisches  Rechnen.  —  Fischer  :  Elektrizitât  und  Magnetismus  in 
mathematischer  Behandlung.  —  Grossmann  :  Elemente  der  Astronomie. 

Mftnster;  Universitât.  —  Kili.ing  :  Diiferential-  und  Integralrechnung  II, 
4;  Uebungen  dazu;  Analytische  Mechanik  I,  4;  Unlerseminar.  — v.  Lilien- 
THAL  :  Analyt.  Géométrie  II,  4  ;  Kriimmungstheorie  der  Kurven  und  Flàchen, 
4;  Oberseminar.  —  Dkhn  :  Darst.  und  synth.  Géométrie  mit  Uebungen,  6; 
Elementare  Algebra,  2.  —  Plassmann  :  Méthode  der  kleinsten  Quadrate  ; 
Sphâr.  Trigonométrie  und  sphUr.  Astronomie  ;  Ueber  den  Mond  ;  Uebungen 
im  astronomischen  Beobachten  und  Rechnen,  —  Heydweiller:  Elenientar- 
mathematische  Ergânzungen  zur  Elementalphysik. 

RostOCk  ;  Universitât.  —  Staude  :  DifTerential-  und  Integralrechnung,  \\ 
Ellipt.  Funktionen.  4  ;  Seminar.  —  Wkber  :  Vektoranalysis,  1  ;  Uebungen 
dazu:  Physikalisches  Seminar,  1. 
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Strassburg  ;  Unwersitàt.  —  Rete  :  Analyt.  Géométrie  de»  Raumes  (Ncuere 
Methoden);  Mathematische  Théorie  der  ElastiziUt  Tester  KOrper  ;  Seminar. 
—  Weber  :  Differentîal-  und  Integralrechnung  ;  Differentialgkichungea  der 
mathemalischen  Physik  ;  Seminar.  —  Simon  :  Grundbegriflfe  der  Mathematik 
(und  Mechanik).  —  Wêllstein  :  Ausgew.  Kapitel  der  Funktionentheorîe  : 
Determinanten  und  Matrizen;  Seminar.  —  Timerding:  Anal.  Géométrie  der 
Ebene  ;  Uebungen  dazu  ;  Graphische  Slatik  ;  Uebungen  dazu  ;  Vektoranalysis; 
Seminar.  —  Epstein  :  Einfûhrung  in  die  hôhere  Mathematik  fur  Studiereude 
der  Naturwissenschaften  ;  Seminar.  —  Becker  :  Bnhnbestimmung  der  Pla- 
neten,  Kometen  und  Météore  ;  Elemente  der  hôheren  GeodSsie  ;  Astron.  Kol- 
loquium  ;  Astron.  Beobachtungen.  —  Wirtz  :  AusgewUhlte  Kapitel  aus  der 
Astrophysik. 

Stuttgart  ;  Technische  Hockschule.  —  Meumke  :  Darst.  Géométrie  mit 
Uebungen  ;  Analyl.  Mechanik  mil  Ubungen  ;  Seminar.  — Reuschle  :  Rurven- 
diskiissiou  in  Beispieîen  ;  Analyt.  Géométrie  des  Raumes;  Ausgew.  Kapitel 
aus  der  neueren  analyt.  Géométrie  der  Ebene  und  des  Raumes  einschliess- 
lich  Invariantentheorie  ;  DifFerential-  und  Integralrechnung  II  mit  Ûbungen  ; 
Seminar.  —  Bretschneider  :  Repetitionen  in  niederer  Mathematik.  — 
WôLFFiNC  :  Elemente  der  Diflerential-  und  Integralrechnung  mil  Ubungen  ; 
Funktionentheorie  I.  —  Roth  :  Schattenkonstruktionen  und  Beleuchtungs- 
kunde.  —  Stùbler:  Niedere  Analysis  ;  Auflôsung  numerischer  Gleichungen; 
Uber  die  mathemalischen  Gruudlagen  der  Lebensversicherung.  —  Fischer: 
Trigonométrie  mil  Ubungen.  —  Kriemler  :  Technische  Mechanik  mit  Ubun- 
gen. —  Hammer  :  Praktische  Géométrie  mit  Ubungen  ;  Ausarbeitung  geodâ- 
tischer  Aufnahmen;  Abbildungen  der  Erdoberflâche  aqf  die  Ebene  (Karlen- 
projeklionen)  mit  Ubungen  ;  Hôhere  Geodiisie. 

TÛbingen  ;  Universitât.  —  von  Brill  :  Einfûhrung  in  die  hôhere  Malhe- 
mulik,  4;  Théorie  der  algebraischen  Kurven,  3;  Seminar.  —  von  Stahl  : 
Hôhere  Analysis  II,  4  ;  Partielle  Differentialgleichungen,  3  ;  Seminar.  — 
Maurbr  :  Théorie  der  Binârformen,  2  ;  Darst.  Géométrie,  1  ;  Uebungen 
dazu,  2. 

WÛrzburg;  Universitàt.  —  Prym  :  Difierentialrechnung  mit  Einleitung  in 
die  hôhere  Analysis,  4;  Uebungen  dazu  ;  Seminar.  —  Rost  :  Théorie  der 
algebr.  Kurven,  3;  Axonometrie  und  Perspektive,  1  ;  Invariantentheorie,  4; 
Sphâr.  Astronomie  mit  prakt.  Uebungen  auf  der  Sternwarte,  2;  Proseminar: 
a)  Analyt.  Géométrie  der  Ebene,  2;  b)  Determinantentheorie,  2;  Seminar; 
a)  Nichteuklidische  Géométrie,  2  ;  b)  Anleitung  zu  seIbsUndigen  wissen- 
schafllichen  Arbeilen  (tâglich).  —  v.  Weber:  Part.  Diflerentialgleichungen, 
4  ;  Analyt.  Géométrie  des  Raumes,  4  ;  Ergâuzungen  und  Uebungen  zur  Géo- 
métrie der  Kegelschnitte,  2. 


ANGLETERRE 

Cambridge  ;  University.  —  List  of  Lectures  proposed  for  Mathematics. 
The  courses  of  lectures  will  begin  as  follows  :  in  the  Mickaelmas  Term  on 
Monday  October  14,  Lent  Term  on  Thursday  January  16,  Easter  Term  on 
Monday  April  27.  —  Forsyth:  Differential  Geometry;  3.  —  G. -H.  Darwin: 
Dynamical  Abtronomy,  (Michaelmas  Term,  3);  Figure  of  the  Earth  (Elemcn- 
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tary)  and  Orbits  of  Planets  (Lenl  Term,  3).—  R.  S.  Ball  :  Planetary  Theory 
(M.  T..  3)  ;  Theory  of  Screws  (L.  T.,  3).  —  Larmor  :  Electricily  and  Magne- 
tîsm.  (M.  T.,  3)  ;  Electrodynamics  with  optical  applications  (L.  T.,  3);  Ther- 
modynamics  aad  Theory  of  Gases.  (Short  Course.)  (E.  T.,  3).  — Hinks  :  Dé- 
monstrations in  Praclical  Astronomy.  —  Observatory  :  Practical  work.  — 
Thomson  :  Properties  of  Matter  (M.  T.,  3)  ;  Electricity  and  Matter  (M.  T.,  2}; 
Electricity  and  Magnetism  (L.  T.  &  E.  T.,  3)  ;  Discharge  of  Electricity 
through  Gases  (L.  T.,  2).  —  Searle  :  Heal.  9  (M.  T.  3)  ;  Electrical  and  Ma- 
gaetic  Measuraments  L.  T.  &  E.  T.,  3).  —  Wilson  :  Light.  (M.  T.  &L.  T..  3). 
—  HoBsoN  :  Spherical  Harmonies  and  Allied  Functions  (M.  T.,  3);  Difleren- 
tial  Equations  and  Expansions  of  Mathematical  Physics  (L.  T.,  3).  —  Baker  : 
Introduction  to  Theory  of  Fonctions  (M.  T.,  3)  ;  Theory  of  Groups  (M.  T., 
3):  Solid  Geometry  (for  Part  I  (L.  T.,  3)  ;  Theory  of  Functions  (L.  T.  & 
E.  T.,  3).  —  Herman  :  Hydrodynamics.  —  Richmono  :  Analytical  Geometry 
(M.  T.,  &  L.  T.,  3)  ;  Projeclive  Geometry  (E.  T.).  —  Whitehead:  Principles 
of  Mathematîcs  (M.  T.  &  L.  T  )  ;  Non-Euclidean  Geometry.  —  Barkes  :  Linear 
Diflerential  Equations  (M.  T.)  ;  Hypergeometric  Séries  (L.  T.).  —  Bbrry  : 
EUiptic  Functions,  Bessel  Functions  and  Fourier  Séries  (for  Part  I)  (L.  T.)  ; 
EUiptic  Functions  (for  Part  II)  (L.  T.)  ;  Elliptic  Functions  (Theory  of  Trans- 
formation) (E.  T.).  —  Benket  :  Line  Geometry  (L.  T.).  —  Munro  :  Hydro- 
dynamics and  Sound  (M. T.);  Line  Geometry  (E.  T.).  —  Bromwich  :  Poleulial 
Theory  and  its  Applications  |M.  T.  &  L.  T.).  —  Grâce:  (avariants  and 
Geometrical  Applications  (M.  T.,  3).  —  You?îg  :  Theory  of  Invariants 
(L.  T.)  ;  Discontinuons  Groups  (L.  T.).  —  Hardy  :  Intégral  Functions  (E.  T.). 


AUTRICHE-HONGRIE 

Kolosrar  (Hongrie)  ;  Université.  —  Schlesincer  :  Surfaces  et  courbes 
gauches,  5  ;  Mécanique  céleste,  3  ;  Séminaire,  2.  —  Valyi  :  Analyse  algé- 
brique, 3  ;  Trigonométrie,  2;  Courbes  et  surfaces  algébriques,  3;  Exercices, 
1  ;  Séminaire,  1.  —  Fejér  :  Calcul  diflerentiel  et  intégral,  4  ;  Série  de  Fou- 
rier, 2;  Exercices,  1.  —  Kllg  :  Géométrie  descriptive  I,  2;  II,  2;  Géomé- 
trie projective,  2;  Exercices.  2.  —  Farkas  :  Mécanique  analytique,  4;  Thé- 
orie des  vecteurs,  3  ;  Séminaire,  2. 

ÉTATS-UNIS   D'AMÉRIQUE 

(Suile.) 

Uniyersity  of  Chicago  (October  1  to  June  15).  The  total  number  of  hours 
is  indicated. —  E.  H.  Moore  :  Selected  chapters  in  analysis,  48  h.  :  Theory 
of  functions  of  a  complex  variable,  24  ;  Seminar,  theory  of  functions  of  a 
real  variable,  24.  —  O.  Bolza  :  Advanced  intégral  calculus,  96;  Calcuius  of 
variations,  96.  —  H.  Mascukr  :  Solid  analytics  and  déterminants,  48;  Alge- 
braic  analysis,  48  ;  Projective  synthelic  geometry,  48  ;  Differential  geometry, 
96  ;  Partial  differential  équations,  48.  —  L.  E.  Dickson  :  Finite  groups  with 
applications  to  algebra  and  linear  substitution  groups,  96.  —  H.  E.  Slaught- 
Differential  équations  with  applications,  48.  —  J.  W.  A.  Younc  :  Introduc- 
tion to  the  theory  of  numbers,  48.  —  A.  C.  Lunn  :   Analytic   mechanics,  48. 
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—  K.  Laves  :    Analytic  mechanics.   96.  —  F.  R.   Moulton  :   Introduction    lo 
celcstinl  mechanics,  96  :  Planetary  perturbations,  96. 

Harvard  Uniyersity  (Cambridge,  Mass.)  —  W.  E.  Byerlt  :  DifTerential 
et  integrel  calculus,  II,  3  ;  Trigonom.  séries  (with  Prof.  Peirce)  3.  — 
Peirce  :  Hydromechanics,  3,  —  Oscood  :  Eléments  of  mechanics,  3  ;  Infinité 
séries  et  producls  (first  half  year),  3  ;  Théorie  of  funclions  of  a  coroplcx 
variable  (second  half  year)  3.  —  M.  Bôcher  :  Introduction  to  modem  g<*o- 
melry  and  modem  algebra,  3;  Vector  analysis  and  quaternions,  3;  The  pro- 
porties  of  polynomials  (first  half  year),  3;  Definite  intégrais  and  intégral 
équations  (second  half  year)  3.  —  Bouton  :  Elementary  theory  of  diflerential 
équations  (second  half  year)  3  ;  Géométrie  transformations,  3.  —  Whitte- 
MORE  :  Theory  of  functions  1,3;  Theory  of  ihe  figure  of  the  earlh  (second 
half  year),  3.  —  Coolidge  :  Algeb.  plane  curves,  3. 

Uniyersity  of  Illinois.  —  Shattuck  :  DifTerential  équations  and  calcul  us 
of  variations.  3.  —  Townsemd  :  Theory  of  functions,  3;  Seminar,  2.  —  Miller  : 
Theory  of  numbers,  3  ;  Theory  of  déterminants,  2.  — Rietz  :  Theory  of 
average  and  actuariat  theory,  3.  —  Stebbi?(8  :  Method  of  least  squares,  2. 
Haskins  :  Solid  analytic  geometry,  3  ;  Spherical  harmonies  and  the  potentîal 
function.  3.  —  Miss  White  :  Teacher's  course,  2.  —  Neikuk  :  Theory  of 
équations,  3.  —  Sisam  :  Modem  geometry  and  algebraic  surfaces,  3  Crat- 
HORNE  :  Partial  differential  équations,  2. 

Indiana  Uniyersity.  —  R.  J.  Aley  :  Theory  of  numbers,  2  ;  Differenlîal 
équations,  3  (autumn,  winter)  ;  Mathematical  pedagogy,  2  (s).  —  S.  C.  Da> 
vissoN  :  Modem  analytic  geometry,  2  (a,  w)  ;  Theory  of  surfaces,  2  ;  Non- 
euclidean  geometry,  2  (w,  s).  —  D.  A.  Rothrock  :  Advanced  calculus,  3  ; 
Quaternions  with  applications,  3  (a,  w)  ;  Poteutial  fonctions,  2  (w,  s).  —  U. 
S.  Hanna  :    Substitution  groups,   3  (a);  Galois  theory  of  équations,   3  (w). 

—  C.  Haseman  :  Partial  differential  équations,  3. 


SUISSE 

Basel  ;  Universitàt.  —  Haoenbach-Bischoff  :  Die  BegrifTe  der  Mechanik  în 
der  Physik.  —  H.  Ki^ikelin  :  DiCF.-  u.  Integralrechn..  3  ;  best.  Intégrale.  2  ; 
Wahrscheinlichkeits-  u.  Versicherungsrechn.,  2;  Uebg.  math.  Sem.,  1.  — 
K.  von  der  Mûhll  :  Analyt.  Mechanik  mit  Uebg.,  4  ;  math.  Physik.  —  Rig- 
genbacb  :  Sphâr.  Trigonométrie  n.  Einleit.  in  die  sphàr.  Astronomie.  — 
Flatt  :  Piid.  Sem.,  math.  Abt.,  3;  Repet.  der  Géométrie,  1;  math.  Uebg., 
1.  —  Spikss  :  Analyt.  Géométrie  des  Raumes,  4. 

Bem  ;  Universitàt. — Ghaf:  Kugelfunkt.  m.  Repetit.,  3;  Besselsche  Funkt* 
m.  Repetit.,  3;  Bestimrate  Integr.  m.  Repetit.,  3;  Funktionentheorie,  2  ; 
Elem.-Math.,  3  ;  Differentglg. ,  2;  Renten-  u.  Versicherungsw.,  2  ;  Diffé- 
rent.- u.  Integralrechn.,  2;  Math.  Seminar  m.  G.  Huber,  2.  —  Ott  :  Inte- 
gralrechn., 2;  Analyt.  Geom.  d.  Ebene,  II.  Teil,  2.  —  G.  Huber:  Mechanik 
d.  Himmels,  2;  Fouriersche  Reihen  u.  Integr.  m.  Anwend.  auf  d.  Physik,  3  ; 
Théorie  d.  Raumkurvcn  u.  abwickelbaren  Flftchen,  2;  Théorie  u.  Anwen- 
dung  d.  Dcterminanten,  1;  Math.  Seminar  m.  Graf,  1.  —  Benteli  :  Darst. 
Geom.,    Kurven,  Strahlenflâchen,  regul.    Polyeder..  2;  Darst.  Geom.,  Ueb. 
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u.  Repetil.,  2;  Prakl.  Geom.,  I.  Teil,  1  ;  Koiistrukt.  Perspeklive,  1.  —  Mo- 
8ER  :  Théorie  d.  Yersicherungs-Reserven  ;  Malh.-versicherunjçsw.  Seminar, 
2.  —  Crelier:  Synth.  Geom.  d.  Raumes,  2;  Chapitres  choisis  de  Géométrie, 
2.  —  BoiiREN  :  ÀDwendung  best.  Intégrale  u.  d.  Versicheruugswesen,  2. 

Genève  ;  Université.  — G.  Cailler  :  Calcul  différentiel  et  intégral,  3.  Exerc. 
2  ;  Mécanique  rationnelle,  3  ;  Conférences  d'analyse,  2.  Exerc.  2.  —  H. 
Fehr  :  Eléments  de  mathémaliques  supérieures,  3.  Exerc.  2  ;  Géométrie 
projective,  1  ;  Conférences  d'algèbre  et  de  géométrie.  1  :  Séminaire  de  Géo- 
métrie supérieure,  2.  —  R.  Gautier:  Astronomie  générale,  2.  —  R.  de  Saus- 
sure :  Mécanique  des  fluides,  1  ;  Géométrie  du  mouvement,  2. 

Lausanne;  Université.  —  Amstein  :  Calcul  dift*.  et  intégral;  Exerc.  ;  Théo- 
rie des  fonctions. —  Joly  :  Géométrie  descriptive;  Epures;  Géométrie  ana- 
lyt.  ;  Géométrie  de  position;  Courbes  planes.  —  Mayor  :  Mécanique  ration.; 
Exerc;  Phys.  mathem.;  Statique  graphique.  —  Maillard  :  Calcul  infinité- 
simal appliqué  aux  sciences;  Astronomie  sphérique;  Astronomie  mathém. 
et  mécanique  céleste. —  Jaccottet  :  Chap.  choisis  de  la  théorie  des  fonctions 
d'une  variable  réelle. 

Neuchâtel  ;  Académie.  —  Isely  :  Calcul  inilnitésinial  ;  Géométrie  supé- 
rieure. —  Kollros  :  Algèbre  supérieure.  —  Le  Grand  Roy:  Astronomie; 
Elém.  de  mécanique  céleste. —  Jaquerod  :  Mécanique  analyt.  ;  Phys.  ma- 
thém. —  Gaberel  :  Problèmes  de  Mécanique  ;  Th.  des  fonctions. 

Zorich  ;  Ecole  polytechnique ,  —  Section  normale  des  sciences  mathéma- 
tiques.—  HiRKCH  :  Differentiairechn.,  4  ;  Repet.,  1  ;  Uebgn.,  2  ;  Diff.  gleichun- 
gen,  4;  L'ebgn.  dazu,  1;  Lineare  Diff.  gleichungen,  2.  —  Frankl  :  Calcul 
différentiel,  4;  Répét.,  1;  Exerc,  2;  Th.  des  équations  différentielles,  4; 
Exerc,  1.  —  Geiser  :  Analyt.  Géométrie,  4;  Repet.,  1.  —  Gross.mann  :  Darst. 
Géométrie,  4;  Repet.,  1;  l'ebg,,  4;  Géométrie  d.  Lage,  4. —  Lacombe  : 
Géom.  descript.,  4  ;  Répét.,  1  ;  Exerc,  4;  Géom.  de  Position  avec  exerc,  3. 
—  HuRwiTz  u.  Lacombe  :  Mathem.  Seminar,  2.  —  Hurwitz  :  Zahlentheorie, 
4. —  Herzog  :  Mechanik  II,  4;  Repet..  1;  Uebgn.,  2. —  Rosenmvnd  :  Ver- 
messungskunde,  3;  Repet.,  1;  Erdmessung,  2;  GeodUt.  Praktikum,  2.  — 
Wolfer:  Einl.  in  die  Astronomie,  3  ;  l'ebgn.,  8  ;  Théorie  der  Finsternisse.  2. 

Cours  libres  :  Beyel  :  Rechenschieber  mit  Uebgn.,  1  ;  Darst.  Géométrie, 
2  ;  Projekt.  Géométrie,  2.  —  Dumas  :,  Calcul  des  probabilités,  2.  —  J.  Kel- 
LER  :  Repet.  d.  darst.  Géométrie,  2;  Uebgn.  in  Diff.  u.  Integralrechn. — 
Kraft:  Geom.  Kalkùl  I,  2;  II,  2;  geschichtl.  Entwicklung  der  Mathematik, 
1,1;  Das  graphische  Rechnen. 

Zorich;  Universitàt. — H.  Burckuardt:  Diff.  u.  Integralrechn.,  4  ;  Uebgn., 
1  ;  Analyt.  Mechanik,  2;  Vektoranalysis,  2;  Sem  ,  1. —  Wolfer:  (voir  ci- 
dessus).  —  Weiler  :  Darst.  Geom.  I.  4  ;  analyt.  Géométrie,  4  ;  math.  Geo- 
graphie,  2. —  GuBLER  :  Alg.  Analysis,  2;  Sphar.  Trigonométrie,  1;  Deter- 
minanten,  1. 
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W.  M.  Baker.  —  Elementary  D]niamic8,  vol.  relié.  13  x  19  cm  ,  318  p.  : 
4  sh  6  :  Georges  Bell  and  Sons,  Londres. 

C'est  la  deuxième  édition  de  ce  petit  traité.  Voici  une  brève  énumératîon 
des  matières  traitées  dans  les  23  chapitres  : 

La  vitesse,  Faccélération  ;  composition  des  vitesses  et  des  accélérai  ions. 
Mouvement  rectiligne  et  curviligne  ;  mouvement  des  projectiles. 

Le  travail,  la  puissance.  —  Le  choc  des  corps. 

Les  procédés  graphiques  sont  largement  employés  dans  l'étude  des  mou- 
vements variés  et  dans  la  balistique. 

Le  livre  donne  une  bonne  idée  de  l'allure  générale  de  l'enseignement  de 
la  dynamique  en  Angleterre.  Chaque  chapitre  est  accompagné  de  problèmes. 
Les  solutions  sont  données  dans  un  appendice. 

O.  D.  Chwolso.n.  —  Traité  de  Physiqae,  ouvrage  traduit  sur  les  éditions 
russe  et  allemande,  suivie  de  Notes  sur  la  Physique  théorique  par  £.  et 
K.  CossERAT.  —  Tome  Premier,  en  3  fascicules,  gr.  in-S*»;  l^  fasc.  407  p., 
16  fr.  ;  2ni«  fasc  153  p.,  8  ïr.  ;  3œ«  fasc.  312  p..  12  fr.  —  Librairie  Her- 
mann,  Paris. 

Ce  traité  de  Physique  a  été  traduit  sur  les  éditions  russe  et  allemande  par 
M.  Davaux  ;  il  a  été  entièrement  revu  et  augmenté  par  l'auteur.  L'accueil 
qu'il  rencontrera  auprès  des  lecteurs  de  langue  française  sera  certainement 
des  plus  favorables  et  iious  tenons  à  insister  tout  particulièrement  sur  cette 
importante  publication.  On  se  trouve  en  effet  en  présence  d'un  traité  moderne 
conçu  sur  un  plan  entièrement  nouveau  quant  à  la  forme  et  au  fond  de  l'exposé. 

L'ouvrage  comprendra  quatre  volumes.  Le  premier  volume  de  l'édition 
française  est  paru  ;  il  a  été  publié  en  trois  fascicules.  Le  premier  fascicule 
(407  p.)  débute  par  des  considérations  générales  sur  l'objet  et  les  hypothèses 
de  La  Physique  et  sur  les  états  de  la  matière;  il  est  consacré  à  la  mécanique 
générale  et  aux  méthodes  et  instruments  de  mesure.  Il  se  termine  par  une 
Note  sur  la  théorie  des  intégrateurs  par  M  E.  Davaux.  C'est  en  quelque  sorte 
une  introduction  générale  à  l'étude  de  la  Physique;  nous  la  signalons  parti- 
culièrement à  l'attention  des  professeurs  et  des  étudiants.  Ils  y  trouveront 
entre  autres,  une  excellAnie  étude  du  mouvement  vibratoire  harmonique  et  de  U 
propagation  des  vibrations  par  rayonnement,  ainsi  qu'une  intéressante  Note 
de  MM.  Eug.  et  Fr.  Cosserat  sur  la  Dynamique  du  point  et  du  corps 
invariable. 

Voici  les  titres  des  chapitres  de  la  mécanique  : 

Du  mouvement.  —  De  la  force.  —  Travail  et  énergie.  —  Mouvement  vibra- 
toire harmonique.  —  Propagation  des  vibrations  par  rayonnement.  —  La 
gravitation  universelle.  —  Eléments  de  la  théorie  du  Potentiel.  —  La  pesan- 
teur. —  Dimensions  des  grandeurs  physiques.  —  Note  de  MM.  Eug.  et  Fr, 
Cosserat. 
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Les  méthodes  et  instruments  de  mesure  donnent  Heu  aux  chapitres  suivants  : 

Remarques  générales  sur  les  mesures  physiques.  —  Quelques  instruments 
auxiliaires.  —  Mesure  des  longueurs,  des  surfaces,  des  angles,  des  volumes, 
des  forces  et  des  masses,  du  temps,  de  l'intensité  de  la  pesanteur  et  de  la 
densité  moyenne  de  la  terre.  —  Note  sur  les  intégrateurs. 

L'auteur  passe  ensuite,  dans  le  second  fascicule,  à  l'étude  de  l'état  gazeux 
des  corps,  puis  il  consacre  le  troisième  fascicule  à  l'état  liquide  et  iétat 
solide  des  corps.  En  voici  les  divisions  : 

Etat  gazeux  des  corps  :  La  densité  des  gaz.  —  La  tension  des  gaz.  —  Ba- 
romètres, manomètres  et  machines  pneumatiques.  —  Corps  à  l'état  gazeux 
au  contact  avec  des  corps  à  l'état  gazeux,  liquide  ou  solide  —  Principe  de  la 
théorie  cinétique  des  gaz.  —  Le  mouvement  des  gaz  et  leur  dissociation. 

Etat  liquide  des  corps:  Propriétés  fondamentales  et  constitution  des 
liquides.  —  Densité,  compressibilité  et  tension  superlicielle  des  liquides.  — 
Cohésion  et  capillarité.  —  Dissolution  des  corps  solides  et  des  liquides.  — 
DiCTusion  et  osmose.  —  Frottement  à  l'intérieur  des  liquides.  —  Mouvement 
des  liquides.   —  L'état  colloïdal. 

L'Etat  solide  des  corps.  —  La  matière  à  l'étal  solide.  —  Densité  des  corps 
solides.  —  Déformation  des  corps  solides.  —  Frottement  et  choc. 

Toutes  ces  questions  sont  présentées  avec  beaucoup  de  précision  et  four- 
nissent un  très  bon  tableau  de  l'état  actuel  des  recherches.  L'auteur  a  tou- 
jours soin  de  les  accompagner  de  nombreuses  indications  bibliographiques 
destinées  à  guider  l'étudiant  dans  l'étude  de  sujets  à  approfondir. 

Il  va  de  soi  que  l'auteur  suppose  connus  du  lecteur  les  éléments  d'Analyse. 

I^e  second  volume  sera  consacré  à  l'énergie  rayonnante  ;  le  troisième 
traitera  de  la  chaleur  et  le  quatrième  de  Télectricité. 

H.  F. 

Cil.  Fabre.  —  Traité  pratique  de  Photographie  stéréoscopiqne.^—  1  vol. 
gr.  in-8o,  207  p.  ;  6  fr.  ;  Gauthier-Villars,  Paris. 

L'Enseignement  mathématique  a  consacré  une  série  de  notes  aux  vues 
stéréoscopiques  et  à  leur  emploi  dans  les  écoles.  Il  convient  de  les  compléter 
en  signalant  encore  cet  ouvrage  sur  la  photographie  sléréoscopique.  Il  s'agit 
d'un  traité  pratique  qui  initie  le  lecteur  d'une  manière  rapide  et  claire  à 
l'obtention  des  images  stéréoscopiques.  fj'auteur  examine  d'abord  les  appa- 
reils et  leurs  accessoires,  puis  il  étudie  les  négatifs  et  les  positifs  stéréos- 
copiques, les  épreuves  en  couleurs,  ainsi  que  les  appareils  d'observation. 
Ces  nombreux  renseignements  et  conseils  seront  très  précieux  à  ceux  qui 
font  de  la  photographie  stéréoscopique. 

La  préparation  des  vues  stéréoscopiques  par  la  photographie  se  perfec- 
tionne chaque  jour  et  elle  se  développera  toujours  plus,  grAce  aux  nouvelles 
plaques  donnant  d'une  façon  complète  et  absolument  remarquable  la  photo- 
graphie des  couleurs.  Le  volume  de  M.  Fabre  est  donc  appelé  à  rendre 
d'utiles  services. 

W.  Felgentrabger.  —  Théorie,  Konstmktion  und  Gebranch  der  feineren 

Hebelwage. —  1  vol.  VI  et  310  p.  gr.  in-8",  125  fig.,  relié;  8  Mk.  ;  Teubner., 
Leipzig. 

La  balance  de  précision,  qui  parmi  tous  les  appareils  de  mesure  permet 
d'effectuer  les  comparaisons  les  plus  exactes,  forme  le  sujet  de  nombreuses 
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publications  anciennes  et  rôcenles.  En  satisfaisant  aux  exigences  toujours 
croissantes  des  difTérentes  brandies  de  la  science  et  de  la  technique,  la 
construction  de  ces  instruments  est  arrivée  à  un  haut  degré  de  perfection- 
nement. Cependant  et  malgré  Timportonce  du  sujet,  la  plupart  des  tpailés 
de  physique  et  de  mécanique,  visant  des  buts  plus  généraux,  se  bornent  à 
quf^lques  indications  théoriques  et  quelques  descriptions  sommaires. 

Le  livre  de  M.  Felgentraeger,  réunissant  en  un  seul  volume  les  nombreu- 
ses questions  de  détail  rattachées  à  ce  sujet,  fait  donc  œuvre  utile  et  sera 
accueilli  avec  reconnaissance.  Voici  un  résumé  des  matières  traitées  dans 
cet  ouvrage:  Théorie  (statique  et.  dynamique)  de  la  balance. — Le  fléau. — Axes, 
suspensions,  plateaux.  —  Dispositifs  des  lectures.  —  Fourchette.  —  Méca- 
nismes pour  poser,  échanger,  déplacer  les  poids  —  La  cage.  —  Les  ins- 
truments complets.  —  Emplacement,  ajustement,  détermination  des  limites 
d'exactitude  et  des  constantes  d'une  balance  —  Pesées  et  méthodes  de  pe- 
sées. —  Tables  numériques. 

L'auteur  part  d'une  théorie  générale  qui  suppose  les  axes  des  plateaux 
et  l'axe  du  fléau  disposés  d'une  façon  quelconque.  L'équation  d'équilibre  à 
laquelle  on  parvient  est  fort  compliquée.  On  la  simplifie  en  admettant  le  pa- 
rallélisme et  l'horizontalité  des  trois  axes  approximativement  réalisés.  En 
outre  l'angle  de  déviation  est  supposé  petit.  L'auteur  en  néglige  toutes  les 
puissances  supérieures  à  la  troisième  et  il  fait  remarquer  que  pour  les  ap- 
plications, il  suffit  de  tenir  compte  de  la  première  puissance  seulement.  La 
discussion  des  conditions  d'exactitude,  de  justesse  et  de  sensibilité  est  ap- 
prol'ondie  plus  qu'on  ne  le  fait  habituellement. 

Au  point  de  vue  dynamique  Fauteur  envisage  l'oscillation  de  la  balance 
comme  résultant  des  oscillations  des  deux  charges  et  de  celle  du  fléau  et  il 
tient  compte  de  l'amortissement.  Il  résume  ensuite  les  conclusions  de  la 
théorie  complète  en  trois  conditions,  qu'il  trouve  contradictoires.  La  réali- 
sation exacte  des  conditions  théoriques  est  donc  impossible,  et  c'est  au  construc- 
teur qu'incombe  la  tâche  de  chercher  une  issue  convenable.  Il  le  fera  de  diffé- 
rentes façons  selon  le  but  auquel  la  balance  est  destinée,  c'est-fi-dire  suivant 
la  grandeur  de  la  charge  maximum  et  suivant  la  précision  exigée. 

A  ces  considérations  théoriques  se  rattache  l'étude  critique  des  diverses 
parties  d'uue  balance.  Nous  ne  suivrons  pas  l'auteur  dans  cet  exposé  minu- 
tieux qui  forme  la  plus  grande  partie  de  l'Ouvrage,  mais  nous  en  recomman- 
dons la  lecture.  Le  lecteur,  même  s'il  n'était  pas  d'accord  avec  toutes  Ips 
vues  de  l'auteur,  puisera  dans  le  livre  des  renseignements  très  variés  et 
très  intéressants  sur  le  progrès  réalisé  à  l'heure  actuelle  et  sur  des  problè- 
mes dont  la  solution  est  réservée  à  l'avenir.  A.  Schidlof.   (Genève). 

Ernest  Lebon.  —  Géométrie  cotée  et  Géométrie  descriptiye.  Conforme 
aux  Programmes  du  27  juillet  1905,  classes  de  première  C  et  D.  —  1  vol. 
in-8o,  190  p..  3  fr.  ;  Delalain  frères,  Paris. 

Nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  signaler  les  ouvrages  de  Géométrie  des- 
criptive de  M.  Lebon.  Dans  cette  nouvelle  édition,  entièrement  refondue, 
l'auteur  a  tenu  à  suivre  l'ordre  général  des  Programmes  du  27  juillet  1905. 
Conformément  à  ces  programmes  l'ouvrage  débute  par  les  principes  de  Géo- 
métrie cotée  (p.  1-50)  :  la  seconde  partie  est  consacrée  à  la  projection  ortho- 
gonale sur  deux  plans  :  notions  et  problèmes  concernant  le. point,  la  droite, 
le  plan  et  les  polyèdres. 
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Ce  manuel  constitue  .un  excellent  livre  de  texte  dans  une  première  étude 
de  la  Géométrie  descriptive.  Il  prépare  en  même  temps  le  lecteur  au  Traité 
de  Géométrie  descriptive  du  même  auteur.  H.  F. 

Klein  etScHiMMACK.  —  Der  mathomatische  Unterrichtan  hôheren  Schalen. 

Teil  I  :  Von  der  Organisation   das  mathem.   l'uterrichts.  —   1   vol.  relié, 
in-8o,  236  p.  ;  Teubner,  Leipzig. 

On  sait  qu'en  Allemagne  l'enseignement  secondaire  supérieur  fait  en  ce 
moment  l'objet  d'études  très  approfondies  auxquelles  prennent  part  profes- 
seurs et  savants  des  divers  milieux  intéressés,  dépuis  l'enseignement  élé- 
mentaire jusqu'à  l'université.  Cette  coopération  donne  une  grande  impor- 
tance aux  débats  ;  il  est  réjouissant  de  constater  qu'elle  existe  non  seule- 
ment entre  les  divers  degrés  d'une  même  branche,  mais  aussi  entre  les 
branches  connexes.  Il  suffit  de  rappeler  à  ce  propos  les  travaux  de  la  com- 
mission d'enseignement  nommée  par  les  naturalistes  et  médecins  allemands. 

M.  Klein  y  a  pris  une  part  importante.  Il  estime  avec  raison  que  l'Uni- 
versité doit  collaborer  à  ces  réformes  et,  après  avoir  pris  position  dans  de 
nombreux  débats  publics,  il  a  développé  ces  questions  dans  des  conféren- 
ces universitaires  qui  ont  été  rédigées  par  M.  Schimmack. 

h2i  première  partie  d^  ses  Conférences  sur  l'enseignement  mathématique 
dans  les  établissements  secondaires  donne  un  exposé  d'ensemble  de  l'orga- 
nisation de  l'enseignement  depuis  les  premières  notions  jusqu'aux  mathé- 
matiques supérieures.  L'auteur  compte  pouvoir  consacrer  un  deuxième  vo- 
lume à  certaines  questions  de  l'enseignement  de  l'Arithmétique  et  de  l'Algè- 
bre et  un  troisième  volume  à  la  Géométrie,  de  manière  que  les  maîtres 
soient  bien  renseignés  sur  les  développements  et  la  portée  de  certains  cha- 
pitres des  mathématiques. 

Dans  l'Introduction,  l'auteur  rappelle  les  récentes  publications  et  confé- 
rences consacrées  à  ces  réformes,  puis  il  donne  un  tableau  des  différentes 
catégories  d'écoles  en  Prusse.  Dans  les  chapitres  suivants,  il  examine  tour 
à  tour  l'organisation  de  l'enseignement  des  mathématiques  dans  les  écoles 
primaires,  dans  les  établissements  secondaires  supérieurs,  dans  les  écoles 
de  jeunes  filles,  dans  les  écoles  techniques  moyennes  et  dans  les  établisse- 
ments universitaires.  Pour  chacune  de  ces  catégories,  il  étudie  le  plan 
d'études,  les  méthodes,  les  manuels,  la  formation  des  maîtres  et  les  réfor- 
mes désirables  à  l'heure  actuelle.  L'ouvrage  se  termine  par  la  reproduction 
des  rapports  sur  l'enseignement  mathématique  présentés  à  Breslau  et  à 
Meran. 

Il  est  inutile  d'insister  longuement  sur  la  portée  de  ces  conférences  très 
documentées  que  nous  nous  empressons  de  signaler  à  tous  ceux  qui  s'inié-r 
ressent  aux  progrès  de  l'enseignement  mathématique.  H.  F. 

Fr.  Reidt  —  Anleitung  zum  mathematischen  Unterricht  an  hôhereii 
Schulen.  2««  Auflage,  revidiert  u.  mit  Anmerkungen  versehen  von  Dr.  H. 
ScHOTTEN. —  1  vol.  in-8o,  269  p.,  G.  Grote,  Berlin. 

L'ouvrage  de  Reidt  sur  la  méthodologie  des  mathématiques  est  bien  connu 
dans  les  pays  de  langue  allemande  où,  depuis  vingt  ans,  il  fournit  d'utiles 
conseils  et  renseignements  à  ceux  qui  débutent  dans  l'enseignement.  Il  a 
largement  facilité  la  tâche  du  jeune  maître  en  attirant  son  attention  sur  une 
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foule  de  points  très  importants  dans  la  pratique  de  Renseignement  et,  grâce 
à  cette  nouvelle  édition,  il  continuera  à  rendre  de  nombreux  services. 

Dans  la  première  partie  de  l'ouvrage,  l'auteur  examine  d'une  manière  gé- 
nérale ce  que  doit  être  l'euseignement  mathématique  dans  les  établissements 
secondaires  et  supérieurs  :  but  et  méthodes  de  cet  enseignement.  Puis  dans 
une  seconde  partie,  la  plus  développée,  il  passe  en  revue  l'enseignement 
des  différentes  branches  mathématiques,  depuis  l'arithmétique  jusqu'aux 
éléments  du  calcul  différentiel  et  intégral. 

Comme  le  fait  remarquer  très  justement  M.  Schotten,  qui  a  revu  et  an- 
noté cette  édition,  l'auteur  n'envisage  que  le  côté  purement  logique  des  ma- 
thématiques, tandis  que  de  nos  jours  il  y  a  lieu  de  tenir  compte  en  outre 
des  applications,  dans  une  large  mesure,  afin  de  montrer  comment  les  ma- 
thématiques interviennent  dans  d'autres  branches  scientifiques.  M.  Schotten 
a  tenu  conserver  à  l'ouvrage  sa  forme  primitive  on  se  bornant  à  ajouter  çâ 
et  là  des  annotations  concernant  principalement  les  nouveaux  programmes. 

H.  F. 


G.  VivApcTi.  — Elementi  délia  teoria  délie  FunzioDi  poliedriche  e  modulari. 

—  1  vol.  double  in-16,  V-4^3  p.,   de  la  collection  des    manuels   Hoepli; 
3  L.,  Ulrico  Hoepli,  Milan. 

MM.  Poincarc  et  Klein,  par  leurs  remarquables  études  sur  les  fonctions 
fuchsiennes  et  leurs  profondes  recherches  touchant  la  théorie  des  équations 
différentielles  linéaires,  ont  ouvert  aux  géomètres  l'un  des  plus  beaux  et 
des  plus  vastes  champs  d'investigation  de  la  science  mathématique  contem- 
poraine. Hermite,  avec  ses  travaux  sur  les  fonctions  modulaires,  et  M. 
Schwarz,  en  considérant  l'inversion  du  rapport  de  deux  solutions  de  réqua> 
lion  hypergéométrique,  avaient  été  des  précurseurs. 

L'élégant  petit  volume  de  M.  Vivanti  initie  le  lecteur  à  ces  belles  ques- 
tions; ill'engage  à  pénétrer  plus  en  avant  dans  le  champ  des  fonctions  polyé- 
driques et  modulaires  et*  lui  fait  prévoir  la  riche  moisson  de  découvertes 
que  promet  l'étude  approfondie  des  fonctions  automorphes  générales. 

Elémentaire,  si  l'on  veut,  ce  livre  suppose  néanmoins  une  certaine  matu- 
turilé  et  exige  que  l'on  soit  au  courant  des  principaux  résultats  de  la  théo« 
rie  des  fonctions,  de  celle  des  nombres,  de  la  géométrie  de  situation  et  de 
l'algèbre  supérieure.  Il  se  compose  de  deux  parties  :  la  première  traitant 
des  groupes  polyédriques  et  modulaire,  la  seconde,  des  fonctions  correspon- 
dantes. 

L'intérêt  de  la  première  g^t  dans  le  fait  que  M.  Vivanti  utilise  systémati- 
quement, et  autant  qu'il  le  peut,  des  méthodes  géométriques.  Ce  procédé 
enlève,  il  est  vrai,  peut-être  un  peu  de  leur  rigueur  aux  démonstrations. 
Mais,  rendues  ainsi  plus  intuitives,  elles  plaisent  davantage  et  paraissent 
finalement,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  plus  convaincantes. 

Au  début,  un  exposé  quelque  peu  sommaire  et  abstrait  des  propriétés 
générales  des  groupes  finis,  suivi  de  deux  chapitres  relatifs  aux  substitu- 
tions et  pseudo-substitutions  linéaires.  Ce  dernier  terme  désigne  l'opération 
appelée  par  M.  Klein  substitution  de  seconde  espèce  et  dont  le  propre  est 
de  transformer  un  point  quelconque  en  un  autre,  image  du  premier  par  rap- 
port à  un  cercle  que  définit  l'opération  elle-même.  Viennent  des  considéra- 
tions sur  les  polyèdres  réguliers  convexes,  dont  l'existence  est  admise  sans 
autre   et  dont   les  propriétés  servent  à  la  définition  complète  des  groupes 
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polyédriques  existants.  Une  projection  stérëographique,  sur  le  plan  de  la 
variable  complexe,  permet  d'aboutir  ensuite  aux  expressions  analytiques 
des  i>abstitations  de  chacun  de  ces  groupes.  Pour  terminer  un  dernier  cha- 
pitre, fort  détaillé  et  suffisamment  étendu,  consacré  au  groupe  modulaire 
et  à  ses  sou>-groupes.  L'auteur,  conformément  à  ses  principes,  évite  de 
s'appuyer  sur  les  propriétés  du  groupe  arithmétique  II  préfère,  au  con- 
traire, aboutir  à  ce  dernier  après  avoir  pris  comme  point  de  départ  le  do- 
maine fondamental  correspondant. 

La  seconde  partie  comprend  les  fonctions  qui  se  rattachent  aux  groupes 
précédents.  L'auteur  indique  le  moyen  de  les  obtenir  et  après  avoir  étudié 
les  relations  auxq«i«lles  elles  conduisent,  fait  voir  comment  elles  intervien- 
nent dans  la  résolution  des  équations  algébriques  du  troisième,  du  qua- 
trième et  du  cinquième  degré. 

Le  manuel  clair,  net  et  précis  de  M.  Yivanti.  est,  d'après  son  propre  dire, 
uue  introduction  aux  célèbres  leçons  de  M.  Klein  sur  l'icosaèdre  et  les  fonc- 
tions modulaires,  dont  la  lecture  se  trouve,  de  la  sorte,  grandement  faci- 
litée. Il  peut  servir  aussi  de  (11  conducteur  dans  l'étude  des  mémoires  ori- 
ginaux, qui,  quels  qu'ils  soient,  sont  toujours  d'un  accès  assez  difficile, 
lorsque  l'esprit,  au  préalable,  n'a  pas  appris  à  s'orienter. 

G.  Dumas  (Zurich). 
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Sommaipes  des  ppincipaux  périodiques: 

American  Mathematical  Monthly,  (The),  published  unter  the  Auspices  of 
the  University  of  Chicago,  edited  byB.  F.  Finkel,  Herb.  Slaught&  Léon 
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Geschichte  der  Mathematik.  —  J.  L.  Heiberg  und  H.  G.  Zeuthen  :  Eine  neue 
Schrift  des  Archimedes.  —  Yoshio  Mikami  :  Zur  Frage  abeudlandischer 
Einfliisse  auf  die  japanische  Mathematik  am  Ende  des  siebzehnten  Jahr- 
hunderts.  —  H.  Batemax  :  The  correspondence  of  Brook  Taylor.  — G.  Ene- 
strôm :  Ùber  Bildnisse  von  Leonhard  Euler.  —  David  Eugène  Smith  :  A 
mathematical   exhibit  of  inlerest  to   teachers.   —   F.   Rudio,   G.   Enestrôm, 
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A.  Favaro  :  KIcine  Bemerkungen  zur  zweiten  Auflage  von  Cantors  «  Vor- 
lesungen  ûber  Geschichte  der  Mathematik  ».  —  Vermischte  bislorische 
Notizen.  —  AnfrageD.  —  Rezensionen.  —  Neu  erschieneoe  Schriflen.  — 
Wissenschaftliche  Chronik. 

Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de  France.  T.  XXXY.  Paris. 

Fasc.  1.  —  £tat  de  la  Société  Mathématique  de  France  au  commencement 
de  Tannée  1907.  —  Règlement  voté  à  l'Assemblée  générale,  le  20  juin 
1888,  modi/ié  à  la  séance  du  10  janvier  1907.  —  L.  Legorui;  :  Sur  l'extinc- 
tion du  frottement.  —  G.  Fo.ntkné^  :  Extension  à  l'espace  du  théorème  des 
polygones  de  Poncelet  par  des  polyèdres  réticulés.  —  Ed.  Maillet  :  Sur 
diverses  propriétés  des  nombres  transcendants  de  Liouville.  —  Félix  Lucas  : 
Note  relative  aux  points  d'intersection  des  courbes  algébriques.  —  L.  Remy  : 
Sur  une  famille  dénombrable  de  surfaces  hyperelliptiques  du  quatrième 
ordre.  —  Ch.  Bioche  :  Sur  les  surfaces  du  troisième  et  du  quatrième  ordre 
qui  admettent  pour  ligne  asymplotique  une  courbe  de  quatrième  ordre  et 
de  quatrième  classe.  —  T.  Lalksgo  :  Sur  le  groupe  des  équations  trinômes. 
—  A.  Pellet  :  Construction  des  rayons  de  courbure  d'une  classe  de  courbes 
et  de  surfaces. 

Fasc.  2.  —  GouRsAT  :  Sur  les  séries  entières  et  les  approximations  suc- 
cessives. —  Lecornu  :  Sur  une  généralisation  du  mouvement  de  Poinsot.  — 
Barré  :  Sur  uu  élément  géométrique  nouveau  des  surfaces.  —  Auric  :  Sur 
le  développement  eu  fraction  continue  d'une  irrationnelle  ambiguë  du  second 
degré.  —  Nirwenglowski  :  Sur  les  équations 
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Appell  :  Sur  Textinction  du  frottement.  —  Popovici  :  Sur  le  problème  des 
multiplicateurs  réciproques.  —  db  Sparre  :  Note  au  sujet  de  certaines  dis- 
continuités apparentes  dans  les  mouvements  où  intervient  le  frottement  de 
glissement.  —  Comptes  rendus  des  séances. 

Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  rédigé  par  G.  Dahboux,  E.  Picard. 
J.  Tannery.  —  Tome  XXXI,  1907,  Paris,  Gauthier- Yillars. 

Janvier-juillet  1907.  —  G.  Darboux  :  Sur  deux  mémoires  de  Poisson  rela- 
tifs à  la  distribution  de  l'électricité.  —  G.  Koenigs  :  Sur  la  formule  d'EuIer 
Savary  et  sa  construction  géométrique.  —  A.  Myller  :  Sur  les  équations 
intégrales.  —  Lalesco  :  Sur  la  dérivée  des  potentiels  de  simple  et  de  double 
couche.  —  R.  Baire  :  Sur  la  non-applicabilité  de  deux  continus  »  n  ei  n  -\- p 
dimensions.  —  Bounitzki  :  Un  système  particulier  d'équations  intégrales. 
—  A.  BuHL  :  Sur  de  nouvelles  applications  de  la  théorie  des  résidus.  — 
W.  Wirtinger  :  Sur  le  théorème  de  M.  Hadamard  relatif  aux  déterminanv<>. 
Comptes  rendus  et  analyses.  —  Revue  des  publications  académiques  et 
périodiques. 

Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung,  in  Monatsheften 
herausgcgeben  von  A.  Gvtzmer  in  Jena.-B.  16,  1907  ;  B.-G.  Teubner, 
Leipzig. 

1.  Heft.  —  Salzungen  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung.  —  Ver- 
zeichnis  der  Mitglieder  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung.  —  Vor- 
stand  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung  fiir  das  Jahr  1907.  — 
Kassenberichl.  —  Alfred  Pri>9gsiieim  :  l^ber  das  Fourier'sche  Integrallheo- 
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rem. —  Fr.  Meyek  :  AnweDdung  des  erweiterten  Ëuklid'schen  Algorithmus 
auf  Resuhantenbildungen.  —  Georg.  Landsbekg  :  Uber  die  Totalkrummung. 

—  W.  SoHLiNK  :  Uber  Stabilitâtsuntersuchuogen  von  Raumfachwerken.  — 
A    Voss.  —  ZurErinneruDg  an  Gustav  Bauer. 

2.  Heft.  —  Otto  Blumentual:  Uber  ganze  Iranszendente  Funktionen  —  G. 
Faber  :  Uber  Reihen  nach  Legendres'scheu  Polynomen.  —  Paul  Koebr  : 
Ubec  konforme  Abbilduog  mehrfach  zusammenhangender  ebener  Bereiche. 

—  G.  Hessenberg  :  Potenzen  transfiniier  Ordnuugszahlen.  —  Eugen  Meyek  : 
Uber  die  Analogie  zwischen  der  Géométrie  der  Punktprojektivitâten  einer 
Geraden  und  der  Géométrie  der  Kreise  einer  Ebene.  —  Oskar  Perron  : 
Was  sind  und  soHen  die  irrationalen  Zahlen? —  E.  Lampe  :  Rede  zur  Enthùl- 
lungsfeier  des  Hauck-Denkmals. 

3  u.  4.  Heft.  —  Félix  Mùller  :  Bibliographisrh-Historisches  zur  Erinii- 
erung  an  Leouhard  Euler.  (Mit  dem  Bildnis  Leonhard  Eulcrs  als  Titelbild). 

—  C.  JuEL  :  Uber  nicht-analytische  Raumkurven.  —  R.  v.  Lilienthal  : 
Uber  ebeue  Kurvennetze  ohne  Umwege.  —  P.  Stâckel  :  Uber  Potenzreihen 
von  mehreren  Verànderlichen.  —  F.  Hartogs  :  Uber  neuere  Unlersuchun- 
gen  auf  dem.  Gebiete  der  analytischen  Funktionen  mehrerer  Variabeln.  — 
M.  Krause  :  Uber  die  Darstelluug  der  stetigen  Funktionen  durch  Reihen 
von  ganzen  rationalen  Funktionen.  —  Reirhold  Mûller  :  Polbestimmung 
fur  Verzweigungslagen  bei  der  Bewegung  eines  ebenen  àhnlich-verander- 
licheu  Systems  in  seiner  Ebene,  —  H.-E.  Timerding  :  Wilhelm  Ritter.  — 
A.  Voss  :  Mitteilungen  und  Nachrichten.  —  Literarisches.  —  Berichligungen 
zura  Nekrolog.  «  Zur  Erinncrung  an  Gustuv  Bauer. 

A  signaler,  en  tête  du  n^*  1  (p.  XXIII-LIV),  l'annuaire  détaillé  des  mem- 
bres, au  nombre  de  670  et  contenant  pour  chacun  d'eux  la  date  de  naissance 
avec  des  indications  sur  les  études  suivies  et  sur  les  fonctions  dans  l'ensei- 
gnement, 

Joarnal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  herausgegeben  von  K. 

Ubnsel,  Georg  Reimer,  Berlin. 

Band  CXXXII.  Heft  1  u.  2.  —  Georg  Landsberg  :  Uber  Reduktion  von 
Gleichungen  durch  Adjonktion.  —  Michael  Bauer  :  Zur  allgemeinen  Théorie 
der  algebraischen  Grôssen.  —  Michael  Bauer  :  Uber  Gleichungen  ohne 
Afiekt.  —  Rudolf  RoTHE  :  Untersuchungcn  uber  die  geodalische  Abbildung 
zweier  Flâchen  konstanten  Krummungsmasses  auf  einander.  —  M.  Lance  : 
Die  Verteilung  der  Elektrizitàt  auf  zwei  leitenden  Kugeln  in  einem  zu  ihrer 
Zentrallinie  symmetrischen  eleklrostatischen  Felde.  —  P.  Kokott  :  Verall- 
gemeinerung  eine  Satzes  von  Gudermann  iiber  sphârische,  einander  beruh- 
rende  Kreise.  —  J.  Schur  :  Untersuchungcn  iiber  die  Darstellung  der 
endlichen  Gruppen  durch  gebrochenc  lineare  Substitutionen.  —  Niels 
NiELSETT  :  Sur  les  séries  de  fonctions  cylindriques.  —  L.-W.  Thomé  :  Uber 
eine  Anwendung  der  Théorie  der  linearen  DiOerentialgleichungen  in  der 
Varialionsrechnung.  —  C.  Kostka  :  Bemerkungen  uber  symmetrische 
Funktionen. 

N«  3.  —  H.  Weber  :  Ueber  zyklische  Zahikôrper.  —  E.  R.  Neumaxn  : 
Ueber  eine  noue  Reduktionsmelhode  bei  hydrodynamischen  Problemen,  — 
M.  Stutvaert  :  Congruences  de  triangles  cubiques  gauches  et  autres  variétés 
annulant  des  matrices.  —  E.  Jacobsthal  :  Ueber  die  Darstellung  der  Prim- 
zâhlers  der  Form  4rt-j-l  aïs  Summe  zweier  Quadrale. 

N»  4.  — L.  Sciii.ksinger  :  Zur  Théorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 
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—  R.  FuETER  :  Die  Théorie  der  Zahlstrahlen  II.  —  Félix  Bernstein  :  Zur 
Théorie  der  trigonometrischen  Reihen.  —  R.  Heger.:  Zur  Géométrie  auf 
der  Kugel.  —  Ose.  Perrom  :  Neue  Kriterien  fiir  dié  Irreduzibilitàt  algebrai- 
scher  Gleichungen.  —  Preisaufgabe  der  fùrstlich  Jablonowski'scheD  Gesell- 
schaft  fur  1910. 

Matll68i8i  Recueil  mathématique  publié  par  P.  Mansion  et  J.  Nedberg.  Série  3. 
Tome  VII,  1907.  Gand,  Hosle  ;  Paris,  Gauthier-Villars. 

Janvier-Mai  1907.  —  M.  Bertrand  :  Exposé  élémentaire  du  mouvement 
elliptique  des  planètes.  — N.  Agronomop:  Sur  un  quadrangle  orthogonal.— > 
G.  £.  Wasteels  :  Formule  relative  à  certains  volumes  dans  les  quadriques 
à  centre.  —  A.  Claeys  :  Sur  des  poiûts  d*inflexions  que  l'on  rencontre  en 
stéréotomie.  —  A.  Aubuy  :  Notes  historiques  et  analytiques.  —  J.  Neu- 
BERc:  Invoiution  et  évolution.  —  J.  Neuberg:  La  trisection  de  Maclaurin.  — 
J.  TuMMKRs  :  Sur  les  transversales  angulaires  d'un  triangle.  •—  G.  Servais  : 
Sur  les  quadriques  homofocales.  —  Noaillon  :  Résolution  graphique  de 
l'équation  du  troisième  degré. 

Mémoires  de  la  Société  royale  de  Liège.  3»  série,  T.  YI. 

J.  Fairon  :  Sur  la  représentation  de  la  forme  biquadratique  binaire.  — > 
N.  Stuttvaeht  :  Sur  les  points  singuliers  des  lieux  géométriques.  —  J.  Fai- 
ron :  Remarques  sur  un  faisceau  de  coniques.  —  A.  Versluys  :  Sur  les 
nombres  pluckériens  de  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  algébri- 
ques possédant  des  courbes  doubles.  —  Kapteyn  :  Recherches  sur  les 
fonctions  cylindriques.  —  G.  Cesaro  :  Trajectoire  lumineuse  et  distance 
zénithale  dans  une  atmosphère  fournie  de  couches  planes  parallèles.  —  A. 
Versluys  :  De  l'influence  d'un  contact  ordinaire  ou  stationnaire  de  deux 
surfaces  sur  la  développable  circonscrite  à  ces  deux  surfaces.  —  W.  Kap- 
teyn :  Sur  un  calcul  numérique  d'une  série.  —  G.  Gesaro  :  Centre  de  gra- 
vité du  triangle  sphérique.  —  A.  Gol  :  Sur  Thypocycloïde  à  trois  rebrous- 
sements.  —  Neubehg  :  Sur  l'hypocycloïde  à  non  rebroussements. 

Monatslieite  fXa  Mathematik  a.  Pliysik,  herausgegeben  von  G.  v.  Esche- 
RicH,  F.  Mertens  u.  W.  Wirtinger.  —  T.  XVIII,  1907;  Eisenstein  u.  Co\ 
Wien. 

Fasc.  3  et  4.  —  P.  Roth  :  Ueber  Beziehungen  zwischen  algebràiscben 
Gebilden  vom  Geschlechte  zwei  und  drei.  —  J.  Plemelj  :  Ueber  liiie are 
Randwertaufgaben  der  Potentialtheorie.  —  J.  Neuberg  :  Ueber  orthologische 
Tetraeder.  —  G.  Picit  :  Ueber  die  zu  einer  ebenen  algebràiscben  Kurve 
geborigen  trauszeudenten  Formen  und  Differentialgleicbungen.  —  V.  FvR- 
LAN  :  Ueber  das  Mertenssche  Postulat  \  9(n)\  ^V«~  —  ï^-  Klug  :  U^ber 
die  Orte  der  Punkte,  aus  welchen  ein  Kreis  durch  spezielle  Kegel  projisiert 
wird.  —  E.  Oekinghaus  :  Die  Ratationsbewegungen  der  Langgeschosse 
wâhrend  des  Fluges.  —  P.  Ernst  :  Ein  Analogonzur  Manuheimschen  Kurve. 

—  G.  PicK  :  Zur  Théorie  der  hypergeometrischen  Intégrale  am  elliptischen 
Gebilde. 
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CHEMINS  DE  FER  PARIS-LTON-HÉDITERRANÉE 


Voyages  internationaux  à  itinéraires  facultatifs. 

Toutes  les  gares  des  grands  réseaux  français  et  certaines  agences  de  voyages 
délivrent,  toute  l'année,  des  Livrets  de  voyages  internationaux  à  itinéraires  établis 
au  gré  des  voyageurs  et  pouvant  comporter  à  la  fois  des  parcours  : 

a)  sur  les  lignes  des  grands  réseaux  français,  des  réseaux  algériens  et  tunisiens 
et  du  réseau  corse  ; 

h)  sur  certaines  lignes  maritimes  ; 

c)  sur  les  lignes  des  Chemins  de  fer  de  l'Europe  à  l'exclusion  des  chemins  de 
fer  anglais,  espagnols,  portugais  et  russes. 

L'itinéraire  des  voyages  commencés  en  France,  en  Algérie,  en  Tunisie,  en  Corse 
on  en  Italie,  doit  comporter  obligatoirement  dès  parcours  étrangers.  L'itinéraire 
doit,  dans  tous  les  cas,  ramener  le  voyageur  à  son  point  de  départ. 

Parcours  minimum  taxé  :  600  kilom.  —  Validité  :  60  jours  jusqu'à  3000  kilom., 
90  jours  de  3001  à  5000  kilom.  et  120  jours  au-dessus  de  5000  kilomètres. 

Les  livrets  donnent  aux  voyageurs  la  faculté  de  s'arrêter  à  toutes  les  gares 
situées  sur  l'itinéraire. 

Les  demandes  de  livrets  internationaux  sont  satisfaites  le  jour  même  aux  gares 
de  Paris  et  de  Nice  et  dans  les  agences  de  voyages  lorsqu'elles  arrivent  à  ces 
gares  et  agences  avant  midi.  Pour  toutes  les  autres  gares,  les  demandes  doivent 
être  faites  au  moins  quatre  jours  à  l'avance.  Les  livrets  commandés  en  Algérie,  en 
Tunisie  et  en  Corse  étant  établis  en  France,  le  délai  de  4  jours  est  augmenté  des 
délais  de  transmission. 


PUBLICATIONS   ILLUSTREES 

En  vente  : 
1°  dans  toutes  les  gares,  les  bureaux  de  ville  et  les  bibliothèques  des  gares  de 
la  Compagnie  : 

Livret-Guide-Horaire  P.-L.-M 0^50 

2^  dans  les  bibliothèques  des  principales  gares  : 

La  carte-itinéraire  de  Marseille  à  Vintimille  avec  notes  histo- 
riques, géographiques,  etc.,  sur  les  localités  situées  sur  le  parcours.     .     .       0,25 

Les  plaquettes  illustrées  désignées  ci-après,   décrivant   les  régions  les 
plus  intéressantes  desservies  par  le  réseau  P.-L.-M.  : 
Monuments  romains  et   villes  du   moyeu- 

àge,  du  réseau  P.-L.-M (édité  en  langues  française,  anglaise  et  allemande)      0,25 

Mont-Blanc,  Chamonix »  »  »  »  »  0,25 

Savoie-Suisse »  »  »  »  »  0,25 

Dauphiné »  »  »  »  »  0,25 

Le  Rhône,  de  sa  source  à  la  mer     ...»  »  »  m  »  0,50 

La  Côte-d'A:çur,  brochure  polychrome     .     »  »  »  »  »  0,50 

L'Auvergne (édité  en  français  seulement)       0,50 

La  Corse »  »  »  0,25 

Album  de  vues  du  réseau  P.-L.-M.     .     .     . 0,50 

Album  :  Côte-d'Azur,  Corse,  Algérie,  Tunisie  (avec  cartes  postales).     .     .         0,50 

Album  :  Banlieue  de  Paris 0,25 

Albums  itinéraires  illustrés  :  Paris-Simplon-Milan  (édité  en  langues  fran- 
çaise et  anglaise) 0,50 

Paris-Lyon-Marscille-Côte-dAzur  (édité  en 

langues  française  et  anglaise 0,50 

Paris  au  Mont-Blanc  (en  français  seulement)         0,50 

Album  «  Mont-Cenîs  » 1, — 

L'envoi  de  ces  documents  est  fait  par  la  poste  sur  demande  adressée  au  Service 
(Central   de   l'Exploitation,    20,   boulevard    Diderot,    à    Paris,    et   accompagnée   de 

0  fr.  70  en  timbres-poste  pour  le  Livrel-Ciuide-Horaire  P.-L.M-.,   de   0   fr.  55  en 
timbres-poste,  pour   chacune  des  brochures  mises  en   vente  au   prix  de  0  fr.  50  de 

1  fr.  10  en  timbres-poste  pour  l'Album  «  Monl-Cenis  »  ou  de  0  fr.  30  en  timbres- 
posie  pour  chacune  des  autres  publications  énuniôrées  ci-dessus. 
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Libraires  de  l'Université,  —  Même  Maison  à  Bdle  et  Lyon. 


LIBMIRIE IITERIÂTIOIIÂLE 

SCIENTIFIQUE  ET  LITTÉRAIRE 


LIVRES  FRANÇAIS,  ALLEMANDS,  ANGLAIS 


Dépositaires  des  publications  de  plusieurs  Sociétés  savantes 

Société  de  Physique  et  d'Histoire  naturelle  de  Genèçe, 

Société  helvétique  des  Sciences  naturelles. 

Société  d'Histoire  et  d'Archéologie  de  Genève, 
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Chemin  de  fer  du  Nord 

De  Paris-Nord  à  Londres 

Via  Calais  ou  Boulogne. 
Cinq  services  rapides  quotidiens  dans  chaque  sens. 

VOIF  LA  PLUS  RAPIDE 


Services  rapides  entre  Paris,  la  Belgique,  la  Hollande,  TAIIemagne, 
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Avis  et  recommandations  à  MM.  les  Auteurs. 


Trajet 

en  3  h.  50 

8  h.  30 

8  h. 

12  h. 

18  h. 

51  h. 

46  h. 

62  h. 

28  h. 

43  h. 

49  h. 

Manuscrits  et  figures.  —  Nous  insistons  auprès  de  MM.  les  Collabo- 
rateurs pour  que  leurs  articles  destinés  à  L'Enseignement  Mathématique 
soient  écrits  lisiblement  et  d'un  seul  côté  de  la  feuille.  Lorsque  le  mé- 
moire est  accompagné  de  figures,  celles-ci  doivent  être  dessinées  avec 
soin  sur  des  feuilles  séparées. 

Nous  invitons  en  outre  MM.  les  Auteurs  à  rappeler  leur  adresse  en 
tête  de  chaque  lettre  et  de  chaque  article. 

Tirages  à  part.  —  La  Direction  de  L'Enseignement  Mathématique 
remet  gratuitement  à  MM.  les  Auteurs  à' articles  de  fond  i^ingt-cinq 
tirages  à  part  sous  couverture,  sans  remaniement  de  leur  article.  Les 
Auteurs  pourront  d'ailleurs  obtenir  un  plus  grand  nombre  de  tirages  à 
part  (jusqu'à  concurrence  de  200  exemplaires  supplémentaires)  et  cela 
aux  conditions  fixées  par  un  tarif  spécial  qui  peut  être  demandé  à 
l'Administration  ;  toutefois  la  demande  du  tirage  supplémentaire  devra 
être  faite  en  retournant  l'épreuve  corrigée. 

Pour  tout  ce  qui  concerne  les  tirages  à  part  s'adresser  à  YAdmi- 
nistration  de  V Enseignement  Mathématique^  4,  rue  du  Vieux-Collège, 
Genève.  Les  Directeurs. 
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C^tmxMB  U  Jet  Çpam^B^on^QlUébi^eïtanée. 
RELATIONS  DIRECTES  ENTRE" PARIS  ET  L'ITALIE 

Les  billets  d'aller  et  retour  de  Paris  en  Italie,  via  Mont-Cenis  et  via 
Simplon,  indiqués  ci-après,  sont  délivrés  toute  Tannée,  à  la  gare  de 
Paris,  dans  les  bureaux  succursales  et  dans  les  Agences  de  voyages. 

1.  Via  Hont-Cenis: 
BILLETS  D'ALLER  ET  RETOUR  : 


De  Paris  à 


ou  vice  versa 


Turin  .  . 

Milan  .  . 
I  Gênes .  . 

Venise.  . 
I  Florence 

Rome  .  . 

Naples.  . 


J"  (fr.) 

2«  (fr.) 

147.  — 

106.  15 

164.  80 

116.  75 

169.  80 

121.  40 

217.  75 

151.  95 

218.  70 

152.  80 

245.  70 

168.  90 

261.  60 

179.  80 

3«  (fr. 
69.  25 


Validité;  30  jours 


do.        45  jours 


La  durée  de  validité  des  billets  valables  30  jours  peut  être  prolongée  de  15  jours, 
et  celle  des  billets  valable  45  jours  peut  être  prolongée  de  22  jours  moyennant  le 
paiement  d'un  supplément  (cette  prolongation  ne  peut  être  accordée  que  par  les 
gares  de  départ  et  de  destination  du  billet). 

D'autre  part,  la  durée  de  validité  des  billets  «Paris-Turin  »  est  portée  gratuite- 
ment à  60  jours  lorsque  les  voyageurs  prennent,  à  Paris,  un  billet  de  voyage  circu- 
laire intérieur  italien  conjointement  avec  le  billet  d'aller  et  retour  «  Paris-Turin» 
ou  lorsqu'ils  justilient  avoir  pris  à  Turin,  soit  un  billet  circulaire  italien  soit  un 
billet  d'abonnement  spécial  italien,  soit  un  billet  d'aller  et  retour  combiné  italien. 

2.  Via  Simplon  : 
BILLETS  D'ALLER  ET  RETOUR  : 


De  Paris  à 
(ou  vice  versa). 


Domodossola. 

Milan 

Venise  .  .  .  . 


r«  (fr.) 

125.  — 
148.  55 
201.  25 


2°»«  (fr.) 

89.  40 
105.  95 
142.  85 


Validité  : 
30  jours. 


La  durée  de  validité  des  billets  d'aller  et  retour  «  Paris-Milan  »  et  «  Paris- 
Venise  »  peut  être  prolongée  de  15  jours  moyennant  le  paiement  d'un   supplément. 

La  validité  des  billets  d'aller  et  retour  Paris-Domodossola  est  portée  gratuite- 
ment à  60  jours  lorsque  le  voyageur  justifie  avoir  pris  à  Domodossola,  soil  un 
billet  circulaire  italien,  soit  un  abonnement  spécial  italien,  soit  un  billet  d'aller  et 
retour  combiné  italien. 

Arrêts  facultatifs.  — Enregistrement  direct  des  bagages.  — Franchise  de  30  kilog. 
de  bagages  sur  le  parcours  P.~L.-M.  Aucune  franchise  en  Suisse  et  en  Italie.     - 

Des  trains  à  marche  très  rapide  et  des  trains  de  luxe  mettent  en  relation  Paris  et  les  grandes 
villes  italiennes  par  le  Mont-Cenis  et  par  le  Simplon.  Ces  trains  sont  composés  de  splendides  et  con- 
fortables voitures  à  boggies.  —  Trajet  direct  (via  Simplon)  de  Paris  à  Milan  en  15  heures  Vt,  à  Venise 
en  20  heures  '/*•  ^  Home  en  31  heures* 

9mr    L'HIVER  A  LA  COTE  D'AZUR    ^^m  ^^ 

Billets  d'aller  et  retour  collectifs  de  2*  et  3"  classes.  —  Valables  Jusqu'au  15  Mal  1908. 

Du  !•*  Octobre  au  15  Novembre  1901,  les  gares  P.-L.-M.  délivrent,  aux  familles  d'au  moins  trois 
personnes  voyageant  ensemble,  des  billets  d'aller  et  retour  collectifs  de  2"  et  3*  classes  pour  Toulon  et 
toutes  les  gares  P.-L.-M.  situées  au-delà  vers  Menton.  Le  parcours  simple  doit  ôtre  d'au  moins  400 
kilomètres. 

(Le  coupon  d'aller  de  ces  billets  n'est  valable  que  du  l»'  Octobre  au  15  Novembre  1907.)  —  Le  prix 
s'obtient  en  ajoutant  au  prix  de  4  billets  simj^les  ordinaires  (pour  les  2  premières  personnes),  le  prix 
d'an  billet  simple  pour  la  3«  personne,  la  moitié  de  ce  prix  pour  la  4«  et  chacune  oes  suivantes. 

Arrêts  facultatifs.  —  Faire  la  demande  de  billets  4  jours  au  moins  à  l'avance  à  la  gare  de  départ. 

Des  trains  rapides  et  de  luxe  composés  de  magnifiques  et  confortables  voitures  à  boggies,  desservent 
pendant  l'hiver,  les  stations  du  Littoral-Paris-Nice  (1,087  km.)  en  13  h.  45  par  le  Côte  d'Azur-Rapide' 
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ETUDE  ELEMENTAIRE 
SUR  LE  THÉORÈME  DE  FERMAT 


Non  hic...  qui  abaco  numéros., 
scit  risisse.  Pers.  I. 


Première  Partie. 
L'Arithmétique  avant  Fermât. 

Le  théorème  de  Fermai  marque  une  ère  décisive  dans 
l'histoire  de  la  théorie  des  nombres.  Jusque  là,  celle-ci  était 
surtout  algébrique  et  consistait  principalement  dans  Tanalyse 
indéterminée  et  dans  la  recherche  et  les  applications  des 
identités,  ce  qui  n'est  qu'une  partie,  —  importante  il  est 
vrai,  —  mais  accessoire  de  cette  science.  Un  coup  d'œil  sur 
l'histoire  de  l'arithmétique  pure  avant  Fermât  fera  mieux 
sentir  l'importance  des  découvertes  de  ce  grand  géomètre  ^ 
Il  fournira  une  introduction  historique  au  théorème  de  Fer- 
mat  dont  nous  donnerons  une  étude  élémentaire  dans  un 
prochain  article. 

C'est  dans  l'école  de  Pythagore  que  paraissent  avoir  été 
émises  les  premières  considérations,  —  probablement  plu- 
tôt senties  que  raisonnées,  —  sur  les  nombres  premiers  ou 
composés^  les  nombres  parfaits,  amiables,  etc.,  ainsi  que  sur 
les  irrationnelles  et  les  formes  quadratiques,  dont  l'avène- 
ment fut  préparé  par  diverses  remarques  sur  les  développe- 
ments des  produits  {a  ±  b)^  et  {a  +  b)[a  —  b),  et  par  diffé- 

^  Si  nous  écrivions  une  histoire  de  la  théorie  des  nombres,  il  y  aurait  lieu  de  signaler  celles 
des  nombres  figurés,  des  nombres  polygones,  des  suites  sommables,  des  combinaisons,  des 
différences,  de  la  formule  du  binôme,  des  suites  récurrentes,  des  fractions  continues,  de  la 
théorie  des  équations,  toutes  choses  que  la  théorie  des  nombres  met  à  contribution.  Mais  notre 
but  est  beaucoup  plus  modeste  et  ne  vise  que  l'arithmétique  proprement  dite. 

*  Les  trois  entiers  x,  y,  z  forment  ce  qu'on  appelle  un  triangle  rectangle  en  nombres  entiers, 
ou  simplement  un  triangle;  x  et  y  en  sont  les  cathètes,  z,  l'hypoténuse.  Les  Egyptiens 
s'étaient  bien  aperçus  que  le  triangle  3,  4,  5  est  rectangle,  mais  c'est  Pythagore  qui  paraît 
avoir  démontré  et  généralisé  cette  proposition  arithmético-géométrique. 

L'Enseignement  mathém.,  9*  année  ;  1907.  28 
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rentes  solutions  de  Féqualion  x^  +  y*  =  z^  *.  On  voit  donc 
posés,  dès  cette  époque,  les  deux  grands  problèmes  de  la 
théorie  des  nombres:  la  composition  arithmétique  des  nom- 
bres et  leur  représentation  par  une  forme.  Les  premiers 
théorèmes  étaient  d'abord  de  simples  remarques  évidentes 
tfv  trouvées  fortuitement;  de  nouvelles  propositions  moins  évi- 

dentes durent  être  justifiées  pour  en  montrer  la  généralité; 
et  c'est  ainsi  que  peu  à  peu  se  créa  le  mode  de  présentation 
des  théories,  mode  qui  acquit  toute  son  ampleur  chez  Eu- 
clide,  et  est  encore  suivi  aujourd'hui  dans  les  livres  élémen- 
taires. 

Toutefois  cette  arithmétique  se  ressentait  de  son  origine 
géométrique  :  privée  des  secours  de  Falgèbre  symbolique, 
elle  empruntait  celui  de  la  géométrie;  aussi  les  énoncés  abs- 
traits étaient-ils  traduits  graphiquement,  et  les  démonstra- 
tions, tout  intuitives,  facilitées  par  des  raisonnements  sur 
des  figures,  ce  qui  empêchait  la  généralisation  des  théo- 
rèmes. D'autre  part,  l'absence  d'une  bonne  méthode  de  nu- 
mération rendait  très  dilliciles  les  opérations  numériques  et 
par  suite  Tétude  des  propriétés  des  nombres.  On  doit  donc 
d'autant  plus  admirer  la  théorie  complète  et  rigoureuse  de 
l'arithmétique  élémentaire  qu'EucIide  a  insérée  dans  ses 
Eléments  et  dont  nous  allons  rappeler  seulement  les  énoncés. 

VII.  1.  Etant  donnés  deux  nombres,  retranchons  le  plus  pe- 
tit  du  plus  grand;  agissons  de  même  sur  le  reste  et  le  plus 
petit;  et  ainsi  de  suite:  si  nous  arrivons  au  reste  1,  les  deux 
nombres  proposés  sont  premiers  entre  eux, 

2,  3.  Trouver  la  plus  grande  commune  mesure  de  deux 
grandeurs,  de  trois  grandeurs. 

5,  7.  Tout  diviseur  de  a  et  de  h  divise  a  +  b  e^  a  —  b. 

16.  ab  =  ba, 

23,  24,  25.  Si  a  et  b  sont  premiers  entre  eux,  il  en  est  de 
même  de  ac  et  de  bc,  et  réciproquement.  De  plus  tout  diviseur 
de  a  est  premier  avec  b. 

26.  Le  produit  de  deux  nombres  premiers  avec  un  troisième 
l'est  avec  ce  dernier, 

27.  Si  a  et  b  sont  premiers  entre  eux,  tout  multiple  de  a  l'est 
avec  h. 
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28.  Si  a  e/  b  sont  respectivement  premiers  avec  a  (*t  /3,  a» 
Vest  avec  bj8. 

29,  30.  Si  a  e/  b  sont  premiers  entre  eux,  il  en  est  de  même 
de  a°  et  de  b°,  ainsi  que  de  Si  +  h  et  de  a.  La  réciproque  est 
vraie, 

31.  Tout  nombre  premier  est  premier  avec  un  nombre  qui 
n'en  est  pas  multiple. 

32.  Si  un  nombre  premier  divise  ab,  il  divise  a  o^  b. 
35,  36,  38.  Trouver  le  p,  p.  c,  m.  de  plusieurs  nombres, 
37.  Le  p,  p.  c.  m.  de  deux  nombres  divise  tout  multiple  de 

l'un  quelconque  de  ces  nombres, 

41 .  Trouver  le  plus  petit  nombre  ayant  des  diviseurs  donnés, 

IX.  12.  Tout  nombre  premier  qui  divise  a°  divise  a. 

13.  Si  p  est  premier,  aucun  noînbre  plus  petit  ne  divise  p". 

14.  Le  produit  de  plusieurs  nombres  premiers  nest  divisible 
par  aucun  autre  nombre  premier, 

15.  Si  les  trois  nombres  a,  b,  c  sont  premiers  dans  leur  en- 
semble, et  que  b*  =  ac,  chacun  d'eux  est  premier  avec  la 
somme  des  deux  autres. 

20.  Les  nombres  premiers  sont  en  plus  grand  nombre  qu'un 
nombre  quelconque  (en  nombre  illimité)  ^ 

21  à  34.  Théorie  des  nombres  pairs  et  des  nombres  im- 
pairs. 

36.  Si  2" —  1  est  un  nombre  premier,  son  produit  par  2"^* 
est  un  nombre  parfait, 

X.  Ce  livre  est  consacré  à  la  théorie  des  irrationnelles  de 
la  forme  \/a  +  \/ô,  théorie  qui  a  perdu  tout  intérêt  depuis 
Tadoption  de  la  représentation  algébrique  des  identités.  Elle 
se  ramène  aux  divers  cas  de  la  relation 


v/ 


y  — ^ =  /«  +.  V^> 


a  4-  j/a«  —  U^    ,  a  -  \^' a'  —  h^ 


2 

On  y  trouve  aussi  ce  qui  suit  : 
29,  lemme  1.  La  solution  générale  du  triangle  est. 
X  =  X-fl»  —  kb^ ,  y  z=z  2kab  ,     z  r=  ka^  +  kh^  . 


*  La  démoDStration  de  ce  théorème,  qui  repose  comme  on  sait  sur  la  considération  de  Tex- 
pression  2.3.5.7.11  .  1.3  .  17  ...  p  •{■  1,  témoij^jnc  qu'Euclido  savait  que  celle-ci  peut  ne 
pas  représenter  un  nombre  premier. 
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117.  La  diagonale  du  carré  est  incommensurable  ai^ec  le 
côté.  Supposons  qu'on  puisse  représenter  le  rapport  de  ces 
deux  grandeurs  par  celui  des  deux  nombres  a  et  è,  qu'on 
peut  supposer  premiers  entre  eux  :  on  aura  a^  =  2è*,  ce  qui 
demande  que  a  soit  un  nombre  pair  2a,  et  par  suite  que  b 
soit  impair.  On  aurait  ainsi  4a*  =  26*  ou  2a'  =  i*  et  6  serait 
pair.  Le  nombre  b  serait  ainsi  pair  et  impair,  ce  qui  démontre 
Tabsurdité  de  la  supposition. 

Après  Euclide,  on  peut  citer  :  la  sommation  de  In  et  de 
2/1*,  par  Archimède;  les  études  de  ce  dernier  et  d'Apollonius 
sur  la  numération;  le  crible  d'Eratosthène;  et  ces  théorèmes^ 
probablement  pythagoriciens,  recueillis  par  divers  auteurs  : 

2n*  =  (2/i)*.  (Epaphroditus.) 

8^„  +  1  est  un  carré.  (Piutarque.)  * 

Si  on  partage  les  nombres  impairs  en  groupes  rfe  1,  2,  3,  ... 
termes,  la  somme  de  chaque  groupe  est  un  carré.  (Nicoraaque.) 

La  somme  de  deux  triangulaires  successifs  est  un  carré. 

(id.) 

Tout  carré  est  de  L'une  des  formes  3  om  3  +  1*  e^  rfc  l'uae 
des  formes  4  ou  4  +  !•  (Théon  de  Smyrne.) 

Les  fractions  j,  -j,  t,  j-^^  •••-^  ^_T  "  .  ...  tendent  en  os- 
cillant vers  la  valeur  de  \/2 .  (id.') 

Si  on  additionne  les  chiffres  de  la  somme  de  trois  entiers 
consécutifs  dont  le  plus  grand  est  un  multiple  de  3,  puis  les 
chiffres  de  cette  somme,  et  ainsi  de  suite,  on  arrivera  au 
nombre  6.  (Jamblique.) 

Quoique  Diophante  ait  traité  exclusivement  par  l'algèbre* 
les  questions  qui  nous  sont  restées  de  lui,  il  a  au  plus  haut 
point  servi  la  cause  du  progrès  de  l'arithmétique:  d'abord  en 
suggérant  diverses  théories  sur  l'existence  ou  le  nombre  des 
solutions  de-  ses  problèmes,  dont  la  plupart  sont  de  véri- 


*  /„  représente  le  »•  triangulaire,  ; . 

'  Multiple  de  3  ou  multiple  de  3  augmenté  de  1. 

3  Ajoutons  que  c'est  chez  Théon  qu'on  voit  la  première  idée  de«  carrés  magiques. 

*  Son  artifice  le  plus  employé  consiste  à  ramener  le  problème  à  rendre  carré  le  nombre 

ré^  —  b 
<i^-\-  ax  -\-  b:  il  égale  cette  expression  à  (x  4-  '*)*>  ce  «lui  lui  donne  x  =  ■,  n  étant  an 

nombre  entier  arbitraire,  il'est  la  première  idée  de  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 
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tables  théorèmes  sur  diverses  équation^  quadratiques  indé- 
terminées ',  souvent  très  difficiles  et  mênne  encore  aujourd'hui 
inaccessibles  à  toute  démonstration  ;  —  ensuite  par  sa  consi- 
dération des  formes  des  diviseurs  numériques.  Il  sait  en  ef- 
fet qu'ww  nombre  2n  +  1  «c  peut  être  une  somme  de  deux 
carrés  si  n  est  impair;  en  outre  il  paraît  admettre  qu'o/i  peut 
décomposer  un  entier  quelconque  en  une  somme  de  quatre 
carrés  (IV,  31)  et  savoir  que  les  diviseurs  d'une  somme  de 
deux  carrés  premiers  entre  eux  sont  de  la  forme  linéaire  4+1 
et  de  la  forme  quadratique  x*  +  y*,  car  il  dit  (V,  ^2)  qu'wAi 
nombre  impair  ne  peut  être  une  somme  de  deux  carrés  qu'au- 
tant que,  divisé  par  son  plus  grand  facteur  carrée  le  quo- 
tient nest  pas  de  la  forme  4 —  1,  et  (VI,  15)  que  Véquation 
15x*  —  36  =  y*  ne  peut  avoir  lieu  parce  que  15  n'est  pas  la 
somme  de  deux  carrés,  —  Il  tente  de  résoudre  ce  problème  : 
de  combien  de  manières  un  nombre  donné  peut-il  être  poly- 
gone, c'est-à-dire  de  la  forme  — '^  '  ?  Il  connaît  l'iden- 
tité de  F'ibonacci,  car  il  observe  (III,  22)  que  65  peut  se  dé- 
composer en  deux  carrés  de  deux  manières  différentes, 
parce  que  ce  nombre  est  le  produit  de  deux  sommes  de  deux 
carrés.  11  donne  d'ailleurs  plusieurs  identités  algébriques 
intéressantes,  mais  dont  l'arithmétique  ne  saurait  tirer  parti. 
Les  Indiens  ont  beaucoup  cultivé  l'analyse  indéterminée 
des  deux  premiers  degrés;  leurs  méthodes  étaient  du  reste 
plus  générales  que  celles  de  Diophante,  qui  se  contentait 
d'une  seule  solution;  et  en  outre  ils  recherchaient  des  solu- 
tions entières,  tandis  qu'il  suffisait  au  célèbre  Alexandrin 
que  la  sienne  fût  rationnelle.  Au  point  de  vue  qui  nous 
occupe,  il  convient  de  citer:  la  résolution  des  équations 
ax  —  by  =^  c  eix^  —  ay^  i=  1  au  moyen  des  fractions  conti- 
nues, résolution  qu'ils  semblent  avoir  toujours  crue  pos- 
sible ;  cette  remarque  que  Féquation  ax^  —  y*  =  i  n'est 
possible  que  si  a  est  la  somme  de  deux  carrés,  et  la  méthode 
pour  passer  de  la  solution  de  l'équation  x^ —  ûjy*=  1  à  celles 
de  ,r*  —  ay^  =  b.  Ces  découvertes  se  trouvent,  la  première 


1  Telles  que  la  suivante:  Trouver  trois  nombres  tels  qu'en  augmentant  ou  diminuant  Utir 
somme  de  chacun  d'eux,  on  obtienne  six  carris. 
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chez  Aryabhata,  les  autres  chez  Brahmegupta,  qui  en  sont 
peut-être  les  auteurs.  C'est  chez  les  Indiens  qu'ont  proba- 
blement pris  naissance  la  preuve  par  9  et  celles  par  7  et  par 
11  :  la  considération  des  résidus  de  puissances  leur  était  du 
reste  familière. 

L'arithmétique  est  redevable  de  quelques  progrès  aux 
Arabes:  ainsi  Thebit  ben  Korra  a  donné  cette  formule  de 
nombres  amiables  : 


(3  .  2"  —  1)  (3  .  2"-^  —  1)  2"  et  (9  .  2" 


1)  2" 


et  un  autre  auteur  dont  le  nom  est  inconnu,  cette  remarque 
que  toute  hypoténuse  est  de  Vune  des  formes  42  +  1,  42  +  5, 
et  Tidentité 

(a»  +  &»)»  ±  kab  {a}  —  6»)  =  (a»  —  6»  ±  2fl6)» 

comme  solution  des  équations  simultanées 

X*  -f-  ;>■  =  s' .    ^'  —  y  =  w**  . 

ou  de  Téquation  unique  2j?*  =  z*  +  t*'*.  Diophante  a  été 
connu  d'eux  vers  Tan  mil:  c'est  ainsi  que  Al-Kadjandi  a  an- 
noncé l'impossibilité  de  décomposer  un  cube  en  deux  autres 
cubes*. 

Les  premiers  algébristes  italiens  s'instruisirent  chez  les 
Arabes,  qui  certainement  ont  quelque  part  dans  les  nouveau- 
tés que  Léonard  de  Pise  (Fibonacci)  a  fait  connaître  en  Eu- 
rope. Toujours  est-il  que  c'est  dans  le  Liber  abaci  de  ce 
dernier  qu'on  voit  pour  la  première  fois  cette  règle,  de  divi- 
ser un  nombre  par  tous  les  nombres -premiers  inférieurs  à 
sa  racine  carrée,  pour  s'assurer  s'il  est  premier;  et  la  célèbre 
série  récurrente  1,  2,  3,  5,  8,  13,  21,  35,  ...,  dont  il  définit  les 
termes  par  le  dénombrement  mensuel  de  couples  de  lapins, 
en  supposant  que  chaque  couple  en  produit  un  autre  à  Tâge 
de  deux  mois  et  disparaît  ensuite  ;  —  et  dans  son  Liber  Qua- 
dratorum,  que  la  différence  des  carrés  de  deux  nombres  im- 
pairs  consécutifs  est  un  multiple  de  8;  l'identité  célèbre  de 
laquelle  il  résulte  que  le  produit  de  deux  sommes  de  deux 


^  Diophante  avait  montré  qu'un  carré  peut  toujours  se  dôcomposer  en  deux  carrés  entier» 
ou  fractionnaires,  et  parait  avoir  tenté  d'étendre  ce  théorème  aux  cubes. 
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carrés  esty  de  deux  manières  différentes,  la  somme  de  deux 
carrés;  que  la  raison  de  trois  carrés  en  progression  arithmé- 
tique, laquelle  est  de  la  forme  kab[à^ —  6*),  est  un  multiple 
de  24  et  qu'elle  ne  saurait  être  un  carré;  enfin  qu'on  ne  sau- 
rait avoir  à  la  fois 

X^  -f  j'  :r=  z*     el     x^  —  ;)  '  rz  iV*  , 

ni  avoir 

x^  —  r*  —  z* . 

Ces  trois  dernières  aflirmations  ont  été  données  sans 
preuves  satisfaisantes:  Fermât  les  a  retrouvées  et  démontrées. 

On  voit,  dans  Planude,  l'équivalent  de  la  formule  A*ai* 
=  24;  —  dans  Campanus  [PrœcL  liber  elem,  EucL  Venise, 
1482),  la  première  idée  de  la  méthode  retrouvée  par  Fermât 
et  appelée  par  lui  la  descente  infinie^;  —  dans  ^^c\o\o[Summa 
de  Aritmeiica,  Venise  1494),  la  publication  de  diverses  études 
de  Fibonacci  et  des  Arabes  ;  —  dans  Charles  de  Bouvelles 
[Opuscula,  Paris,  1511),  ces  deux  théorèmes:  les  nombres 
parfaits  sont  de  la  forme  9  +  1  et  tout  nombre  premier  est 
de  l'une  des  formes  6  dz  1^*^;  —  dans  Stifel  [Arithmetica  inté- 
gra, Niirnberg,  1544),  plusieurs  théorèmes,  dont  les  sui- 
vants :  les  deux  nombres  220  et  284  sont  amiables;  la  formule 
2.4°  —  l  ne  donne  que  des  nombres  premiers^;  n  étant  pre- 
mier avec  3,  on  a  : 

2'"»*  -  1 

-  =  0*  ;  (mod.  7) 


r  -  1 


tout  entier  est  de  la  forme  a  +  3b  +  9c  +  27d  +  81e  +  ...  , 
les  coefficients  a^  b,  c,  ...  pouvant  prendre  les  valeurs  —  1, 


^  campanus  démontre  géométriquement  ainsi  ({vC aucun  nombre  ne  peut  être  divisé  en  moyenne 

et  extrême  raison:  en  posant 

û.  -\~  b        a 

(«)  =  _.     et     a>ô,     a—  b  =  c  f    b  —  c  =  d  ^    c  —  d  =  e  ,  ... 

a  b 

on  aura  saccessivement 

a        b  b         c 

-r  =  —    et    o>c,     —  =  — -     et    c>d,... 
b         c  c         d 

on  pourra  ainsi  trouver  une  suite  indéfinie  d'entiers  décroissants  et  répondant  à  la  question 

Or  une  suite  d'entiers  positifs  ne  peut  décroître  indéfiniment.  L'égalité  (K)  est  donc  impossible 

enjnombres  entiers. 

Ce  passage  tout  à  fait  inconnu  a  été  remarqué  pour  la  première  fois  par  Genocchi. 

*  Int.  Math.  1894,  p.  122.  Voir  Ed.  Luces,  Th.  des  n.  (Paris,  IS91),  p.  424. 

*  Théorente  inexact.  On  sait  qu'aucune  expression  algébrique  finie  ne  peut  représenter  que 
des  nombres  premiers.  (Euler.) 

*  «  Septeuarius,  quemlibet  numerum  componit  et  numerat,  qui  colligitur  ex  tribus,  sex,  no- 
uem,  aut  duodecim  termiois,  proportionalitatis  duplœ,  quadruplas,  aut  sedecuplœ.  » 
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0,  1;  enfin  une  méthode  de  recherche  d'un  nombre  pensé 
qu'on  peut  rendre  par  cette  remarquable  relation 


;  X  étant  inférieur  à  a{a  +  1),  et  le  symbole  R  -  désignant  le 

i  reste  de  la  division  de  x  par  n  *. 

^  Bachet,  dans  la  première  édition  de  ses  Prob.  plaisants  et 

î^  '  déL  (Lyon,  1612),  annonçait  la  solution  de  Téquation  ax  — 

y  by  =  c,  a,  6  et  c  étant  premiers  entre  eux;  il  la  donne  dans 

î  la  seconde  édition,  publiée  en  1624,  et  démontre  l'existence, 

«^  la  périodicité  et  le  calcul  des  solutions,  en  faisant  voir  que 

\,  si  b  est  premier  avec  a,  les  valeurs  rfc  R  ^  sont  toutes  dif- 

,  fér entes ^  de  x=l  à  x  =  b  —  1,  et  se  reproduisent  ensuite 

^  périodiquement^  et  que   la  relation  ax  —  by  =•  c  entraîne 

\i  cette  autre  \R  ^j  x  —  by  =  c  . 


^  Cette  fonction  ne  nous  parait  pas  avoir  été  étudiée  systématiquement  jusqu'ici  ;  elle  semble 
cependant  devoir  conduire  à  des  exercices  intéressants.  Ainsi 

R  -  +  B  -  =  R  ^-T.-  (mod.  n) 

n  n  n 

R  -  R  —  =  R  —  (mod.  n\ 

n        n  n 

n  n 

«>»>r4>r-^>r  —V  >  R  — —■  >  - 


B-T 


*  r4 


,  R  T  X 

o>*>r4>R  >  R r-  >  R >  •  .         (EucUde.) 

*  rI  r_L  r» 

*  uS.  R—L. 

*  R-^ 

La  théorie  des  fonctions  R  -j-  ,  R  -r  et  R  -7-  sont  bien  connues  j  celle  de  R  —  n'a  pas  en- 
000  X 

core  été  étudiée. 

•  Dans  notre  dernier  article,  nous  avons  omis  de  dire  que  le  lemnu  fondamental  est  de  Ba- 
chet {Bns.  Math.  1907,  p.  286). 
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Bachet  a  encore  rendu  un  service  éminent  à  la  science 
des  nombres,  par  sa  publication  du  Diophante  (Paris,  1621), 
qu'il  a  traduit  en  latin  et  commenté.  Parmi  ses  remarques, 
nous  mentionnerons  ce  théorème  qui  porte  son  nom:  tout 
entier  est  la  somme  de  quatre  carrés  au  plus^,  et  qui  a  eu 
des  conséquences  importantes. 

Mais  c'est  surtout  à  Frénicle  que  revient  Thonneur  d'avoir 
ouvert  les  nouvelles  voies  où  devait  s'illustrer  Fermât.  On 
connaît  quelques-unes  de  ses  découvertes  par  les  Lettres  de 
Descartes,  les  Varia  Opéra  de  Fermât  et  ses  traités  arithmé- 
tiques publiés  seulement  en  1729.  Citons  les  théorèmes  et 
problèmes  suivants  : 

Il  y  a  toujours  Vune  des  cathètes  d'un  triangle  qui  est  mul- 
tiple de  3,  et  une  qui  est  multiple  de  4.  L'un  des  trois  côtés 
est  multiple  de  5.  La  somme  et  la  différence  des  cathètes  est 
de  l'une  des  formes  8  dz  1. 

Trouver  le  plus  petit  nombre  qui  soit  n  fois  hypoténuse. 
Trouver  n  triangles  ayant  même  surface. 

11  parait  avoir  remarqué  avant  Fermai  la  méthode  de  la 
descente  infinie,  l'impossibilité  dé  la  surface  d'un  triangle 
d'être  représentée  par  un  carré,  la  propriété  des  nombres 
premiers  de  forme  4+1  d'être  la  somme  de  deux  carrés,  et 
divers  problèmes  d'analyse  indéterminée.  Sa  méthode  de  dé- 
monstration était  un  tâtonnement  ou  exclusion  méthodique, 
qu'il  indique  par  des  exemples  et  qu'il  employait  très  habi- 
lement. Une  très  grande  pratique  étant  nécessaire  pour  l'em- 
ploi de  cette  méthode,  il  parait  peu  utile  de  la  mentionner 
autrement. 

Descartes,  dans  la  solution  de  plusieurs  problèmes  qui  lui 
furent  proposés,  a  montré  ce  qu'il  eût  pu  produire  s'il  avait 
cultivé  l'arithmétique.  Outre  la  solution  de  plusieurs  ques- 
tions diophantines,  il  fait  voir  {Lettres^  Paris,  1667)  que  les 
nombres  4  —  1  ne  peuvent  être  des  carrés  ni  des  sommes  de 
deux  carrés;  que  les  nombres  8  —  1  ne  peuvent  être  des  car- 
rés ni  des  sommes  de  deux  ou  de  trois  carrés;  que  si  3a  —  1, 
6a  —  1  et  18a*  —  1  sont  des  nombres  premiers,  le  nombre 
2a (18a*  —  l)  et  la  somme  de  ses  diviseurs  sont  amiables^;  que 


^  Théorème  laissé  sans  démonstration  jusqu'à  Lagrange. 
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(3  +  4k)  a  ^'^  et  que  a  soit  multiple  de  3  et  non  de  9, 


a 

3 


1 


2  -h  3A-      3 


que  si  a  c^/  multiple  de  3  e/  wo/i  rfe  45,  et  que  a  =  -^  o-a,  o«  a 


45/7 


5  <î(45fl) 


que  si  a  e^/  multiple  de  3  ///«/^  wow  rfe  819,  et  que  a  =^  -^  o-a, 

273fl  =  io{273fl)  ; 
o 

que  si  a  w'e^/  divisible  ni  par  31,  ni  par  43,  -/^/  /?«r  127,  «i 
/?ârr  1024,  on  a 

ka  Ba 


A  ~  2»»     43  .  127 


B=r31 


9|Aa)     -    9[Ba) 

théorèmes  qui  servent  de  types  et  permettent  de  multiplier 
indéfiniment  les  solutions  des  nombres  aliquotaires^.  On  voit 
dans  les  mêmes  Lettres  qu'en  1638,  de  S*®  Croix,  autre  arith- 
méticien insigne,  connaissait  le  théorème  des  nombres  po- 
lygones, extension  de  celui  de  Bachet  ;  que  Descartes  savait 
que  les  seuls  nombres  parfaits  pairs  sont  ceux  d'Euclide  et 
que,  ^7/  y  en  a  d'impairs,  ils  sont  de  la  forme  pp'*p"'  •«• ,  p, 
p',  p",  ...  désignant  certains  nombres  premiers*.  Ajoutons 
que,  dans  le  t.  XII  du  B.  Bon,  (Rome,  1879),  on  voit  que 
Descartes  avait  trouvé  ces  propositions  par  le  moyen  de  la 
relation /(«6)  =--  f[à)  f[b),  (Ch.  Henry,  Rech,  sur  les  man,  de 
Fermât,)  Tous  ces  travaux  de  Descartes  sont  de  1638. 

Dans  les  Cogitata  physico-mathematica  (Paris,  1644),  de 
Mersenne,  on  trouve  les  énoncés  des  résultats  qu'on  vient 
de  voir  relatifs  aux  nombres  aliquotaires,  et.  en  outre  les  pro- 
positions que  voici,  dues  probablement  à  Fermât: 


^  Descartes  applique  ces  formules  aux  cas  de  a  =  2,  ce  qui  lui  donne  le  couple  de  Stifel,  de 
a  =  8  et  de  a  =  64. 

*  fin  représonto.  la  somme  des  diviseurs  de  »,  //i  la  somme  de  n  et  de  ses  diviseurs,  c'est- 
à-dire  <Sn  -|-  n. 

'  Ed.  Lucas  (1.  cit.)  donne  une  restitution  très  plausible  des  démonstrations  de  ce*  théo- 
rèmes. Voir  aussi  les  Comm.  Arith.  d'Euler. 

*  Voir  Lionnet  [Noiiv.  An.,  1879),  Sylvester  (Comptes  Rendus,  18fi8),  Stuyvaert  (Mathesis,  1896). 
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Les  seules  valeurs  de  n  donnant  pour  2°  —  1  des  nombres 
premiers,  jusqu'à  n  =  257,  sont  1,  2,  3,  5,  7,  13,  17,  19,  31, 
67,  127,257». 

Le  plus  petit  nombre  ayant  cent  diviseurs  est  126765060022 
8229401496703205376,  et  la  66' puissance  de  ce  nombre  mul- 
tipliée par  la  quatrième  de  cet  aw/re  847288609443  donnerait 
le  plus  petit  nombre  ayant  un  million  de  diviseurs. 

Dans  son  fameux  Traité  du  triangle  arithmétique,  divulgué 
en  1654,  mais  publié  seulement  en  1665,  Pascal  a  donné  une 
théorie  complète  des  nombres  figurés,  des  combinaisons  et 
du  développement  de  [a  +  6)",  toutes  choses  connues  des 
Indiens  et  des  Arabes,  mais  non  démontrées  et  d'ailleurs 
incomplètement  traitées  jusque  là*.  Pascal  démontre  les  for- 
mules relatives  à  ces  trois  théories,  fait  voir  les  relations 
qu'elles  ont  entre  elles,  les  appli(|ue  aux  questions  de  proba- 
bilité, à  l'expression  générale  de  2.r"  qu'on  ne  connaissait 
que  pour  tes  onze  premières  valeurs  entières  de  n  et  en  tire 
la  démonstration  de  la  formule 


/ 


t"  da  1= 


//  -f  1 


ainsi  qu'un  grand  nombre  de  théorèmes  remarquables,  dont 
ceux-ci  : 

Ga,  b  est  divisible  par  h  ! 

Le  nombre  total  des  combinaisons  de  n  objets  est  2°  —  1  *. 

Mais  c'est  surtout  dans  sa  méthode  de  démonstration  que 
Pascal  a  bien  mérité  de  la  science,  méthode  applicable  à  une 
foule  de  questions  où  il  s'agit  d'une  suite  indéterminée  de 
nombres  :  elle  consiste  à  montrer  qu'une  certaine  propriété 
supposée  vérifiée  pour  l'entier  n,  l'est  encore  pour  a?  +  1,  de 


^  Les  Deuf  premiers  de  ces  nombres  étaient  déjà  connus.  Le  nombre  67  paraît  mis  pour  6t. 
L'assertion  de  Mersenne  a  été  vérifiée,  sauf  pour  les  nombres  premiers  71,  89,  101,  103,  107, 
109,  127,  137,  139,  149,  157.  163,  167,  173,  181,  llta,  199,  227,  229,  241  et  257. 

*  En  Europe,  le  calcul  des  coeflicients  du  développement  de  (a  -|-  bi""  à  l'aide  de  ceux  de  {a  -\- 
b)"  *  a  été  d  abord  indiqué  par  Stifel  |1.  cit.)  ;  et  le  calcul  des  coeflicients  à  l'aide  de  ceux  qui 
les  précèdent  dans  la  même  puissance,  l'a  été  par  Briggs  [Trigonometria  britannica,  Goude, 
1633).  Voir  Mathesis,  1907,  p.  63. 

*  Cette  proposition  a  été  publiée  d  abord  par  Schooten.  Voir  plus  loin. 
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«orte  que  si,  par  Texamen  direct,  on  prouve  qu'elle  Test 
pour  /î  =  1,  elle  Test  pour  /i  ::=  2,  puis  pour  w  =  3,  etc.  11 
démontre  ainsi  les  deux  formules  principales  des  nombres 
figurés 

^a.,  h  —  ^a,  b-     +  ^a— 1,  6  —  1 
^a.l  +  ^a.a  +  Ca.3  +  +"  ^a.  *  =  ^a+l.*  * 

Wallis,  dans  sa'  célèbre  Arithnietica  infinitorum  (Oxford, 
1655),  a  introduit  dans  la  science,  des  idées  nouvelles  et  har- 
dies, qui  furent  critiquées;  elles  devaient  cependant  aboutir 
à  la  découverte  de  vérités  importantes.  Nous  voulons  parler 
de  la  relation 

1 

2  .  4  .  fi  ...  (2nl 


/'^-"•'"--=1.3.5...(2>.-l>- 


de  V interpolation  des  termes  de  la  suite  1,  j ,  — ^ ,  z   h   1  "  '" 

qu'il  suppose  être  différentes  valeurs  d'une  fonction  conti- 
nue et  qu'il  représente  par  une  courbe. 

Schootèn  [Exercitationum  mathematicarurUf  Leyde,  1657), 
a  fait  voir  que  le  nombre  total  des  combinaisons  de  n  objets 
est  2**  —  1,  et  a  donné  la  liste  des  plus  petits  nombres  ayant 
respectivement  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  11,  12,  ...  100  divi- 
seurs,  lesquels  sont  2,  4,  6,^16, 12,  64,  24,  36,  48,  1024,  60,  ... 

Le  premier  écrit  où  il  est  question  des  travaux  arithmé- 
tiques de  Fermât,  est  le  Commercium  epistolicum,  de  Wallis 
(Oxford,  1658).  On  y  trouve  les  énon<!és  de  différentes  ques- 
tions importantes  dont  celles-ci  : 

Trouver  un  cube  qui,  ajouté  à  ses  diviseurs  donne  un  carréy 
et  un  carré  qui  ajouté  à  ses  diviseurs  produise  un  cube  ; 

Téquation  dite  de  Pell,  x^  —  ai/*  =n  l,  dont  Brouncker 
donne  la  solution  pour  a  =  13^*^; 

les  équations 

x>  -I-  2  =  r*  .     x*  -h  4  =  /  .     a*  -{-  b*  =  X*  -{-  f  ', 


*■  E^  désignant  la  valeur  de  la  partie  entière  du  nombre  non  entier  tt,  la  solation  de  Broun- 
cker revient  à  poser  x  =  (E  K'tâ)  y  4-  «»  <*'oû  4y*  =  (iay  +  «*  —  1  «^  ^**  **  une  expression 
ij/i  =  3a  4-  /I3a*  —  4  de  la  valeur  de  y;  on  pose  de  même  y  =  (Eyi)  y  -f-  *>  ©*  ainsi  de  suite. 
—  La  justification  de  cette  solution  n'a  été  donnée  que  par  Lagrange. 
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l'impossibilité  de  partager  un  cube  en  deux  autres  cubes, 
et  celle  de  trouver  un  triangle  dont  Taire  soit  un  carré  ;  . 

l'expression  2*°  +  1  représente  un  nombre  premier^; 

tout  nombre  premier  de  la  forme  4  +  1  e^/  une  somme  de 
deux  carrés  ;  tout  nombre  premier  de  la  forme  3  +  1  divise 
X*  +  3y^  ;  tout  nombre  premier^  de  la  forme  8  —  1  est  une 
somme  de  trois  carrés. 

Mais  c'est  surtout  dans  la  réédition,  par  le  fils  de  Fermât, 
du  Diophantus  de  Bachet  (Toulouse,  1670),  que  l'on  voit  les 
monuments  du  génie  de  Fermât.  Nous  enciterons  ce  qui  suit  : 

l'impossibilité  de  l'équation  x^  '\-  y*^  =  z^ ^  pour  a  >  2, 
non  encore  démontrée  en  général. 

Si  p  désigne  un  nombre  premier  de  la  forme  4  +  1.  les 
équations 

V  -f  :)'  =  ^2rt—  1     et     j:«  -I-  j»  =  p^n 

ont  chacune  n  solutions; 

le  produit  (a*  +  b")^°-*'(c'  +  A^^  est.  de  n  manières,  la 
somme  de  deux  carrés:  de  là,  le  moyen  de  déterminer  le 
nombre  de  fois  qu'un  nombre  peut  être  hypoténuse^  on  un 
nombre  qui  soit  n  fois  hypoténuse; 

résoudre 

x^  +  f  =r  û»  -I-  />•  ; 

théorème  des  nombres  polygones:  tout  entier  est  la  somme 
ûfen/i»'»""; 

trouver  une  infinité  de  triangles  ayant  même  aire; 

l'aire  d'un  triangle  ne  peut  s'exprimer  par  un  nombre 
carré;  ce  qui  revient  à  dire  qu'on  ne  saurait  avoir  xy{x^  + 
y«)  =  2*.  Cest  la  seule  proposition  sur  la  démonstration  de 
laquelle  Fermât  ait  laissé  quelques  indications.  Il  la  démontre 
par  la  descente  infinie  dont  nous  avons  déjà  parlé'.  Sa  dé- 
monstration a  été  rétablie  par  Euler. 


^  Eoler  a  roconnu  que  cette  proposition  est  fausse.  Fermât,  qui  la  destinait  à  faciliter  la 
recherche  des  nombres  parfaits,  y  revient  quatre  autres  fois,  dans  les  écrits  qui  nous  res- 
tent de  lui.  n  parait  l'avoir  cherchée  très  longtemps. 

'  Legendre  a  reconnu  que  cette  proposition  a  lieu  pour  un  nombre  impair  quelconque  do 
cette  forme. 

>  S'agit-il  de  faire  voir  qu'une  certaine  propriété  ne  convient  pas  à  un  nombre  d<-stgné  ? 
On  cherchera  un  nombre  plus  petit  qui  jouisse  de  cette  propriété,  s'il  en  est  de  même  <!ii  |»re- 
mier.  De  \h  un  troisième  nombre  plus  petit  et  dans  les  mêmes  conditions.  En  continuant  .ûd;;!, 
on  obtiendrait  une  suite  infinie  d'entiers  décroissants,  ce  qui  est  absurde.  L'hypothèse  du 
point  de  départ  est  donc  fausse.  Voir  par  exemple  Mathesis,  1905,  p.  8. 
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La  publication  également  posthume  d'une  partie  de  la  cor- 
respondance de  Fermât  [Opéra  varia^  Toulouse,  1679),  per- 
met d'apprécier  encore  mieux  les  découvertes  de  l'illustre 
géomètre,  et  quel  regret  on  doit  avoir  de  ce  qu'il  n'a  pu  faire 
connaître  ses  méthodes  arithmétiques,  que  les  savantes  mé- 
thodes actuelles  n'ont  pu  remplacer.  On  peut  mentionner  ce 
qui  suit  : 

Tout  nombre  composé  de  trois  carrés  ne  peut  l'être  de  deud\ 
même  en  fractions  {lettre  à  Mersenne,  1636). 

La  méthode  de  Maximis^  sert  pour  la  recherche  des 
nombres  aliquotaires.  Les  nombres  672  et  120  sont  doubles 
de  la  somme  de  leurs  diviseurs^,  220  et  284  sont  amiables 
de  même  que  17296. et  18416*.  Sommation  des  bicarrés  et 
des  nombres  figurés.  [Diverses  lettres  à  Roberval^  1636.) 

Il  parle  des  progressions  géométriques  commençant  à 
l'unité,  dont  il  a  envoyé  de  belles  propositions  à  Frénicle; 
il  rappelle  quMl  a  démontré  (\\x'aucun  nombre  de  la  forme 
4—1  n*est  composé  de  deux  carrés,  ni  entiers  ni  fraction-- 
naires;  enfin  il  avance  que  tout  diviseur  premier  d'une  somme 
de  deux  carrés  premiers  entre  eux  ne  peut  être  de  la  forme 
4  —  1,  ce  qui  sert  pour  reconnaître  si  un  nombre  donné  est 
premier  [lettre  à  Robervat), 

Nous  sommes  arrivé  à  l'importante  Lettre  à  Monsieur  de  ***. 
dont  il  est  nécessaire  de  donner  une  analyse  détaillée.  Fer- 
mat  parle  de  certaines  progressions  dont  les  propriétés 
servent  à  trouver  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 
a^  ±  1,  et  énonce  ainsi  le  célèbre  théorème  qui  a  gardé  son 
nom  :  «...  il  m'importe  de  vous  dire  le  fondement  sur  lequel 
j'appuie  les  démonstrations  de  tout  ce  qui  concerne  les  pro- 
gressions géométriques,  qui  est  tel  : 

Tout  nombre  premier  mesure  infailliblement  une  des  puis- 
sances —  1,  de  quelque  progression  que  ce  soit,  et  l'exposant 
de  ladite  puissance  est  sous-multiple  du  nombre  premier 
—  1.  Et  après  qu'on  a  trouvé  la  première  puissance  qui  sa- 
tisfait à  la   question,  toutes  celles  dont  les  exposants  sont 


*  Le  calcul  diirérentiel. 

*  Voir  sur  ce  sujet  Lettres  de  Descartes,  l.  III,  p.  392. 

3  (^es  quatre  nombres  ont  été  trouvés  par  Descartes.  Voir  plus  haut.  Euler  a  longuement 
traité  de  ces  nombres  (Voir  ses  tommentationes  Arithmetlca',  t.  1,  p.  402;  t.  II,  pp.  627  et  63T). 
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multiples  de  Texposant  de  la  première  satisfont  de  même  à 
la  question.  » 
Ainsi  on  a  : 

3»  =  3  .     3»  =  9  .     3»  =  1  (mod.  13) 

donc  l'exposant  3  divise  13  —  1,  et  de  plus  3^*  =  1  (mod.  13). 

Si  le  gaussien^,  t  de  a  est  impair,  on  ne  saurait  avoir 
«*  +  1  =  0.  Ainsi  2^*  =  1  (mod.  23);  donc  23  ne  divise  aucun 
nombre  de  la  forme  2*  +  1.  Si,  au  contraire,  t  est  un  nombre 
pair  2?,  on  a  .  «*  +  1  =  0. 

La  difficulté  de  l'application  de  cette  théorie  est  dans  la 
recherche  du  nombre  premier  p  tel  qu'on  ne  puisse  écrire 
a^  +  1  =  0,  c'est-à-dire  tel  qu'il  divise  a' —  1,  /  étant  im- 
pair. Elle  sert  dans  la  recherche  des  nombres  parfaits  et  à 
donner  la  raison  de  ce  que,  par  exemple,  2^^  =  1  (mod.  223). 

Fermât  donne  encore  ces  deux  théorèmes:  si  p  est  un 
nombre  premier  de  forme  4  —  l,  et  quon  puisse  trouver  deux 
nombres  a  e/  b  tels  que  a^^'^*  =  b,  on  aura  a*  =  1  avec  t  im~ 
pair^,  —  Aucun  diviseur  de  2}  —  2  n  est  de  la  forme  x'  +  2. 
[Lettre  à  Monsieur  de  ***,  1640.) 

Si  p  est  premier,  les  diviseurs  de  2^  —  2  sont  de  la  forme 
2ph  et  deux  de  2^  —  l,  de  la  forme  2ph  +  1-  (Lettre  à  Mer- 
senne,) 

Il  indique  différents  nombres  aliq notaires  (lettre  à  Car- 
cavi),  et  énonce  les  propositions  suivantes  :  On  arrive  au 
théorème  des  nombres  polygones  en  démontrant  que  tout 
nombre  premier  4  +  1  est  une  somme  de  deux  carrés.  —  Tout 
nombre  premier  3  +  1  e^/  de  la  forme  x*  +  3y*  ;  et  tout  nombre 
premier  8  +  1  ow  8  +  3,  rfe  ^a  forme  x*  +  2y^.  [Lettre  à  Pas- 
cal, 1654.) 

Malgré  de  longues  et  minutieuses  recherches,  les  écrits 
contenant  les  méthodes  de  Fermât  n'ont  pas  pu  être  retrou- 
vés, sauf  trois  lettres  intéressantes,  non  datées,  la  seconde 


*  On  appelle  ainsi,  d'après  Ed.  Lucas  (l.  cit.),  l'exposant  /  do  la  plus  petite  puissance  de  a 
qui  donne  a^  =  l,  au  lieu  de  la  longue  et  vague  dénomination  de  Gauss  :  exposant  appartenant 
à  a. 

*  (^e  qui  revient  a  dire  que  a  étant  résidu  de  p  =  -^  —  1,  «>«  ne  saurait  avoir  a''  +  1  =  u. 
Cela  fait  voir  que  F'erinat  sait  que  si  a  est  résidu  de  p,  en  posant/»  =  "îm  -\-  I,  on  a  :  a"*  =  l, 
et  que  si  pour  k  impair  on  a  :  a*  =  1,  on  ne  peut  avoir  pour  /i  <  Jir,  a'^  ~  —  I . 
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envoyée  à  Frénicle  et  la  troisième  à  Huygens,  et  publiées 
dans  le  B,  Bon,  (1.  cit.).  Nous  en  donnons  ici  ce  qu'il  y  a  de 
plus  important. 

Tout  impair  non  carré  est  autant  de  fois  la  forme  x*  —  y* 
qu'il  est  le  produit  de  deux  facteurs.  Soit  à  trouver  les  fac- 
teurs de  n  =  2027651281  ;  par  l'extraction  de  la  racine  carrée, 
on  trouve  n  =  45029*  -f  40440.  Le  carré  suivant  surpasse  n 
de  2  .  45029  -f  1  —  40440  =  49919,  nombre  non  carré,  ce  que 
ses  deux  derniers  chiffres  indiquent  suffisamment.  Le  carré 
qui  suit  surpasse  n  de  49619  f  2  .  45029  +  3  =  139680, 
nombre  non  carré.  Continuant  ainsi,  on  trouve  à  la  dixième 
opération,  45041'  =  n  +  1020*;  de  là  la  décomposition  n  = 
46061  .  44021. 

OP      I      * 

p  désignant  un  nombre  premier^  le  nombre  — ^  est  de  la 

forme  2ip\i  +  1.  Si  ab  n'est  pas  de  la  forme  2°,  le  nombre 
2ab...  ^  \  se  décompose  aisément  en  ses  facteurs  K 

Enfin,  dans  la  lettre  à  Huygens,  Fermât  apprend  qu'il  se 
servait  de  sa  méthode  de  la  descente  pour  démontrer  : 
c^n  aucun  facteur  de  la  formule  a*  +  3b'  ne  peut  être  de  la 
forme  3  —  1  :  que  la  surface  d'un  triangle  ne  peut  être  un 
carré  ni  entier  ni  fractionnaire;  que  tout  nombre  premier 
4  +  1  ^^/  une  somme  de  deux  carrés;  le  théorème  de  Bachet  ; 
la  solution  de  Téquation  de  Pell;  l'impossibilité  de  l'équation 
^B  ^  yB  __  2*;  que  l'équation  x*  +  2  =  y*  a  l'unique  solution 
X  =  5  ;  que  l'équation  x'  -f  4  =  y'  n'a  pas  d'autres  solutions 
que  celles-ci  \  =2,  x  =  11.  Il  annonce  que  l'équation  (2x"  —  1)* 
=  2y*  --  i  n'a  qu'une  solution  qui  est  x  =:2;  et  qu'il  a  des 
règles  pour  résoudre  l'équation  ax^  -^  b  =  y^,  ou  démontrer 
son  impossibilité,  et  de  même  pour  les  équations  simulta- 
nées ax  +  b  =i  y^,  ax  -i-  c  =^  z*. 

Maintes  fois  des  doutes  ont  été  émis,  non  sur  la  bonne  foi 
de  Fermât,  mais  sur  la  valeur  de  ses  démonstrations;  il  faut 
reconnaître  que  le  seul  de  ses  théorèmes  qui  ait  été  reconnu 
faux  était  énoncé  par  lui  comme  non  démontré.  D'ailleurs, 
le  cas  échéant,  il  reconnaît  lui-même  l'imperfection  de  cer- 

*  Par  exemple,  a,  b,  ...  ëtaot  impairs,  il  est  divisible  par  2^  -f  1,  par  2*  -f-  1,  par  2**^  -f-  1,  ... 
et  chacun  de  ces  facteurs  est  divisible  par  3. 
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taines  de  ses  méthodes,  particulièrement  dans  la  recherche 
des  diviseurs  numériques  ^  D'un  autre  côté,  il  a  assez  vive- 
ment critiqué  Wallis  de  s'être  servi  de  la  simple  induction 
dans  les  démonstrations  de  son  Arith.  inf.  pour  qu'on  ne 
puisse  croire  qu'il  avait  agi  de  même.  La  science,  en  s'éten- 
dant  et  se  perfectionnant,  a  perdu  de  sa  simplicité,  et  il  n'y 
a  guère  lieu  de  s'étonner  que  les  procédés  élémentaires  de 
Frénicle,  de  S**-Croix  et  de  Fermât  nous  échappent;  et, 
même  retrouvés,  ils  ne  pourraient  peut-être  plus  nous  ser- 
vir, l'habitude  étant  perdue  des  longs  calculs  numériques 
que  ne  craignaient  pas  d'entreprendre  ces  savants  non  en- 
core habitués  aux  calculs  de  l'algèbre,  plus  mécaniques  et 
moins  suggestifs. 

Nous  terminons  notre  historique  qui  sera  continué  par 
VŒuvre  arithmétique  d'Euler,  de  Lagrange,  de  Legendre  et 
de  Gauss  par  cette  remarque  que  Fermât  ne  paraît  avoir 
étudié  que  dans  Euclide,  Diophante,  Viète  et  Bachet:  ses 
découvertes  paraissent  avoir  été  faites  entre  1630  et  1638  et 
avoir  eu  pour  origine  la  considération  des  nombres  parfaits 
ainsi  que  diverses  questions  proposées  par  Frénicle. 


Deuxième  Partie 

Étude  élémentaire  sur  le  théorème  de  Fermât. 

1.  —  Lemmes^l. L'expression  ^ —  h^est  algébriquement  di- 
visible par  a  —  b.  De  plus  si  k  est  pair,  elle  l'est  par  a  +  b  ; 
si  k  est  impair  a^  +  b^  est  divisible  par  a  +  b. 

En  outre,  si  k  est  multiple  de  n,  et  dans  ce  cas  là  seule- 
ment,  a^  —  b**  estdivisible  pars^  —  b".  Plus  généralement,  si  0 
est  le  p.  g.  c.  d.  de  k  et  de  n,  a®  —  b^  sera  le  p.  g.  c.  d.  de 
a^  —  b^  et  de  a"  —  b".  Et  ainsi  des  autres  expressions. 


^  Cependant,  dans  une  lettre  à  Mersenne  de  16^3,  il  donne  la  décomposition  en  facteurs  d'un 
nombre  de  douze  chiffres,  qui  lui  avait  été  proposé. 

*  Nous  donnons  ces  différent»  lemmos  pour  rendre  cet  article  tout  à  fait  indépendant  des 
précédents  (Etu.  Math.,  1907,  pp.  24  et  286). 

L'Enseignement  mathém..  9*  année  ;  1907.  29 
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Il  suit  de  là  qu'on  a  : 

(1)  [a  4-  6A)*  =  a*  ,  [bh  —  if^.  =  \  ,  (bh  —  i)"+^  =  —  1      \mod.b) 
II.  Dans  cette  identité  d'Euler* 

(2)  ,1  4-  fl)(l  +  /')  ...  (1  -f-  /)  =3  1  -f  fl  +  A(1  -h  rt)  4-  -.  + 

/(i  4-  û)  ...  (1  4-  ^K 

changeons  a,  è,  c,  ...  en  -7  .  —  ,  -  ,   ...   il   viendra  la  formule 
des  nombres  figurés 

<3)       1  -f  C„,i  +  C„^, ,,  -h  C,^,^3  +  ...  4-  C„^_,  =  C„^,,,; 
d*oii  l'identité  de  Nicole, 

|4|  1.2.3...n  -f  2.3... (n  4-  1)  H-  3.4...(n  4-  2)  4-  ...  4- 

m.  Le  nombre 

^      _a{a  —  \]{a  —  2)  ...  {g  -  b   ^  1) 

€^/  entier  (Pascal).  De  plus,  si/;  est  premier,  on  a 

(5)  S,"  =  ^  <^"*^'"' 
I\  .  On  a  : 

(6)  [a  4-  bf  =  fl"  4-  C„  ,  «"-U  4-  ...  -f 

C„,„_,flft«-'4-C„„&"  (Brigçs) 

d'où,  à  cause  de  (5),  si  p  est  premier, 

0)  (a  -^  bf  =  aP  -{-  fpP  (Euler) 

V.  Posons 

y*  ==  .r(a:—  1)  ...  {x  —  n  -\-  \)  -\-  Ax  ...  (x  —  «  4-  2)  4-  ... 
4-  Mx(.r  —  i)  4-  jr  , 

A,  B,  ...  L,  M  désignant  des  coeflicients  qu'il  n'est  pas  indis- 
pensnble  de  déterminer,  on  aura  : 

^  Pour  d'autres  applications  de   cette  identilt^,  voir   Progreso  Matematico,  1900,  p.  401  et 
Mathesis,  1907,  p.  147. 
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a:"  +  *— -x^zra-lx  —  1)  ...  (x  —  n)  -i-  Pue  ...  (x  —  n  -|-  1)  +  ...  + 
Mx(a:  ~  1)  (X  —  2)  -f-  x(x  —  1)  ; 

d'où,  sommant  Ae  X'=^  ikx  =^  p  —  1,  et  posant 

5^=1*+  2* -h  3*+  ...  +  (;,-!)*, 

_p  .„(p^n-\)  p...{p-n\ 

•'"■f^        *«-  ^^^2^  +^         ,1+1         -t-    ••  + 


4^3 


Par  suite  si 
on  a  : 

Or 
donc 


5j  =  0.*3  =  0,   ... 

(8)  *„  ^  0  .  (n  <  ;,  -  1) 

W  *^-,  =  -  (/^  -  1)  ! 

VI.  Supposons  que  la  congruence  du  n^  degré  ¥[x)  =  0 
ait  w  -f  1  racines,  et  soient  a,  b,  ,,.  c  les  p  —  n  —  2  non- 
racines  ;  la  congruence  du  {p  —  2)®  degré 

{x  —  û){x  —  b)  ...  (x  —  c)F{x)  =  0 

aurait  évidemment  p  —  1  racines.  Or  soit  Ax^-'^  -f  BxP"^ 
+  ...  +  L.r  +  M  =  0  cette  dernière  congruence  ;  en  y  faisant 
successivement  .r  =  1,  2,  3,  ...  />  —  I  et  faisant  intervenir  le 
lemme  V,  on  aurait  en  sommant, 

M(p  — 1)  =  0     ou     —  M  =  0 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  M  =  0,  chose  impossible, 
puisque  le  produit  M  de  toutes  les  racines  ne  peut  être  mul- 
tiple de  p. 

Il  est  donc  impossible  que  la  congruence  F  (:r)  =  0  ait 
plus  de  n  racines. 


'  Quand  lo  module  n'est  pas  oxplicitement  indiqué,  il  s'agit  du  nombre  premier  p. 
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Cof\  Si  la  congruence  F(a;)=  0  a  n  racines  et  que  son 
premier  membre  puisse  se  décomposer  en  deux  facteurs  en- 
tiers f[x) ,  f  (j?) ,  de  degrés  A:  et  /i  —  A:,  les  deux  congruences 
ont  respectivement  A:  et  n  —  k  racines.  (Lagrange). 

VII.  Posons 

0  <  *  ±  1  <  5  .     ilA*  ±  B»  =  nV  ,  /i  >  //  . 
k(K  -  /i'«)»  ±  (B  -  n'6)«  =  n'n", 

et  prenons  a  ei  b  tels  qu'on  ait 


il  viendra 


A  -  n'a  <  1  >  B  -  fi'6  ; 


„';,"  <  L^  „t  <  n'«      d^où      n"  <  n'  . 


Or,  en  tenant  compte  de  cette  identité  d'Euler 
(10)     (itA*  ±  B«)  (XA"  ±  B")  =  (XAA'  q:  BB')«  ±  X-  (AB'  —  A'B)». 
on  a  : 

(nn')(n'n")  =  (XA»  ±  B«  —  XAAV  q:  BB'n')»  ±  X  (BA'  —  AB')«/i'«  , 

d'où,  en  remplaçant  A-A*  zh  B*  par  «/«', 

nn"  =  (n  —  XAA'  qp  BB')«  ±  X(BA'  —  AB')*  . 

On  a  ainsi  un  second  multiple  de  n  inférieur  au  proposé, 
et  de  la  forme  a*  db  A:/3*. 

Opérant  de  même  sur  cette  expression,  on  en  tirera  un 
troisième  multiple  nn'"  de  la  même  forme  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  ce  qu'on  arrive  au  nombre  n  lui-même,  puisque  les 
nombres  w,  n\  w",  ...  sont  de  plus  en  plus  petits.  Le  nombre 
n  est  donc  de  Tune  des  formes  kx^  ±  y*  ou  x'  ±ky^. 

Ainsi  les  diviseurs  rfe  A*  +  3B«,  rfe  A*  +  2B«  c/  rfc  A*  +  B» 
sont  respectiifement  des  formes  x^  +  3y*,  x*  +  2y*  et  a  *  +  y*. 
Ceux  de  A*  —  3B*  peuvent  se  mettre  sous  l'une  des  deux  for- 
mes  X*  —  3y*,  3x*  —  y*.  Et,  à  cause  des  identités 

x«  —  2r»  =  2  (x  —  j)«  —  (x  —  2y)^ 
x«  -  5r»  =  5  (a:  -  2j)«  —  (2x  —  5j)«  . 
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4*  Enfin  nous  ferons  remarquer  que,  pour  les  restes  des 
s  de  a  =  — r—  ,  on  a  : 

2a  ±  1  =  0  ,  2a«  ±  a  =  0  ,  2a»  ±  rt»  ^  0  .  ...  (mod.  b) 


j  b±l 

puissances  de  a  =  — r—  ,  on  a 
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on  peut  encore  dire  que  les  dwiseurs  de  A*  —  2B'  et  de  A*  — 

5B'  peuvent  se  mettre  respectivement  sous  les  formes  x*  —  2y*  ^ 

et  X*  —  5y*. 

Le  principe  de  celte  démonstration  est  dû  à  Lagrange,  qui 
a  prouvé  ainsi  que  tout  diviseur  d'une  somme  de  quatre  carrés 
est  lui-même  une  somme  de  quatre  carrés.  Euler  avait  ouvert 
la  voie^  en  essayant  de  démontrer  de  cette  manière  les  cas 
de  A»  +  B«.  de  A«  +  28^  et  de  A^  +  3B*. 

2.  —  Les  nombres  «,  b  étant  premiers  entre  eux,  on  peut 
se  demander  quelles  sont  les  propriétés  des  restes  obtenus 
en  divisant  par  h  les  multiples  ou  bien  les  puissances  de  a. 
L'étude  du  premier  cas  a  fait  Tobjet  de  notre  précédent  ar- 
ticle. Le  second  cas  va  nous  occuper;  mais  auparavant,  il 
convient  de  montrer,  par  quelques  exemples,  comment  on 
peut  souvent  abréger  le  calcul  direct  des  restes. 

7 160 

1®  Soit  à  trouver  R  -777  .   La  division  des  nombres  7,  7',  7*, 

1\  7'«,  7",  7««.  7"»  donne  les  restes  7,  49,  343,  478,  288, 
255,  284,  -  110,  —  79;  donc 

,,«,  _  _  284.79  =  _  1  (mod.  641)  (Euler) 


% 


2®  Trouver  le  reste  de  la  division  de  3^®^  par  13.  On  a 
3®=l(mod.  13),  et  comme  1000=1  (mod.  3),  il  s'ensuit 
3*oo«  =  3  (mod.  13).  (Gauss). 

3®  Soit  à  trouver  les  restes  des  puissances  de  «  =  189  di- 
visées par  b  =:  191. 

On  trouve  directement  les  restes  1,  189,  4,  183,  16,  159,  .^ 

64,  63,  ...  On  a  ainsi  :  r^ 

a'  =  a*  —  a^  .     d'où     a®  =  a'  —  a'  ,  a*  =  a*  —  à*  ,  ...     (mod.  191)  ^ 

De  même,  pour  ô  =  19  et  a  =  3,  4,  5,  6,  on  pourra  utiliser 
les  relations 

2a«  +  1  =  0  ,    a«  —  fl  —  1  =  0  ,    a»  —  fl  —  1  =  0  , 

fl*  -f-  2  =  0  (mod.  19)  (Desmarels) 
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3.  —  5/  a  est  premier  avech^  il  y  a  toujours  dans  la  progrès- 
sion  a,  a*,  a",  ...  a^-*,  au  moins  un  terme  a*  quiy  divisé  par 
h  donne  le  reste  1.  Les  restes  suivants  se  reproduisent  périodi- 
quement, (Euler  1759).  Aucun  reste  n'étant  nul,  parmi  les  b 
premiers  restes,  il  y  en  a  au  moins  deux  qui  sont  égaux. 
Posons  en  conséquence  : 

a^  =  c  ,   a^  =  c  ,     il  viendra     «^(a*""^ —  1)  =  0         (mod.  b) 

ce  qui  démontre  la  première  partie  de  la  proposition.  La 
deuxième  se  vérifie  en  observant  que  de  a'  =  1,  a"  =  a 
(mod.  b),  on  tire  a'+'*  =  a  (mod.  b). 

Cor,  I.  Si  t  esile  gaussien^  de  a,  tous  les  restes  qui  pré- 
cèdent sont  différents.  Autrement  le  raisonnement  de  tout  à 
rheure  ferait  voir  qu'il  y  a  une  puissance  plus  petite  qui 
donne  le  reste  1,  et  /  ne  serait  pas  le  ganssien  de  a, 

II.  De  ce  qu'on  peut  toujours  écrire  a^  =  l  (mod.  6),  on 
conclut  que  tout  entier  a  premier  avec  b  a  toujours  un  as- 
socié  a  =  fl'""*,  c'est-à-dire  un  nombre  tel  que  ««  =  l 
(mod.  b). 

III.  a  et  c  étant  premiers  avec  6,  on  peut  toujours  écrire 

a'  =  1  .  c'  =  1  ,     doù     a*  ^c'  =z  kb  (mod.  b) 

multipliant  par  c  et  posant  ca'""*  =  .r,  kc  ^  y  (mod.  b),  cette 
équation  devient 

(o)  ax  —  by  =  c  , 

Ainsiy  di  et  c  étant  premiers  avec  b,  on  peut  toujours  trou- 
ver un  nombre  x  <  b,  tel  que  la  relation  a  ait  lieu. 
Autrement.  Les  b  nombres 

a        f  a        c  t  a        c.,  ...  a'c        ,  flc        ,  c 

sont  incongrus  à  6  :  il  y  en  a  donc  au  moins  deux  qui  sont 
congrus  entre  eux.  Posons  en  conséquence  : 

a^-ic*-*^  a*  -^+^*  -*-*  (mod.  b) 

ce  qui  donnera 

Ip)  c*  =  a*  (mod.  b) 


Exposant  de  la  plus  petite  puissance  de  a  qui  donne  a^  =  1  (mod.  b). 
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Il  existe  donc  un  nombre  h  inférieur  à  b  permettant  de  satis- 
faire à    /S).   Le  reste   de  la  démonstration  s'achève  comme 

tout  à  rheure.  .1 

IV.  Si  a*  =  1  (mod.  b),  x  est  forcément  un  multiple  du  ^^ 
gaussien  t.  »^ 

V.  Les  /  restes  sont  évidemment  premiers  avec  le  divi-  | 
seur  6,  de  sorte  que  si,  avec  Gauss,  on  désigne  par  y  [b)  le  ? 
nombre  des  entiers  plus  petits  que  b  et  premiers  avec  lui,  1 
on  a  /  ^  y  [b),  ^1 

Si  /  <  9(6),  soient  1,  a,  a\  ...  les  /  restes,  et  /3,  y,  cî,  ...  | 

les  autres  nombres  inférieurs  à   6  et  premiers  avec  lui.  En  '.'4 

divisant  par  6  les  nombres  jS,  jSa, /3a', /5a".  ...  on  aura  /  restes  ,      -^l 

différant  entre  eux  et  différents  des  premiers,  puisque,  en  ,| 

posant,  par  exemple,  -Â 

af  "^  (I.  ,  a^  '=:.  9!                                    (mod.  h)  '    Jjj 


(11)  a^<*'=l  (mod.  A) 

En  effet  (p(6)  est  un  multiple  de  t,  d'après  le  corollaire  qui 
précède. 
5.  —  Théorème  de  Fermât,  Si  b  est  un  nombre  premier  /?, 

on  ^  (f{p)  =  p  —  1,  d'où 

(12)  «^~*  =  1  . 
Autrement.  De  (7)  on  tire  : 
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aucune  des  expressions  suivantes,  où/  <  g^  <  /, 

pa'  —  pa  =  pJ{a«-^  —  1)  ,  et'  -  j3a  =  af^a^-f  —  p)     (mod.  h)  J 

ne  peut  se  réduire  à  un  multiple  de  b  ;  car  a^^f  n'est  ni  =  1  J 

(mod  i),  ni  =  j8  (mod.  6),  puisque  g  — /  <C  ^  ^t  que  le  reste  -^ 

correspondant  ne  peut  être  que  a,  ou  «',  ou  a".  ...  vj 

Opérons  de  même  sur  les  restes  y,  cï,  ...  nous  finirons  par  -^ 

épuiser  complètement  la  suite  des  nombres  <  èet  premiers  >J 

avec  lui.  Cette  suite  est  donc  partagée  en  groupes  de  /  ter-  '1 

mes  et  par  suite  y  (6)  est  un  multiple  de  /.  Far  conséquent  /  ^ 

est  égal  à  f  [b]  on  à  un  diviseur  de  9(6).  (Euler  1758).  \ 

4.  —  Théorème  d'Euler,  Si  les  nombres  di  et  h  sont  pre- 
miers entre  eu.r^  on  a  : 


.1 
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d'où,  en  changeant  successivement  x  en  a  —  1,  a  —  2,  ...  3, 
2,  1  et  additionnant,  la  relation 

(13)  fl(fl^-*—  1)  =0  , 

identique  à  (12).  (Euler  1748). 

Cor.  I.  Quel  (|ue  soit  l'entier  .r,  on  a  : 

(14)  jc''  —  X  =r  0  .  (Euler) 

La  grande  importance  du  théorème  de  Fermât  résulte  de 
ce  fait  caractéristique  que  la  congruence  (14)  quoique  non 
identique,  est  satisfaite  pour  a:  quelconque.  Il  fait  partie  du 
petit  nombre  de  ces  vérités  simples  et  fécondes,  —  telles 
quen  géométrie,  le  théorème  de  Pythagore  et  celui  des  tri- 
angles semblables,  —  lesquelles,  condensant  en  une  seule 
idée  un  grand  nombre  de  principes  en  apparence  distincts, 
—  parce  que  la  faiblesse  de  notre  intelligence  nous  empêche 
de  voir  qu'ils  n'en  font  souvent  qu'un  seul  vu  sous  des  as- 
pects différents,  —  nous  permettent  de  ménager  nos  efforts 
dans  la  conquête  de  nouvelles  vérités  et  d'envisager  de  nou- 
veaux buts.  Aussi  les  diverses  généralisations  élémentaires 
qui  ont  été  données  de  ce  théorème  sont-elles  restées  à  peu 
près  sans  emploi  et  ne  présentent-elles  guère  d'autre  inté- 
rêt que  celui  d'exercices  isolés. 

II.  Puisque/?  —  1  est  un  nombre  impair,  on  a,  en  posant 
/?  =  2w  +  1  ; 

(15)  (V*  -f  1)  (a"*  —  1)  =  0 

Les  deux  facteurs  du  premier  membre  ne  peuvent  avoir 
d'autre  facteur  commun  que  2;  on  a  donc  : 

(16)  a'»  4-  1  =  0  ou  fl"*  —  1  =  0 

m.  Théorème  de  Wilson.  De  (9)  et  de  (12),  on  tire 

(17)  (/?-!)!  -1-1  =0 

IV.  1**  Supposons/?  =  4y  +  1  et  soit  x  =  a  une  des  non- 
racines  de  [x  +  1)^^  ~  x^^  =  0.  Puisque  [a  +  1)*^  —  «*^  =  0,  il 
s'ensuit  que  [a  +  1)^^  +  a^  =  0.  Ainsi  /?  =  4  +  1  divise  tou- 
jours une  somme  de  deux  carrés.  D'ailleurs  aucun  nombre 
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premier  p  =  A  —  1  ne  peut  diviser  j;*  -|-  y*  :  en  effet  on  a  : 
x^^^  —  y'""^  =  0;  donc  en  posant  p  =  2m  +  1>  on  voit  que 
(x*)'"  +  iy^)"*  ne  peut  être  =  0.  Or  cette  expression  est  divi- 
sible par  .r*  +  y^  puisque  m  est  impair;  donc  a  fortiori/?  ne 
peut  diviser  x^  +  y'  (Euler). 

2®  Selon  que  u  et  v  sont  de  même  parité  ou  de  parité  diffé- 
rente, u^  -\-  uv  +  v^  peut  se  mettre  sous  Tune  ou  Tautre  des 
deux  formes 

Donc  six  =^  a  est  une  non-racine  de  (x  +  l)^"  —  .r*'*  =  0,  le 
nombre  /?  =  6A:  +  1  étant  premier,  on  aura  : 

[{a  -I-  1|2*  —  a2*j  j^^  _^  ||U  _|_  (a  ^  1)2*  a^*  4-  «**] 

donc/?  =  6-1-1  divise  y^  +  82'  (Euler;. 

V.  Chacune  des  congruences  j?'"  +  1  =  0,  j;"*  —  1  =  0  a  m 
racines  (lemme  VI). 

La  congruence  xp-'^  —  l=Oales/?  —  1  racines  1,  2,  3,... 
p — 1,  ou  si  Ton  veut,  les  nombres  ±:  1,  dz  2,  ±  3,...±:  m. 
De  là,  les  relations 

(jr  _  1)  (x  —  2)...  (x  —  />  -I-  1)  —  x^  -  ^  -I-  1  =  0 


(18) 
(19) 


(x'  -  l)(a:»—  4)...  (x«  -  m»)  —  x^-^  -I-  1  =  0. 


Ces  deux  congruences,  bien  que  du  degré  p  —  2,  ont 
p —  1  racines:  elles  sont  donc  identiques,  et,  en  les  déve- 
loppant, les  coefficients  seront  tous  =  0  (Lagrange). 

VI.  Plus  généralement,  si  /'est  un  diviseur  de  p  —  1,  la 
congruence  x^ —  1  =  0  a  /  racines  (Euler).  Ainsi  selon  que 
/?  =  4  =P  1,  la  congruence  x*  —  1  =  0  a  deux  ou  quatre  ra- 
cines. 

VII.  1®  Soit/7  =z  4y  -|-  1,  on  aura  pour  certaines  valeurs  de  a:, 

x«î  -h  1  =  0 . 

donc  />  =  4  +  l  divise  une  somme  de  deux  carrés  et  est  par 
suite  une  somme  de  deux  carrés,  (Fermât).  On  utilise  le  lemme 
VII. 


■■i 
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2^  Soit  /?  =  8ç  +  l,  il  viendra 

0  =  x*^  -f  1  =  (;r«^  ip  1)«  ±  2q  {x\^ 

par  conséquent  /?  =r  8  +  1  divise  certains  nombres  des  deux 
formes  >*  ±:  2z*  et  par  suite  il  est  de  ces  deux  formes,  (Lemme 
VU). 

3**  Soit/?  -=:  8y  +  3;  la  valeur  j;  =  2  rend  incongru  k  p  \e 
second  facteur  du  produit  (j7*^  +  ^+  1)  (.r*^  +  ^  —  1),  puisqu'il 
est  alors  de  la  forme  2y^  —  1,  laquelle  ne  convient  pas  à  la 
forme  Sq  +  3,  que  y  soit  pair  ou  qu'il  soit  impair.  On  a  donc  : 

ce  qui  fait  voir  que  les  nombres  premier  8  +  3  sont  diviseurs 
de  nombres  de  la  forme  2j  -  +  z*  et  par  suite  sont  de  la  même 
forme, 

4*^  Soit/?  =  89  +  7  ;  on  a: 

0  =  (2*^7  +  ^  -I-  1)(2*'7+^  —  1). 

/;  ne  peut  diviser  2*^"*-^  +  1,  ni  par  suite  2*^+*  +  2,  car  il 
serait  de  la  forme  2y^  +  2,  qui  ne  peut  se  réduire  à  la  forme 
8y  -\-  7.  On  a,  par  conséquent  : 

0  =2*'7  +  *  _  2  =  r'  —  2. 

Donc*  les  nombres  premiers  8  +  7  sont  diviseurs  de 
y^  —  2z'  et  sont  de  la  même  forme. 

5*^  La  comparaison  de  ces  quatre  théorèmes  fait  voir  que 
leurs  réciproques  sont  vraies. 

6*  Si  /?  =  3  +  1,  la  congruence  a®  —  1  =  0  a  trois  racines, 
puisque  son  premier  membre  divise  xP"'^  —  1.  Soit  a  une  de 
ces  racines;  on  aura: 

(a  —  t)  (fl»  -f-  fl  -f-  1)  =  0    d'où    a»  4-  a  ^-  i  =  0    et    (2^  -f-  1)»  4-  3  =  0. 

Donc  tout  nombre  premier  3  +  1  divise  \^  +  3y*,  et  par 
suite  est  de  la  même  forme, 

T  Soit  /?  =  5  +  1  ;  il  viendra,  en  appelant  a  une  des  racines 
de  x""  —1=0, 

\a  —  1)  (fl*  4-  r/»  +  fl»  4-  a  -h  11  =  0.   d'où    (2</«  4-  a  4-  2)»  —  5fl«  =F  0  . 
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Donc  tout  nombre  premier  5  +  1  divise  x^  —  5y*,  et  par 
suite  est  de  la  même  forme, 

8**  Enfin  soit /?  =  7  -j-  1  et  soit  «  une  racine  de  .t^  —  1=0; 
il  viendra  : 

(2a»  H-  a»  —  fl  -^  2)«  4-  7  |fl«  +  fl)*  =  0 . 

Donc  tout  nombre  premier  7  +  1  divise  x*  +  7y*.  i 

Ces  démonstrations  sont  dues  à  Euler  (1®,  2**,  T  et  8**)  et  à  K 

Lagrange  (3**,  4"^  et  6®).  Gauss  a  fait  voir  que  A  et  A'  désignant  y^ 

certains  polynômes  entiers  en  a,  selon  que  /?  --  4  =b  1,  on  ',')' 

a: 

mais  la  loi  de  réciprocité^  qui  sera  donnée  plus  tard,  dispense  ,     .-^«J 

d'enlrer  dans  plus  de  détails  à  ce  sujet.  "^il 

6.  —  Si  /  est  le  gaussien  de  a,  p  est  de  la  forme  /A  +  1  ^-j 

(Euler).  En  effet  /  divise  p  --  i,  donc  /;  =  1  (mod.  t),  ^^ 

Cor.  I.   Si  /  est  premier,   tout  facteur  premier  impair  de  ^\ 

a^  —  1,  qui  ne  Test  pas  de  a  —  1  est  de  la  forme  2th  +  1.  De  >| 
plus,  il  est  de  la  forme  quadratique  x^  —  ay^,  car  de  a'  —  1 
=  0,  on  tire 


C-î-T— » 


II.  Si  /  est  premier,  tout  facteur  premier  de  2'  —  1  est  de 
de  la  forme  2th  +  1  (Fermât),  et  de  Tune  des  formes  8  zt  1, 
car  il  divise  2^+^  —  2,  qui  est  de  la  forme  .r*  —  2.  (Euler). 

Ainsi  les  facteurs  premiers  de  2*^  —  1  étant  à  la  fois  62+1 
et  8  ih  1,  on  trouvera  aisément  qu'ils  appartiennent  à  Tune 
des  formes  248  +  1,  248  +  63.  Essayant  la  division  par  les 
nombre  premiers  de  ces  deux  formes,  Euler  s'est  assuré  que 
281  —  j  ggj_  premier,  comme  Tavait  affirmé  Fermât. 

III.  Tout  diviseur  impair  /?  de  or'  +  1  est  de  la  forme 
2th  +  1.  En  effet  p  divise  d^^ —  l  ;  or  il  ne  divise  aucun 
nombre  «'* —  1,  où  n  serait  diviseur  de  2/,  car  il  diviserait 
aussi  a^ —  1,  ce  qui  ne  peut  être,  puisqu'il  divise  a'  +  1,  et 
que  les  deux  nombres  a'  —  l  et  a'  +  1  n'ont  d'autre  diviseur 
commun  que  2. 

Application.  Fermât  avait  pensé  que  la  formule  2^"  +  1  ne 
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renferme  que  des  nombres  premiers.  Euler  a  prouvé  ainsi 
l'inexactitude  de  cette  proposition.  Les  diviseurs  de  2"  -4-  1 
sont  de  la  forme  64  +  1  ;  or  les  nombres  premiers  de  cette 
forme  <  \/2"  +  1  sont  193,  257,  449,  641...  Essayant  la  di- 
vision de  2'*  +  1  par  ces  nombres,  on  trouve  qu'elle  réussit 
avec  641  *. 

Depuis,  on  a  trouvé  de  même  que  pour  n  =  5,  6,  9,  11,  12, 

18,  23,  36,  38,  le  nombre  2^"  +  1  est  composé.  Il  y  en  a  pro- 
bablement une  infinité  dans  ce  cas. 

Cette  méthode  d'Euler  a  été  Tobjet  d'importantes  exten- 
sions. Voici  la  plus  simple,  due  à  Ed.  Lucas:  les  diviseurs  de 
2"  +  1  sont  de  la  forme  128  +  1  (7,  AppL),  On  a  donc  à  consi- 
dérer seulement  les  nombres  premiers  de  cette  forme,  dont 
le  premier  est  641.  L'examen  des  diviseurs  à  exclure  est 
ainsi  considérablement  réduit. 

7. — Résidus  et  non-résidus.  Le  reste  de  la  division  de  a*"  par 
p  est,  comme  on  sait,  1  ou  —  1.  Le  nombre  a  est  appelé  ré- 
sidu de  p  dans  le  premier  cas  et  non-résidu  dans  le  second*: 
la  raison  de  ces  dénominations  est  que,  suivant  qu'on  a  a*"  = 
±:  1,  on  peut  ou  on  ne  peut  écrire  .r'  =  a.  En  effet  : 

1**  Supposons  qu'on  pût  écrire  .r*  =  a  avec  a'"  =  —  1,  on 
aurait 

ce  qui  est  faux,  car  .r''""*  =  1  ;  «r  n'est  donc  pas  un  résidu. 
2®  Soit  a"*  =  1,  on  a  la  congruence 

qui  B  p  —  1  racines.  Or  le  premier  membre  est  divisible  par 
x^  —  a,  donc  la  congruence  x*  —  «  =  0  a  deux  racines,  et  a 
est  résidu. 

Cor,  I.  Le  produit  de  plusieurs  nombres  est  un  résidu  ou 
un  non-résidu  selon  que  le  nombre  des  non-résidus  qui  entrent 
comme  /acteurs  dans  ce  produit  est  pair  ou  impair. 

*•  On  peut  être  surpris  que  Fermât,  qui  avait  fait  tous  les  frais  de  cette  démoDStration.enait 
laissé  l'honnear  à  Euler.  D'aprës  Plana,  il  ne  parait  pas  avoir  non  plus  remarqué  les  deux  for- 
mes des  diviseurs  de  2'  —  1.  [Mém.  sur  la  th.  des  i»,  Turin,  1859.) 

B  _  1 
*  Nous  rappelons  que  partout  m  est  mis  pour  ^— ; —  . 
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U.  La  congrue nce 

(«)  X»  —  ay^  =  b 

est  toujours  possible  (Lagrange).  Il  faut  démontrer  qu'au 
moins  un  résidu  de  p  est  de  la  forme  ay^  H-  é,  ou  que  la 
congruence 

iP)  («r*  -h  ^)'"  =  1 

pou  toujours  avoir  lieu.  Or  la  congruence  conjuguée  (ay*  + 
b)'"  =  —  1  est  du  degré  p  —  1  et  ne  saurait  avoir  p  —  1  ra- 
cines. Elle  a  donc  au  moins  une  non-racine,  qui  satisfait  à 
(/3)  et  par  suite  à  (a). 

III.  Si  /?  =  4  +  1,  a  et  — a  seront  ensemble  résidus  ou 
non-résidus.  S\  p  =  i  —  1,  Tun  est  résidu  et  Tautre  non-ré- 
sidu. On  a  en  effet,  selon  Tun  ou  Tautre  cas, 

ant( —  a)m  z^  ^  (a*)'»  . 

IV.  1«  Si  /?  =  8  db  1,  on  aura  : 

2j»=  x^    d'où    2'"^'-'  =xP-^, 
ou  bien 

(18)  .     2'"  ~  1  .     •  (/?  =  8  ±  1) 

2^  Si  /?  =  8  +  3,  on  aura  : 

2j«  =  —  X*  ,    d'où    2'"j''-"*  =  —  x^"^  =  —  1 . 
Donc 

(19)  2"'  =  -  1  .  (p  =  8  +  3) 

3"  Si  /?  =  8  +  5,  /?  ne  peut  être  de  la  forme  ./;*  —  2y'  ;  on 
ne  peut  donc  écrire  2"*  =  1  et  par  suite  on  a  : 

(20)  2"'  ^  -  1  .  (;>  =  8  -h  5) 

4**  En  résumé  on  a  : 

(21)  2'"  =  (—!)«      . 

Applications,  !•  ^Çe^o/?  çw^  p  e^/  de  l'une  des  formes  8  zt  1 
ou  de  l'une  de  celles-ci  8  zb  3,  p  divise  2™  —  1  ou  2*"  +  1. 
(Euler.) 
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T  Soit;?  =  8AÀ:  +  1  un  diviseur  premier  de  2**  +  1  (6,  III). 
k  est  pair;  autrement,  en  élevant  à  la  puissance  de  degré 
impair  k  la  congruence  2*^  =  1,  on  aurait  2*"  =  —  1  ce  qui 
ne  peut  être  puisque  2  est  résidu  de  p.  Ainsi  tout  diviseur 
d«  2**  +  1  est  de  la  forme  16A  +  1.  (Ed.  Lucas.) 

8.  —  Racines  primitives.  On  appelle  racine  primitive  de  p 
un  nombre  dont  les  p — 1  premières  puissances  divisées 
par/;  donnent  pour  restes  la  totalité  des  nombres  1,  2,  3,  ... 

Le  nombre  premier  p  a  ^  (p  —  1)  racines  primitives  (Euler). 
Démonstration  de  Gauss.  1®  Décomposons  p  —  1  en  ses  fac- 
teurs premiers,  et  soit  p  —  1  =  l^a^b^c^f  ...  soit  g  une  des 

non-racines  de  x   ^    =  1,  et  posons 


=  A  ,     d'où     A" 


=  g^-'  =  1  . 


L'exposant  de  toute  puissance  inférieure  de  A  congrue  à 
Tunité  doit  diviser  «"  et  elle  ne  peut  être  que  de  la  forme 

A         .  Or  ce  nombre  ne  peut  être  congru  à  1,  puisque  son 
multiple 


^         ^  g 


a 


ne  Test  pas  :  on  peut  donc  toujours  trouver  un  nombre  A  tel 
que  a^  soit  congru  à  Texposant  de  la  plus  petite  puissance 
congrue  à  1  (gaussien  de  A). 

2®  Soient  B,  G,  ...  les  nombres  formés  de  la  même  manière 
avec  bP,  c^,   ...   et  posons   (ABG...)'  =  1.   L'un  des  fadeurs 

premiers  de  p  —  l^  a  par  exemple,  divise  donc^  "~    ,  et  par 

suite 


i«) 


p-_\ 
(AB...)    «     =  1 


Or  les  nombres  br^  c^,  ...  divisent^ ,  donc  on  a  : 


^-1 
B    "*     =z  1  . 


Lu} 
C    **     =  1, 
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et  par  suite,  à  cause  de  (a) 

A   «     -,  1  . 

a"  diviserait  donc  ^  "~     ,  ce  qui  est  faux,  car  ^  "^  .    n'est 

pas  entier.  Le  nombre  p  —  1  est  donc  le  gaussîen  de  (AB...). 

3**'  Soit  R  la  racine  primitive  (AB...)  dont  l'existence  vient 

d'être  prouvée.  Si  ^  est  le  p.  g.  c.  d.  de  p  —  1  et  de  A,  on  a  : 

p  —  \  h 

Si  6  >  1,  le  gaussien  de  (R^)  est  <  />  —  1,  et  (R*)  n'est  pas 
une  racine  primitive.  Si  0  =  1,  A  est  premier  avec  p  —  1  et, 
en  appelant  /  le  gaussien  de  (R^).  on  a  : 

R*'  =  (R*)'  ~  1  ; 

donc  ht  est  diviseur  de  p  —  1  et  ne  peut  être  que  p  —  1 . 

Ainsi  (R*)  sera  racine  primitive  ou  non  selon  que  h  sera 
ou  ne  sera  pas  premier  avec/?  —  1 . 

Cor.  I.  û,  i,  c,  ...  désignant  les  nombres  inférieurs  kp  —  1 
et  premiers  avec  lui,  les  termes  de  la  suite  R,  R**,  R*,  ...  sont 
congrus  à  toutes  les  racines  primitives. 

II.  Conservant  les  mêmes  notations,  on  verra  que  parmi 
les  racines  primitives,  R,  R*,  R*,  ...  il  y  en  a  deux  dont  la 
somme  des  exposants  est  égale  à  p  —  1  .  Les  racines  primi- 
tives sont  donc  associées  et  par  suite  leur  produit  est  =  1 . 
(Gauss.) 

III.  Les  racines  non-primitives  ne  sont  autres  que  les  rési- 
dus des  puissances  dont  les  exposants  ne  sont  pas  premiers 
avec/? —  1.  Ainsi:  1®,  2  et  3  étant  les  facteurs  premiers  de 
13 — 1,  les  racines  non-primitives  de  13  sont  les  résidus 
quadratiques  et  les  résidus  cubiques  de  ce  nombre. 

2®  Si  p  est  de  la  forme  2*  +  1,  (ce  qui  a  lieu  pour  h  =  2,  4, 
8,  16),  les  racines  primitives  se  confondent  avec  les  non-ré- 
sidus quadratiques. 

3**  Si  h  étant  premier,  p  =^2h  +  l  (les  valeurs  p  =  7,  11, 


Cette  troisième  partie  de  la  démonstration  avait  été  donnée  antérieurement  par  Euler. 
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23,  47,  59,  83,  107,  167,  179,  227,  263,  ...  sont  dans  ce  cas), 
les  racines  primitives  sont  également  les  non-résidus,  saut 
le  non-résidu  p  —  1  =  2A . 

IV.  Les   racines   de  j;    "    =  If  j:    *    =1,...    sont  toutes 
non-primitives  ;  donc  la  congnience 


(/-'-l)(/*'-l). 


=  0 


donne  toutes  les  racines  primitives,  X  désignant  la  congruence 
ayant  pour  racines  les  racines  communes  aux  facteurs  du 
dénominateur. 

Quand  p  —  1  est  de  la  forme  2**a*,  on  a  : 

X  =  X  ***   —  I     d  où       P:zl  "~      ' 

pour  la  congruence  des  racines  primitives.  Le  premier  mem- 
bre divisant  xP"^  —  1,  la  congruence  a  toutes  ses  racines, 
lesquelles  sont  ainsi  au  nombre  de 


2  U 


Par  exemple,  pour  p  =  13  on  trouve  la  rongrnence  .r*  —  x'  + 
1=0,  dont  les  quatre  racines,  2,  6,  7,  11.  sont  les  racines 
primitives  de  13.  (Cauchy.) 


Exercices. 

I.   Posons 

1^  4.  2^  -f-  3^  -{-  ...  -h  fi^  =  «„^  ,  1^  —  2^  -f  3^  —  ...  ±  n^ 
on  aura  : 

<»„    ^  s  0  ,  dans  tous  les  cas  ; 


<»^_j  ^  =  0  ,  /i  impair  et  q  pair  ; 

__^      =  0  ,  n  ei  q  impairs,  n  y>  q 
^n,q  —  2  5^__,        =0  ,  nelq  pairfi  ; 


s 


(mod.  n). 


»  •' 
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2.  Tout  nombre  premier,  autre  que  2  et  5,  divise  une  infi- 
nité de  nombres  formés  de  chiffres  9  (Crelle)  ou  de  chiffres  1 
(Plateau). 

3.  On  a: 

C       j   „_,  =  0  (mod.  n)  (D.  André.) 

C^«i,„  =  ±l  (Catalan.) 

(pq)  !  multiple  de  (^  !)^  p  !  (Weill.) 

4.  1®  Si  le  gaussien  ^  de  a  est  un  nombre  pair  2t,  a^  donne 

le  reste  è  —  1,  ainsi  que  a'+^ ,  a^'"*"^  ,  ...  Autrement  a'  ne 
pourrait  être  =  1  (mod.  b). 

2^  Si  t  est  impair,  b  —  1  ne  fait  pas  partie  des  t  restes. 

(Euler.) 

3*»  Si  t  est  pair,  on  a  «'"*"*  =  —  a^^^  (mod.  b). 

4®  Si  «^  =  1  (mod.  b)  et  que/7  soit  un  nombre  premier,  p 
divise  t,  (Euler.) 

5*  Si  b  est  un  nombre  premier  de  la  forme  i  -\-  i^  tr\%  peut 
être  impair  puisque  —  1  fait  partie  des  /  restes. 

5.  1®  a"  et  a'~"  étant  évidemment  associés,  les  restes  qui 
en  proviennent  en  divisant  par  bs  sont  associés  deux  à  deux, 
sauf  le  reste  b  —  1  quand  il  a  lieu. 

2"  Si  a  est  Tassocié  de  a  relativement  à  6,  les  deux  pério- 
des de  restes  de  a^  et  de  «*  sont  formées  de  mêmes  nombres 
dans  des  ordres  inverses.  En  effet,  soit  «"  —  «'— "  =  c(mod.  6), 
il  viendra  a'  —  («a)*'"'*  =  Cû'"""  ;  donc  c:=  0. 

3**  La  somme  des  t  restes  est  congru  à  b  (Gauss).  On  le 
voit  en  faisant  la  somme 

a^  _|-  fl^  +  a»  4-  ...  4-  a^-^  . 

4®  Lejproduitdes  t  restes  est  =  ±  1  (mod.  6)  selon  que /est 
pair  ou  impair.  Ce  produit  est  en  effet  congru  au  produit 
a^a^  ...  a^"^  (Gauss). 

6.  Si  a^=  r  et  a^-^^  =  rs  (mod.  6),  on  a  :  a«  =:S  (mod.  b. 
(Euler). 

7.  A  +  M  étant  incongru  àj9,  la  congruence  Ax^*""*  +  ...  + 
M  =  0  ne  saurait  avoir  toutes  les  racines  1,  2,  ...  />  —  1,  car 

L'Enseignement  mathém.,  9*  année  ;  1907.  30 
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en  y  faisant  successivement  x  ^=  1,  2,  3,  ...  /?  —  1  et  addition- 
nant, on  aurait  A  +  M  =  0,  à  cause  de  (8)  et  (9). 

8.  La  période  de  la  fraction  décimale  provenant  de  la  divi- 
sion de  a  par/?  a  un  nombre  de  chiffres  qui  est  un  diviseur 
de  /?  —  1  (Gauss). 

9.  On  a  : 

(a  +  6  -I-  c  +  ...  -h  /}''  =  <ï^  -f  «^  -h  c^  +  •••  4-  /^  .     (Gauss.) 

Cette  relation  se  démontre,  d'après  Serret,    en    changeant 
successivement  dans  (7)  6  en  6  +  c,  etc. 

10.  La  solution  de  la  congruence  gx^  k  est  x  =  Ag**"*. 

En  général  soit  gx  —  Ay  =  k.  Décomposons  h  en  ses  fac- 
teurs premiers  et  soit  h=:  a^b^  ...  ;  (1  — g^"~"')*est  divisible 
par  a*  ,  (1  — g^~^^)^  l'est  par  6^,  ...  ;  donc  on  a  : 

^  =.  1  -  (1  -  /- V  (1  -  /-y .. .  =  1  -.  AH 

d'où 

X  =  GX-  ,  j  =  HX- . 

Cette  solution  est  due  à  Gauss.  On  a  aussi,  avec  Libri, 

^_  (^--^-l|^"(/-^-l)°P...  4-1^ 
ë 

A,  B,  ...  désignant  des  entiers  quelconques. 

11.  Si  â5  et  6  =  «  —  k  sont  premiers  avec  /?,  on  a  : 


a/^-i  _  /^-i 


=  0  . 

12.  Si  a*  =  6*  on  ne  peut  avoir  a*""*  =  è*~*  car  il  s'ensui- 
vrait a*"~^  é  =  i*  =  «*  et  a  =  b.  On  ne  peut  donc  écrire 
aP"^  =  bP"^ ,  et  les  restes  de  la  division  de  x^~^  par  p  don- 
nent la  série  1,  2,  3,  ...  p  —  1. 

On  peut  donc  toujours  écrire  xP"^  =  a,  et  cette  congruence 
a  une  racine  unique. 

De  là  la  relation  ax  ^  xp-'^  =  1.  Ainsi  le  nombre  a  a  tou- 
jours un  associé,  qui  est  unique. 

13.  1«  Si  a«  =  1 ,  on  a  ; 

a'"  =  a""  .        car      0  =  a^'^  -  1  =  a'"  (a'"  -  a"»)  . 
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Plus  généralement,  si  a  est  une  racine  de  Axk  +  ...  +  M 
=  0,  son  associé  a  en  est  une  de  Mx*  +  .••  +  A  =  0,  ce 
qu'on  démontre  en  posant  jr^  =  1  et  multipliant  la  première 
congruence  par  |* . 

2^  Si  a«  =  1 ,  on  a  : 

3®  Les  restes  des  divisions  de  a'  —  *  et  de  a*— ^  par/?  sont 
associés. 

14.  Si  k  est  premier  avec/?  —  1,  on  peut  toujours  résoudre 
la  congruence  .r*  =  r  (Sophie  Germain).  En  effet  si  on  avait, 
par  exemple,  a'^=:b^,  en  posant  ky  —  (/?— 1)j2  =  1,  cette 
congruence  deviendrait 

fl*y  =  6*y     d'où     «(/»-*>'+  ^  =  fe(i'-i;*  M      ou     a  =  6  , 

<'e  qui  est  absurde. 

On  voit  d'ailleurs  que  la  valeur  de  x  n'est  autre  que  le 
reste  {  de  la  division  de  r^  par  />,  puisqu'on  a  : 

Ç*  =  (ry)*=r<''-*)^  +  ^  =  r  =  .r*.     d'où     x  =  Ç. 

15.  Démontrer  les  relations  suivantes  : 

(£-^j     =  1,  (pour;,  =  4±  1)  :      ? =0; 

o(»-»>''-*=l   ; 

*,_,,;,_i  = -1  :    «,_,,,=  0:    2.v^^_,  =  -J:    Vi-^**: 
-       «,_,.,_,  =  0;     5,„_^  +  «(2fl+  1)^  =  0;     ,^^^  +  (2a)' =  0  ; 
".«+1,  p  —  (2«  +  l)'  +  0  ;     s,„  ,„  =  0  (pour  la  <  p -1]  ; 
aF'~    =  (p  —  l)**  =  0  (Ifl  ,   selon  que  a  esl  pair  ou  impair)  ; 

(?)'-'+Qr'+  +(7y"=M™od.„ 

p.  q,  ...  r,  nombres  premiers. 
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16.  Soient  /?,  q^  r,  ...  s,  des  nombres  premiers  qui  ne  di- 
visent pas  a  et  tels  que  p  —  1  soit  multiple  de  q  —  1,  de 

;•  —  1,  de  5  —  1  ;    a^  —  a   est  divisible  par  le  produit 

pqr  ...  sa  (Euler).  En  effet  aP—^  —  1  peut  s'écrire 

(aQ)^-i  -  1  .     ou     («Y-*  -  1 ,  ... 

En  outre  le  produit  suivant  est  entier 

■  ••'--■i(i+^  ■)• 

17.  Soit  p  —  \.  =  qr.S\  Aa^  =  B6?,  A,  a,  B  et  6  étant  pre- 
miers avec  />,  on  aura  :  A'*  =  B''.  (Euler.)  En  effet  Araf—'^  — 
B'*6i'""^  est  divisible  par  Aa^  —  Bè*  et  par  suite  par  /?,  de 
même  que  k''a^-'^  —  A^bP-K  On  a  ainsi  Ai'-i(A'"—  B^  =  0. 

On  a  des  cas  particuliers  intéressants  avec  A  =  i  =  1, 
B  =  6  =  1,  B  =  1,  etc. 

18.  1**  Si  /"et  ^  sont  deux  facteurs  Ae  p  —  1  ayant  t  comme 
p,  g,  c.  d.  on  pourra  poser //Ix  — gv  =  g.  d'où,  si  on  désigne 
par  a  une  racine  commune  de  .r^  —  1  =  0  et  de  j?*"  —  1  =  0, 
il  viendra  1  =  ^^^  =  a^'f*'^^  =  a'.  Donc  les  racines  de  a*  —  1 
=  0  sont  les  racines  communes  aux  deux  congruences  don- 
nées. 

Ainsi  si  /'et  g  sont  premiers  enlre  eux,  les  deux  con- 
gruences n'ont  d'autre  racine  commune  que  1. 

Si  g  =  p  —  1,  la  congruence  œf —  1  =  0  n'a  pas  d'autres 

racines  que  celles  de  x^  —  1  =  0.  On  peut  ainsi  se  contenter 

d'étudier  la    congruence  x^  —  1  =  0,    où  e  est  un  diviseur 

premier  Ae  p  —  1. 

Autre  exemple.  A:  et  Z  désignant  deux  facteurs  premiers  de 

p-\  p^ 

p  —  1,  les  racines  communes  k  x  ^    —  l=0etàj;'    —  1 
Pj-i 

=  0  sont  celles  de  x  ^^    —1  =  0. 

2®  Soient  /c,  Z,  ...  les  facteurs  premiers  de  f.  Si  a  est  une 

/  £ 

non-racine  des  congruences  .r* — 1=0,  j?'  —  1=0,  ...  les 
solutions  de  j/ —  1  =  0  sont  1,  a,  a*,  ...  a^—^.  Supposons  en 
effet  qu'on  ait  a^  =  a**,  d'où  a*^—^  =  1  ;  en  appelant  ô  le  p.  g. 
c.  rf.  de  rf  —  c  et  de  f,  on  peut  écrire  : 
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/y- (^_  c)3=  Ô    doù     1  =  (ûV  =  a^*'"'*'^^"*"®  =  û®  ; 

L  l 

on  aurait  ainsi  Tune  ou  Tautre  des  relations  a  *  —  1  =  0,  a  ' 
—  1  =  0,  contrairement  à  Thypothèse. 

3"  Si  a*  =  r,  on  aura  /*  =  1,  donc,  en  divisant  les  puis- 
sances r,  /•*,  r',  ...  par  /?,  on  trouvera  le  reste  1  avant  r^— ^ 
Les  résidus  de  p  sont  dans  ce  cas,  puisque  2  est  un  facteur 
premier  de/?  —  1. 

4®  Supposons  «^  =  1  et  soit  ^  le  p,  g.  c.  rf .  de  A  et  de  /?  —  1 . 
On  aura  : 

V—  (p  — l)v  =  0     d'où     a®  =  «^'*=l     et     x^-^— a^HlO. 

Le  premier  membre  de  cette  dernière  congruence  est  di- 
Pj--\  p—\ 

visible   par  x   ^    —  a,  donc  la  congruence  x  ^    — a  =  0  a 
^— ô —  racines. 

Soit  A  =  2,  on  a  ô  =  2  et  la  valeur  «  =  —  1  répond  ou  ne 
répond  pas  à  la  question  selon  que  />  =i  4  dz  1;  donc,  dans 
les  mêmes  cas,  la  congruence  a:*  +  1  =  0  a  ou  n'a  pas  de 
racines. 

5**  Soit  t  le  gaussien  de  a.  La  division  de  a,  a*,  ...  a*  par/? 
donne  pour  restes  les  t  racines  de  x^  —  1  =  0  et  par  suite 
les  périodes  des  restes  sont  formées  des  mêmes  nombres. 

Ainsi  la  période  de  m  restes  comprend  tous  les  résidus. 

Pour  /?'=  19,  les  puissances  des  nombres  5,  6,  9,  16,  17 
donnent  des  périodes  composées  des  nombres  1,  4,  5,  6,  7, 
9,  11,  16,  17. 

6**  Euler,  à  qui  sont  dues,  en  principe,  toutes  ces  proposi- 
tions, remarque  aussi  que  : 

Si  a*  =  /S'*  et  si  a  n'est  pas  multiple  de  /?,  on  a  : 

Pjzl  Pjzl 

aur    *     —  /3a    ^     =  0  ; 

si  ab^  =  c*,  on  peut  écrire  : 

ax^  =  d^     et      ad^  =  /  . 
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19.  Si  la  congruence  ¥{x)  =  0,  de  degré  w  </>  —  1,  a  h 
racines,  F(:c)  est  un  diviseur  de  w^"^  —  1.  Si  elle  en  a  A, 
[k  <  /i),  F(:r)  et  xP"'^  —  1  ont  un  diviseur  commun  du  degré 
k,  (Gauss.) 

20.  1®  Si/?  —  1  est  le  produit  de  q  par  un  nombre  impair 
et  que  a  soit  incongru  avec  /?,  on  ne  saurait  avoir  o:^  +■  a* 
=  0.  (Euler.)  Posons  en  effet  xP"^  —  «'—*  =  0,  on  ne  peut 
avoir  xp^'^  —  a^~^  =  0,  ni  a  fortiori,  jt^  +  a^  =  0 . 

2®  Si  /?  —  1  est  le  produit  de  q  par  un  nombre  pair,  p  di- 
vise ^^  +  1 . 

Ainsi  /?  =  13  divise  J"  +  1^  -^^  +  1^  ^'^  +  1,  ^*  +  1.  ^e  qui 
revient  à  dire  que  12  est  résidu  linéaire^  quadratique,  cu- 
bique et  sextique  de  13. 

/?  1=  4  +  1  divise  x*  +  1  ;  /?  =  8  +  1  divise  x^  +  i;  p  =z 
16  +  1  divise  x^  +  1  ;  ...  /?  —  1  est  donc  résidu  quadratique 
de  /;  =  4  —  1.  résidu  biquadratique  de  /;  =  8  +  1,  résidu 
octique  de  /?  =  16  +  1.  ... 

21.  Si  /?  ^=  4  —  1,  on  peut  toujours  trouver  x  et  y  tels  que 
j-a  _[_  y8  _j_  1  =  0.  (Euler.)  Démonstration  de  Lagrange.  Po- 
sons 


X = ''.  +  (-r  +/'"  =.  .F-^  -  x^-« 


(.r'  +  1)  + 


^'  +  (;>'  +  1) 

Y  =  [y*  +  l)m  _  1  = 

=  [(•)•  + 1)  - 1]  [(;•  + 1)"— 1  +  (y  4- 1)"—»  +  - .  + 1] . 

Y  Y 

L'expression  -^  étant  du  degré  p  —  3  en  y,  -j  =  0,  et  par 

suite  Y  =0,  ont  au  moins  deux  non-racines.  De  même,  y 
étant  ainsi  déterminé,  X  peut  devenir  incongru  à  p  pour 
deux  valeurs  au  moins  de  x.  On  peut  ainsi  déterminer  x  et 
y  de  manière  que  XY  soit  incongru  à  p.  Or  on  a  identique- 
ment : 

(x*  +  /  +  1)  XY  =r  (jP-^  -  1)  Y  +  [0«  +  1)^-^  -  1]  . 

Le  second  membre  est  =  0,  puisque  x  <  /?  et  que,  quel  que 
soit  y,  p  ne  divise  pas  ?/*  +  1.  Donc  p  divise  le  premier  mem- 
bre et  par  suite  x^  -{-  y^  -\-  i^  si  x  et  y  ont  les  valeurs  déter- 
minées plus  haut. 
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22.  Tout  nombre  premier  /;  =  4  +  1  divise  une  somme  de 
deux  carrés;  tout  nombre  premier  p  =  i  —  1  divise  une 
somme  de  trois  carrés.  (Euler.)  Seconde  démonstration  de 
Matrot.  On  a: 

(a)  jr"*  —  1  =  0    ou    x'"  -h  1  =  0 

*  4  =0 

p  —  \,  m  — 

par  conséquent  moitié  des  nombres  1,  2,  3,  ...  /?  —  1  satisfont 
à  Tune  des  congruences  (a)  et  l'autre  moitié  à  Tautre.  Soit 
/?  =1  4  +  1  et  soit  a  une  racine  de  la  seconde  (a)  :  le  premier 

membre  est  une  somme  de  deux  carrés,  car  alors  m  =.  ^-"S'- 
est pair. 

Soit  /?  =  4  —  1.  Considérons  deux  nombres  consécutif  6, 
6+1,  satisfaisant  Tun  à  la  première  (a),  Tautre  à  la  seconde, 
chose  toujours  possible,  puisque  1  fait  partie  des  m  nombres 
qui  vérifient  la   première.  Cela  posé,  on  a  : 

(|3)  //"  —  1  =  0  ,  (/>  -f  1)'"  +  1  ^  0  .  (7) 

Multipliant  (/3)  par  b  et  (y)  par  6  +  1,  puis  ajoutant,  il  vient  : 
ft'^+i  4.  (6  -^  ii'^+t  +  1  =  0. 

Les  exposants  m  +  Isont  pairs,  car  dans  ce  second  cas,  m 
est  impair.  * 

23.  Tout  diviseur  d'une  somme  de  quatre  carrés  est  lui- 
même  une  somme  de  quatre  carrés  (Lagrange).  Démonstra- 
tion analogue  à  celle  du  lemme  VII. 

On  tire  de  là  le  théorème  de  Bachet,  en  se  servant  des  pro- 
positions de  l'exercice  précédent. 

24.  Les  diviseurs  premiers  de  a^  +  b^  sont  de  la  forme 
2th  +  1.  (Euler). 

25.  Les  diviseurs  de  2^*  —  1  sont  de  Tune  des  formes 

8/>A  -h  1,  8;?^  -f-  2(2  ±  l)/î  -h  1  (p  -  A  ±  i) 

(Plana.) 

26.  Si  /?  =  4  +  1  divise  a^  ±  kb*,  il  divise  un  autre  nom- 
bre de  la  forme  jr^  h=  ky*.  Si  yw  =  4  —  1  divise  a^  zh  kb^,  il 
n'en  divise  aucun  de  la  forme  .v^  =P  ky^^  et,  quel  que  soit  l,  il 
divise  x^  +  ly^  ou  .r^  —  ly^. 
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Si  p  divise  des  nombres  appartenant  aux  formes  x^^  —  Â"y*, 
^*  —  ly^.  il  en  divise  également  un  appartenant  à  la  forme 
x^  -^  kly^. 

Si  p  ne  divise  ni  x^  —  ky^  ni  x*  —  /y^,  il  divise  x^  —  kly^. 

27.  Voici  un  exemple  de  l'emploi  des  imaginaires  dans  la 
théorie  des  nombres. 

1*»  On  a  : 

(1  -h  t)**  =  (2/f  *  -.  —  2*^ , 
d'où  pour  /?  =  4  ih  1, 

(1    4-   ly  =r    (-  1)     *       (1   ±   1)2  . 

'Développant  le  premier  membre  et  comparant  les  parties 
réelles,  il  vient 

(—  1)    *     2'"  ~  1    ou    2'"  =:  (—  1)     *     . 

2  est  donc  résidu  ou  non  selon  que^-^  est  pair  ou  impair, 

c'est-à-dire  selon  qu'on  a/?  =  8  =h  1  owp  =  8  dz  5  (Lebesgue). 
2^  Pour  )ô  =  3  di  1,  on  a  : 

(1  4-  ^_  a|i»  ==  I  -  1)    i*     2  ^~*  (1  ±  i]  , 

d'où 

JŒl  Pu} 

(_  3r  ZE  ±  (—  1)    ^     2^-*  ^  ±  (_  1)     »     ^  ±  1  . 

Donc  —  3  est  résidu  dep  un  3  +  l  et  non  résidu  de/>  :=  3  —  1- 
Gomme  (db  S)*"  =  ( —  l)*"  3"*,  3  est  résidu  de  12  ±  1  et  non 
résidu  de  12  ±  5,  (Libri.) 

28.  Soient  p  un  non  résidu  dep  et  A:  un  diviseur  de  p  +  1  ; 
la  congruence 

9i  k  —  1  racines.  (Lagrange.)  En  effet  le  premier  membre  est 
un  diviseur  de  celui  de  la  congruence 

{X  +  V7)^"^'  -{X-  }J7)P'^^  ^  ^ 
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laquelle  est  du  degré/?  et  a  />  racines,  puisque  son  premier  ^^ 

membre  développé  devient  ,r 

2(/?  -h  1)  (:r:  -h  ^r>  ^  2(;,  +  1)  (x^  —  x). 

29.   Vérifier  que  2^  —  1  est  divisible  par  :/lf 

23,  47,  233,  223,  431,  439,  167,  263,  ^-^-^ 

pour  p  =  11,  23,  29,  37,  43,  73,  83,  131.  4 

Les  deux  premiers  et  le  quatrième  cas  sont  de  Fermât,  les  :i 

autres  d'Euler.  i 

On  se  sert,  pour  cette  vérification,  de  la  méthode  d'Euler,  *\ 

n«  2,  l^  t] 

29.  Démonstration  du  théorème  de  Fermât,  par  la  supposi- 
tion de  b  premier,  dans  les  n**'  3  et  4.  , 

Formons  le  tableau  ;, 


1, 

a, 

ûV 

a\  ... 

a'=  1, 

2, 

2a, 

2aV 

2a»,  ... 

2a'  =  2, 

3, 

3a. 

3a», 

3a»,  ... 

3a'  =  3, 

[p-  1)  ,  (/>  — l)a  .  (/?  — l)a»  ,  (/?  — 1)a».  ...  (p  —  i)a' =  p  -  1  . 

Si  kaf=:  laf,  on  a  :  ka^-^^  =  la^-^^.  Donc  si  un  terme  de  la 
/*  rangée  est  congru  à  un  de  ceux  de  la  A:*,  ces  deux  rangées 
sont  identiques,  à  Tordre  près  des  termes.  La  k'  rangée 
contenant  /termes  différents,  il  y  a  donc  /  rangées  identiques 
à  la  A:*,  et  les  termes  des  autres  rangées  sont  entièrement 
différents  des  premiers.  Supposons  que  la  première  de  ces 
autres  rangées  soit  la  A*  :  il  y  aura  de  même  t  rangées  iden- 
tiques à  celle-ci  et  leurs  termes  différeront  de  ceux  des 
autres.  La  première  des  p  —  1  —  2/  rangées  non  éliminées 
fournira  également  /  —  1  autres  rangées  identiques.  Et  ainsi 
de  suite  :  on  voit  que  les  p  —  1  rangées  seront  disposées  en 
groupes  de  t  termes  identiques  chacun.  (Desmarets.) 

30.  Déduire  le  théorème  d'Euler  de  celui  de  Fermât.  On  a: 

a^'-^^r  1  (mod.p)  ,  a^-^>^  =  l  (mod.  p*)  ,   ...  a^-~^>^*"^  ^  1  (mod./?*) 

soit  b  =  p^qf^ ,...  p,  q  désignant  des   nombres  premiers.  On 
peut  écrire  : 
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^ip^Dpf-'^  -1  =  0  (mod.  /)  .  «(«-«' ^ 


r-» 


1^0  (mod.  ^)  . 


Posons  ^  (6)  ^^  (/?  —  1)  p^^^  {q  —  1)  q^"^ ...  Les  premiers 
membres  des  congruences  qui  précèdent  sont  tous  diviseurs 
de  ay^^^  —  1  :  donc,  en  multipliant, 

a^(fr^__l  =:0  (mod.  h). 

Or  on  sait  que  la  fonction  tp  [b)  représente  celle  qui  a  été 
désignée  par  y  [b).  Cette  démonstration  est  dlEuJer, 

31.  Le  nombre  des  solutions  ^  0  et  <  /?  de  la  congruence 
ax^ — 6y*  =  c  est/7  =p  1  selon  que  [ab)  est  résidu  ou  non 
résidu.  (Libri.) 

32.  Le  nombre  des  termes  de  la    période   décimale  de  - 

n'est  autre  chose  que  le  gaussien  de  10,  de  sorte  que  si  la 
période  a/?  —  1  chiffres,  10  est  racine  primitive  de  p  (Gauss.) 
Ceci  a  lieu  pour/;  =  7,  17,  19,  23,  29,  47,  59,  61,  97,  109,  113, 
131,  149,  167,  179, 181,  193,  223,229,  233,  257,  263,  269,313... 

33.  Si  a  est  une  racine  non  primitive,  aucun  reste  prove- 
nant de  la  division  des  puis>sances  de  a  n'est  racine  primi- 
tive. Car  de  a'  =  1  et  a^  =  r,  on  tire  r'  =  1. 

34.  On  n'a  pas  de  méthode  générale  pour  découvrir  les  ra- 
cines primitives  d'un  nombre  premier  donné.  L'exemple 
suivant,  de  Gauss,  montrera  suffisamment  le  procédé  préco- 
nisé par  cet  illustre  géomètre.  Soit  /?  =^  73  ;  l'essai  du  nom- 
bre 2  donne  2"  =  1,  donc  2  n'est  pas  racine  primitive.  Es- 
sayons le  nombre  3,  qui  ne  fait  pas  partie  de  la  période  qu'on 
vient  d'obtenir:  on  trouve  3*^^  1;  3  n'est  pas  non  plus  ra- 
cine primitive,  mais  on  tire  de  ces  résultats  cette  relation 


t2\36 


(mod.  73) 


qui  suggère  l'essai  de  54,  dont  la  période  ne  comprend  pas 
le  nombre  5.  Ce  dernier,  essayé,  fait  voir  que  c'est  une  ra- 
cine primitive. 

Les  remarques  suivantes  facilitent  la  recherche  dans  cer- 
tains cas. 

1°  p  étant  de  la  forme  4  —  1,  si  m  est  le  gaussien  de  R. 
—  R  est  racine  primitive.  (Jacobi.) 
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2®  p  étant  4  +  1,  m  le  gaussien  de  a  et  R*  =  a,  R  et  —  R 
sont  racines  primitives.  (Id.) 

3**  p  étant  8  +  5,  m  le  gaussien  de  a  et  R*  =  —  a,  R  est 
racine  primitive.  (Id.) 

4®  Si  /?  =  3y  +  1,  que  q  soit  le  gaussien  de  a  et  que  R' 
=  a,  R  est  racine  primitive.  (Id.) 

5"  R  est  généralement  racine  primitive  quand  /?  =  8g  +  5, 
si  R*  =  —  1  ;  quand  p  =  I6q  4-9.  si  a^  =  —  1  et  R-  =  a  ; 
quand  p  =  i2q  +  1.  Si  R*^+-*  =  R^^^^  —  1  ;  quand  p  =  6q 
+  1,  g^  désignant  un  nombre  non  multiple  de  3,  si  «^  =  =ii  1, 
Z^®  =  —  1  et  R  =  zt:  ab.  (Desmarets.) 

35.  Si  R  est  racine  primitive,  —  R  Test  ou  ne  Test  pas  se- 
lon que/?  =  i  ±  i  (Cauchy). 

Dans  le  premier  cas,  si  h  est  pair,  ( —  R)^  =  R^  ;  si  h  est 
impair,  ( —  R)^+'"  =  —  R^+w  =  p^A^  puisque  —  R  est  non-ré- 
sidu. 

Dans  le  second  cas,  R  étant  non-résidu,  —  R  est  résidu  et 
par  suite  racine  non  primitive. 

36.  On  a  : 

Le  premier  membre  est  =  —  1  si  a  est  multiple  de  /?  —  1 
et  dans  le  cas  contraire,  il  est  =  0,  puisqu'il  peut  s'écrire 

De  même  on  a  R*  R*  R®  ...  R^""^  =  (/>  —  1)  !  Or  le  premier 
membre  est  égal  à  R^""  =  —  1. 

On  a  ainsi  d'autres  démonstrations  des  théorèmes  de  Libri 
et  de  Wilson.  La  seconde  est  d'Euler. 

37.  Soit  B  le  p,  g.  c,  d,  de  p  —  1  et  de  h;  la  division  des 

puissances  1^,  2^,  3^  ...  par/?  donne  ^—r—    restes    différents 

(Euler).   Si  R  est  une  racine  primitive,  les  ^  ,      restes  de  1, 

R^  R*ô,  R8e,  ...  Ri/'-Dô  sont  tous  différents  et  se  reproduisent 
périodiquement.  Soit  R«^  =r,  r  peut  prendre  toutes  les  valeiirs 
de  i  k  p  —  1,  et  comme  on  peut  écrire  hûo  —  (p  —  i)  y  z-z  B^ 
on  a  : 
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X  est  évidemment  premier  avec/? —  1,  donc  le  reste  de  r* 
prend  toutes  les  valeurs  1,  2,  3,  ...  p  —  1,  et  on  peut  mettre 
/•  au  lieu  de  t^.  On  peut  donc  dire  que  /•*  a  les  mêmes  valeurs 
que  R^. 

En  particulier,  si  h  est  premier  avec  p  —  1,  ilya/;  —  1 

restes  différents.  Si  A  =-  2,  il  y  en  a  ^-y-  =  m,    qui   sont  les 

résidus  quadratiques.  En  général,  le  nombre  des  résidus  de 

puissances  h^"*^  est  ^  T^     . 

A.  AuBRY  (Beaugency,  Loiret). 


SUR  LES  PROJECTIONS  DES  DROITES 
PERPENDICULAIRES 

(A  propos  d'un  récent  article  de  M.  Lehr^). 


Dans  divers  ouvrages  sur  la  géométrie  descriptive  on  ne 
fait  presque  aucune  mention  des  projections  de  deux  droites 
perpendiculaires.  Même  dans  les  récentes  Leçons  sur  la 
Géométrie  descriptive  de  M.  Lohia,  qui  contiennent  un  grand 
nombre  de  particularités  très  intéressantes,  on  ne  trouve  que 
quelques  indications  sur  cette  question.  Je  me  propose  de 
développer  ici  une  démonstration  simplifiée  de  la  condition 
donnée  par  M.  Lehr  pour  les  projections  de  deux  droites 
perpendiculaires  (théorème  III"*  de  Tarlicle  cité). 

Les  projections  orthogonales  g'g" ^  Kh"  de  deux  droites  g 
et  h  étant  données,  menons  par  le  point  commun  des  pro- 
jections horizontales  et  par  l'intersection  des  projections 
verticales  deux  droites  m  et  n  perpendiculairement  à  la  di- 
rection de  la  ligne  de  terre.  Nous  obtiendrons  ainsi  deux 
triangles  que  Ton  peut  considérer  comme  deux  projections 
d'un  tétraèdre  ABCD.  Les  arêtes  AB  el  CD  sont  toujours  per- 


i  L'Enseign.  math.,  IX*  anm^e,  p.  119;  1907. 
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pendii'ulaires;  s'il  en  est  de  même  pour  deux  autres  arêtes 
opposées,  par  exemple  g.=  AC  et  A  =  BZ),  les  arêtes  AD  et 
BC  seront  aussi' perpendiculaires  et,  d'après  un  théorème 
connu  de  stéréométrie,  le  tétraèdre  sera  orthocentrique^ 
c'est-à-dire,  les  quatre  hauteurs  auront  un  point  commun  H. 

Les  projections  verticales  des  hauteurs  du  tétraèdre  pas- 
sant par  les  sommets  A  et  B,  sont  deux  hauteurs  du  triangle 
A''C" B" ,  et  les  projections  horizontales  sont  sur  la  hauteur 
A'P  du  triangle  C A'D\  Les  hauteurs  du  tétraèdre  passant  par 
les  sommets  C  ^V  D  ont  leurs  projections  horizontales  sur  les 
hauteurs  correspondantes  du  triangle  CA'D\  et  leurs  pro- 
jections verticales  sont  unies  sur  la  hauteur  MN  du  triangle 
A'CB''. 

Si  donc  les  droites  g'  et  A  sont  perpendiculaires,  les  ortho- 
centres H*'  et  H'  des  triangles  A^CB"  et  CA'I/  seront  sur 
la  même  droite  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre^  c'est-à- 
dire,  le  tétraèdre  ABCD  sera  orthocentrique.  Or,  les  projec- 
tions g'  et  h'  pourront  être  changées  entre  elles. 

On  voit  immédiatement  que  la  condition  donnée  pour  H' 
et  //^"  est  nécessaire;  elle  est  suffisante  parce  qu'un  tétraèdre 


orthocentrique  (dont  deux  arêtes  perpendiculaires  sont  AB 
et  CD)  doit  avoir  trois  couples  des  arêtes  opposées  perpendi- 
culaires. 
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V}    *  En  considérant  la  figure,  nous  aurons  les  égalités 

?> 

K;  —  A*' M  .  BTMrzz.  A'R  .  A'I/  —  MH"  .  MN  , 

'■if 

!?  ce  qui  est  précisément  la  condition  donnée  par  M.  Lehr.  On 

r  peut  écrire  aussi 

—  A" M  .  BfM  T=  A' S  .  A'C  . 

^j  Si  deux  longueurs  AD  et  fiF  sont  données,  on  démontre 

i  aisément  que  la  condition  de  perpendicularité  reste  vraie. 

^  Par  une  translation  on  peut  faire  coïncider  le  point  P"  avec 

£  le  point  C,  et  on  peut  faire  passer  le  prolongement  de  la 

?  projection  horizontale  [E'^F'^)  par  A* \  le  point  extrême  E'E" 

vient  alors  en  ff, /?,  . 

Soit  QR  la  projection  de  la  longueur  E^F^  sur  A'D' ,  De  ce 


^  qu'on  aura 

r  - 

Ç  TE|[  :  QR  =  MB"  :  A'R  , 

il  résultera  la  même  condition  comme  auparavant: 
,     •  —  A"M  .  E^'t  =  A'D'.  QR. 

'  Dans  renseignement,  la  démonstration  exposée  peut  être 

admise  avant  de  l'étude  des  transformations  et  les  moyens 
qui  se  trouvent  appliqués  appartiennent  plus  à  la  géométrie 
descriptive  qu'au  calcul. 

G.  Majcen  (Agram). 
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On  peut  distinguer,  au  sujet  des  axiomes  de  la  Géométrie, 
trois  opinions  philosophiques  différentes.  L'empirisme,  le 
nominalisme,  le  Kantisme,  La  première  considère  les  axiomes 
comme  fournis  par  l'expérience,  la  seconde  voit  en  eux  des 
définitions,  ou  dans  le  langage  philosophique,  des  jugements 
analytiques.  Enfin  pour  Kant  ces  jugements  ne  sont  ni  expé- 
rimentaux, ni  analytiques.  Ce  sont  des  jugements  synthé- 
tiques à  priori. 

En  cherchant  à  préciser  davantage  le  sens  de  ces  diverses 
opinions,  au  lieu  de  trois  façons  de  voir,  je  suis  conduit  à  en 
distinguer  quatre. 

1**  La  science  géométrique  est  fondée  sur  des  axiomes  ou 
hypothèses  arbitrairement  choisies.  Une  proposition  est  dite 
vraie,  si  elle  est  une  conséquence  logique  de  ces  hypothèses. 
Il  y  a  alors  une  infinité  de  géométries,  également  vraies 
(séparément)  mais  contradictoires  entre  elles. 

2®  C'est  Texpérience  qui  fournit  les  axiomes.  La  base  de  la 
science  est  ainsi  expérimentale,  son  développement  est  dé- 
ductif. 

3"  Les  axiomes  sont  des  définitions.  On  nomme  droites, 
plans,  dislances,  etc.  des  objets  ou  notions  satisfaisant  a  ces 
axiomes.  Comme  on  le  verra  tout  à  l'heure  cette  troisième 
façon  de  voir  est  totalement  différente  de  la  première. 

4**  Les  axiomes  ne  sont  ni  expérimentaux,  ni  arbitraires. 
Ce  ne  sont  point  non  plus  des  définitions.  Ils  s'imposent  à 
nous  non  parce  que  Texpérience  nous  les  fournit,  mais 
parce  que  sans  eux  Texpérience  serait  impossible.  C'est 
Topinion  Kantienne. 

J'examine  successivement  ces  quatre  façons  de  voir. 

I.  —  La  première  façon  de  voir  peut  être  appelée  Vopinion 
logique.  Elle  n'est  nullement   fausse,  et  il  est  nécessaire  de 
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l'adopter  pour  étudier  les  fondements  de  la  géométrie.  M. 
Hilbert,  M.  Peano,  et  les  autres  géomètres  assez  nombreux 
qui  se  sont  livrés  à  cette  étude,  se  sont  placés  à  ce  point  de 
vue.  Seulement  la  géométrie  envisagée  ainsi  demeurera 
purement  abstraite.  Pour  pouvoir  l'appliquer  à  Tétude  du 
monde  extérieur  il  faut  se  placer  à  un  point  de  vue  différent. 

II.  —  La  seconde  façon  de  voir  est  Vempirisme.  On  regarde 
les  premières  notions  de  la  géométrie  comme  des  notions 
expérimentales.  Prenons  la  notion  de  distance,  la  plus  simple 
de  toutes.  On  la  définira  en  se  servant  d'un  corps  solide  in- 
variable. Ceci  n'est  pas  sans  présenter  quelques  difficultés. 

En  premier  lieu  il  parait  difficile  de  définir  ainsi  les  très 
grandes  distances,  celles  des  astres  par  exemple.  Cette  diffi- 
culté est  réelle,  non  insurmontable. 

En  second  lieu  on  n'a  pas  de  corps  solide  rigoureusement 
invariable.  La  distance  est  donc  une  notion  un  peu  floue. 
De  plus  les  corps  se  dilatent  par  la  chaleur.  Si  l'on  dit  :  cette 
barre  de  platine  conservera  par  définition  sa  longueur  par- 
tout, la  distance  ainsi  définie  ne  possédera  pas  les  propriétés 
Euclidiennes.  Si  Ton  dit:  Cette  barre  de  platine  indiquera 
la  distance  après  qu'on  aura  fait  une  correction  de  tempéra- 
ture, il  faut  définir  pour  que  cela  soit  clair  et  la  température, 
et  la  correction  à  faire.  C'est  d'une  complication  extra- 
vagante. 

D'autre  part  si  l'expérience  seule  nous  démontre  la  vérité 
des  axiomes,  comment  savons-nous  qu'ils  sont  vrais  partout. 
Et  il  y  a  dans  Tespace  d'immenses  régions  où  les  corps 
solides  ne  peuvent  subsister.  \J\\e  règle  solide  en  platine, 
cela  n'a  de  sens  ni  dans  le  soleil,  ni  dans  les  étoiles  ou  les 
nébuleuses. 

Je  laisse  de  côté  bien  d'autres  difficultés.  La  géométrie 
purement  empirique  n'est  pas  soutenable.  Nous  verrons  ce- 
pendant qu'il  s'introduit  dans  la  géométrie,  pour  les  appli- 
cations un  certain  genre  d'empirisme. 

ni.  —  D'après  la  troisième  opinion  les  axiomes  de  la  géomé- 
trie sont  des  définitions.  On  nomme  droite,  plan,  distance 
etc.  des  objets  auxquels  s'appliquent  les  axiomes.  Ceux-ci 
servent  ainsi  de  définition  aux  notions  premières. 
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Cette  façon  de  voir  est  séduisanle.  Un  philosophe  irréfléchi 
Tadoptera  sans  hésiter.  Or  elle  est  radicalement  fausse.  Je 
vais  montrer  pourquoi. 

J'aurai  besoin  de  supposer  définie  la  position  jd'un  point. 
J'admettrai  que  la  position  d'un  point  peut  être  déterminée 
par  la  donnée  de  3  nombres  a  /3  y.  Je  n'indique  pas  comment 
on  peut,  étant  donné  le  point  trouver  ces  3  nombres.  Cela 
importe  peu.  Je  nomme  ces  3  quantités  les  coordonnées  pro- 
visoires du  point. 

Je  prends  maintenant  3  fonctions  de  a /3  y;  je  nomme  ces 
fonctions  X  Y  Z.  Ce  seront  (je  les  a|)pelle  ainsi)  les  coor- 
données définitives  du  même  point. 

Soient  2  points  (X,  Y,  Z  ;  X^,  Y^,,  Z^).  Je  nomme  distance 
de  ces  deux  points  l'expression  : 

/>=  V  (X  -  Xo)*  +  (Y  -  Y,)»  +  (Z  -  Z,)>  . 

Nommons/>/fl«,  l'ensemble  des  points  dont  les  coordonnées 
X  Y  Z  vérifient  une  équation  du  premier  degré.  Nommons 
droite  l'intersection  de  deux  plans;  déplacements ^  les  trans- 
formations n'altérant  pas  la  distance.  Avec  ces  définitions 
toute  la  géométrie  euclidienne  s'établira  sans  peine.  Les 
axiomes  seront  vrais. 

Mais  les  fonctions  XYZ  restent  dans  ce  qui  précède  indé- 
terminées. En  changeant  ces  fonctions  on  a  d'autres  objets 
vérifiant  les  mêmes  axiomes.  Donc  les  axiomes  ne  définis- 
sent nullement  les  objets  auxquels  ils  s'appliquent. 

On  peut  encore  montrer  cela  de  la  façon  suivante.  Les 
mots  droitCy  plan^  etc.  ayant  leur  sens  ordinaire,  effectuons 
une  transformation  T.  Changeons  le  sens  des  mots.  Appe- 
lons jo/aw^,  droites  les  figures  transformées  des  plans  et  des 
droites  par  la  transformation  T,  Appelons  déplacement  le 
transformé  d'un  vrai  déplacement  par  la  transformation  T. 
Après  ce  changement  du  sens  des  mots  la  géométrie  eucli- 
dienne subsistera.  Les  axiomes  continuant  à  être  vrais,  bien 
que  le  sens  des  mots  soit  changé,  sont  impuissants  à  fixer 
ce  sens. 

IV.   —  Passons  à  Vopinion  kantienne.  C'est  la   plus   an- 
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cienne,  celle  adoptée  par  Euclide  et  tous  les  anciens  géo- 
mètres. Les  axiomes  sont  évidents  par  eux-mêmes.  Celte 
évidence  selon  Kant  tient  à  la  nature  de  notre  esprit.  La  no- 
tion de  Tespace  préexiste  à  l'expérience  ;  elle  est  une  condi^ 
tion  sans  laquelle  l'expérience  serait  impossible. 
L  Entrons  dans  quelques  détails,  pour  bien  montrer  cela.  A 

H  quelles  conditions  pouvons-nous  parler  d'une  figure,  d'un 

ensemble  de  points,  à  quelles  conditions  une  figure  peut-elle 
avoir  des  propriétés  ? 

Il  faut  pour  cela  dans  cette  figure  quelque  chose  de  per- 
manent ;  qu'on  puisse  la  concevoir  restant  identique  à  elle- 
même.  Le  changement  lui-même  est  inconcevable  sans 
quelque  chose  de  fixe,  avec  quoi  on  puisse  comparer  Fobjet 
qui  change.  On  ne  peut  même  désigner  la  position  d'un 
point  dans  l'espace,  si  l'on  ne  donne  à  ce  point  une  certaine 
individualité.  Je  m'explique.  Lorsque  je  dis  :  soit  P  un  point, 
^'  je  suppose  quelque  chose  en  P;   une   petite  tache  d'encre 

If,  par  exemple.  Pendant  que  je  parle  la  terre  se  déplace,  et  une 

petite  tache  d'encre  occupe  une  position  variable  dans  l'espace 
absolu.  Cependant  je  considère  P  comme  étant  toujours  le 
même  point. 

Dans  la  géométrie  abstraite,  c'est-à-dire  envisagée  d'une 
façon  purement  logique,  le  point  est  un  être  dont  on  ne 
spécifie  pas  la  nature.  L'espace  au  contraire  se  définit  : 
«  l'ensemble  des  points  ». 

Au  contraire,  dans  la  pratique  on  ne  peut  envisager  ainsi 
l'espace,  ce  serait  admettre  la  possibilité  de  définir  l'immo- 
bilité absolue.  Le  point  que  je  considère  dans  une  épure  est 
immobile  sur  ma  feuille  de  papier  ;  il  est  invariable  par 
rapport  à  celle-ci,  mais  entraîné  dans  l'espace  avec  elle.  Ce 
n'est  pas  un  point  de  l'espace,  c'est  un  point  du  papier. 

Il  faut  donc,  même  pour  fixer  la  position  d'un  point,  sup- 
poser l'existence  de  corps  invariables,  par  rapport  auxquels 
les  points  restent  fixes,  ou  se  déplacent. 

La  notion  de  figure  invariable  nous  apparaît  ainsi  non 
comme  un  fait  expérimental,  mais  comme  une  sorte  de 
nécessité  logique.  Si  Von  n'admet  pas  cette  notion,  aucune 
géométrie  n'est  possible. 
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Cette  manière  de  voir  semble  donc  se  justifier  assez  bien. 
Il  y  a  cependant  des  difficultés. 

La  notion  d'invariabilité  est,  dans  cette  manière  de  voir 
une  notion  à  priori.  Les  propriétés  des  figures  invariables 
doivent  donc  s'en  déduire  sans  qu'on  soit  obligé  de  faire 
intervenir  l'expérience,  et  sans  qu'il  reste  aucun  arbitraire 
dans  ces  propriétés.  En  particulier,  le  postulatum  d'Euclide 
doit  être  ou  vrai  ou  faux.  On  ne  peut  plus  dire  le  postu- 
latum est  vrai  ou  faux  selon  ce  qu'on  nomme  figure  inva- 
riable. 

Cette  difficulté  est  très  grande  ;  elle  a  suffi  à  beaucoup  de 
logiciens  pour  faire  condamner  l'opinion  kantienne. 

On  peut  présenter  la  chose  autrement.  La  thèse  kantienne 
est  celle-ci  :  Les  axiomes  de  la  géométrie  ne  sont  ni  des 
hypothèses  arbitraires,  ni  des  résultais  expérimentaux;  ce 
sont  des  principes  sans  lesquels  la  science  de  l'espace  serait 
impossible. 

L'objection  est  alors  la  suivante.  Comment  se  fait-il  qu'il 
y  ait  une  géométrie  non  euclidienne  ?  Si  le  postulatum 
d'Euclide  était  nécessaire  pour  constituer  la  science  de 
Tespace  on  ne  saurait  la  constituer  sans  lui. 

Je  ne  crois  pas  pourtant  l'objection  suffisante  pour  faire 
tomber  la  théorie  kantienne.  Elle  oblige  seulement  à  la 
modifier. 

La  théorie  kantienne,  du  reste,  manque  un  peu  de  préci- 
sion. Il  faut  supposer,  pour  faire  de  la  géométrie,  la  notion 
de  figure  invariable.  Mais  pourquoi  faut-il  précisément 
trois  points  pour  fixer  une  pareille  figure  ?  Pourquoi  deux 
points  ont-ils  un  invariant  (la  distance)  et  non  pas  deux?  etc. 
Pourquoi  du  reste  l'espace  a-t  il  trois  dimensions? 

J'ai  examiné  successivement  les  différentes  opinions  tou- 
chant les  axiomes.  Ces  opinions  ont  toutes  quelque  chose 
d'inacceptable. 

Pour  chercher  à  sortir  de  ces  difficultés,  je  présenterai  les 
choses  comme  il  suit  :  Comme  on  l'a  vu,  à  propos  de  l'opinion 
kantienne,  il  est  nécessaire  pour  la  science,  d'admettre  l'idée 
d'un  objet   restant  identique  à   lui-même.    Acceptons  donc 
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cette  notion,  d'ailleurs  familière  à  tout  le  monde,  sans  la 
discuter  davantage. 

Il  faut  toutefois,  pour  que  cette  notion  ait  un  sens  pratique, 
admettre  Texistence  réelle  de  corps  restant  identiques  à  eux- 
mêmes,  de  corps  invariables.  Je  reviendrai  tout  à  l'heure  sur 
ce  point. 

Cette  notion  de  l'identité  de  deux  objets,  ou  d'un  objet 
invariable  est  vague.  Il  importe  de  la  préciser.  C'est  là  le 
rôle  des  axiomes. 

Les  axiomes  sont  donc  des  propositions  ayant  pour  objet 
de  préciser  la  notion  d'identité  de  deux  objets  préexistant  en 
notre  esprit. 

Il  y  a  des  axiomes  relatifs  à  la  continuité.  Ils  ne  souffrent 
aucune  difficulté.  L'axiome  gênant  est  le  postulatum  d'Euclide. 
Il  faut  le  rattacher  à  l'idée  que  nous  nous  faisons  d'un  objet 
restant  identique  à  lui-même,  d'un  corps  invariable. 

Si  tout  grandissait  proportionnellement,  nous  ne  pour- 
rions nous  en  apercevoir.  C'est  là  une  proposition  de  sens 
commun;  elle  exprime  une  sorte  de  relativité  dans  la  gran- 
deur. Or,  cela  revient  à  affirmer  le  postulatum  d'Euclide.  Si 
le  postulatum  n'était  pas  vrai,  deux  triangles  ayant  les  mêmes 
angles  seraient  égaux.  On  saurait  donc  qu'un  triangle  n'a  pas 
changé  par  la  seule  mesure  des  angles.  La  relativité  précé- 
dente n'existerait  pas. 

On  peut  dire  encore.  L'idée  que  nous  avons  de  deux  figures 
identiques  est  double.  On  a  une  première  espèce  d'identité, 
telle  que  deux  points  A  et  B  ne  forme  pas  toujours  la  même 
figure  que  deux  points  A'  B'.  Deux  points  ont  un  invariant. 
C'est  ridée  de  figures  égales.  Il  y  en  a  une  autre  ou  deux 
points  n'ont  pas  d'invariant;  c'est  la  similitude. 

Cette  double  notion  de  l'identité  impose  le  postulatum 
d'Euclide. 

Je  reparlerai  plus  loin  du  postulatum. 

La  géométrie  ainsi  établie  est  d'abord  purement  théorique. 
Elle  devient  pratique  par  la  remarque  suivante  :  Parmi  les 
corps  situés  à  notre  portée,  il  en  est  qui  demeurent  très 
sensiblement  invariables.  Il  reste  quelque  difficulté  lorsqu'il 
s'agit  de  corps  très  éloignés,  tels  que  les  astres.  Pour  étudier 
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ces  corps,  il  faut  se  servir  des  rayons  lumineux.  La  vérifica- 
tion expérimentale  de   cette  proposition  :   «  La   lumière  se 
propage  en  ligne  droite,  dans  un  milieu  homogène  »  est  in-    ' 
suffisamment  précise.  Il  faut  envisager  les  choses  autrement. 

La  géométrie  est  la  première  d'une  série  de  sciences,  fon- 
dées sur  des  hypothèses  d'un  caractère  très  général,  mais 
dont  le  développement  est  logique.  Parmi  ces  sciences  se 
trouve  d'abord  la  mécanique  rationnelle^  puis  l'optique  des 
ondulations.  Cette  dernière  science  rend  compte,  d'une  façon 
logique,  de  la  propagation  rectiligne  de  la  lumière.  On  se 
sert  du  principe  dit  des  ondes  enveloppes.  Avec  cette  manière 
de  voir  la  propagation  rectiligne  de  la  lumière  n'est  plus  pure- 
ment empirique.  Les  raisons  qui  la  font  admettre  dérivent 
bien  de  l'expérience,  mais  elles  possèdent  un  caractère  de 
généralité  plus  grand  qu'une  expérience  directe.  La  princi- 
pale de  ces  raisons  est  celle-ci  :  Dans  le  vide  l'éther  est  homo- 
gène et  isotrope.  Cest  en  quelque  sorte  une  raison  de  symétrie. 
L'optique  fournit  en  outre  un  système  de  mesures  absolues. 
Lord  Kelvin  a  montré  dans  une  de  ses  conférences,  comment 
une  personne  transportée  loin  du  système  solaire,  dans 
quelque  planète  du  système  de  Sirius  ou  de  Véga,  pourrait, 
grâce  aux  propriétés  des  ondes  lumineuses,  reconstituer 
toutes  les  unités  du  système  métrique  ou  du  système  CGS. 

Il  convient,  d'après  ce  qui  précède,  d'envisager  la  géomé- 
trie, non  comme  une  science  de  pure  logique,  mais  comme 
une  sorte  d'introduction  aux  sciences  de  la  nature,  à  la  méca- 
nique, à  l'astronomie,  à  l'optique,  et  à  toutes  les  branches  des 
sciences  physiques.  Je  ne  considère  pas  les  propositions  géo- 
métriques comme  d'une  nature  essentiellement  différente 
de  celles  envisagées  en  physique.  Comme  ces  dernières  elles 
concernent  des  objets  réels,  concrets,  existants,  ou  pouvant 
exister  en  dehors  de  l'esprit. 

Expliquer  l'univers  matériel  est  le  but  de  la  science.  Cette 
explication  est,  à  l'heure  actuelle  bien  loin  d'être  achevée. 
Cependant  la  partie  déjà  construite  de  la  science  possède  une 
certaine  ampleur.  Elle  comprend  comme  je  l'ai  dit  la  géomé- 
trie, la  mécanique,  l'optique  vibratoire  et  d'autres  parties  des 
sciences  physiques.  Un  coup  d'oeil  jeté  sur  ces  sciences  y 
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f;;  montre  le  rôle  de  la  géométrie.  Chaque  partie  de  la  science 

K:    N  est  un  système  fondé  sur  des  hypothèses  qui  lui  sont  propres, 

^;  mais  outre  ces  hypothèses,  celles  de  la  géométrie  sont  tou- 

ff!  jours   requises.    La  géométrie  est  comme  la    charpente,  la 

K./  carcasse,  ou  le  squelette  de  la  science. 

^:  Les  hypothèses  de  la  géométrie  ont,  comme  nous  l'avons 

&  dit  un  caractère  particulier  d'évidence.  En  fait  on  les  admet 

^  dans  le  langage  courant,  et  sans  elles  il  serait  pour  ainsi  dire 

»"  impossible  d'énoncer  quelque  proposition  concernant  Tespace. 

ï  Les  notions  d'égalité,  de  similitude  nous  sont  très  familières. 

Il  Si  le  postulatum  d'Euclide  parait  moins  évident  que  les  autres 

IV  axiomes,  cela  tient  à  ce  qu'il  est  mal  choisi.  Il  peut  être  rem- 

placé par  une  proposition   équivalente,  d'un  caractère  plus 
évident.   On   peut  le  remplacer  par  la  possibilité  des  figures 
^*  semblables,  comme  nous  l'avons  fait  ci-dessus.  On  peut  aussi 

le  remplacer  par  le  suivant  :  «si  une  figure  plane  est  mobile 
dans  son  plan  de  telle  sorte  qu'une  des  droites  de  la  figure 
glisse  sur  une  droite  fixe,  tous  les  points  de  la  figure  décri- 
vent des  droites  ».  C'est  la  manière  de  faire  de  M.  Méray.  Si 
l'axiome  en  question  n'était  pas  vrai,  les  tiroirs  dès  tables 
ou  des  commodes  impliqueraient  contradiction. 

On  peut  encore  adinettre,  comme  le  fait  je  crois  Legendre, 
l'axiome  suivant.  «  Par  un  point  pris  dans  un  angle  on  peut 
toujours  mener  une  droite  rencontrant  les  deux  cotés  de 
l'angle»  ou  encore  l'énoncé  suivant:  «  Une  droite  ne  peut 
s'éloigner  ou  s'approcher  d'une  autre,  de  façon  que  la  dis- 
tance d'un  certain  point  de  cette  droite  à  l'autre  soit  maxi- 
mum ou  minimum  ». 

L'énoncé  suivant  :  «  Autant  de  triangles  égaux  qu'on  voudra 
étant  placés  dans  un  plan,  extérieurs  les  uns  aux  autres,  on 
peut  toujours  les  enfermer  dans  un  triangle  unique  »  possède 
un  caractère  d'évidence  tout  particulier. 

Du  reste  la  notion  de  volume  telle  qu'elle  est  familière  à 
tout  le  monde  suppose  le  postulatum  d'Euclide.  Elle  suppose 
en  effet  un  volume  donné  rempli  de  petits  cubes  juxtaposés. 
Or  le  pavage  de  l'espace  avec  de  petits  polyèdres  tous  égaux 
entre  eux,  suppose  le  postulatum  d'Euclide.  Il  en  est  de 
même  du  reste  du  pavage  du  plan. 
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Pour  exposer  la  géométrie,  on  peut  procéder  d'une  façon 
très  différente  de  la  façon  habituelle.  En  astronomie  on  me- 
sure non  des  longueurs,  mais  des  angles.  On  se  Fonde  sur 
la  propagation  rectiligne  de  la  lumière.  Ceci  suggère  une 
façon  d'exposer  la  géométrie  en  la  fondant  sur  la  notion 
d'angle  et  de  ligne  droite. 

.Ces  notions  étant  considérées  comme  notions  premières 
indéfinissables,  ou,  si  on  le  préfère,  comme  des  notions  empi- 
riques, on  définira  le  plan  comme  de  coutume. 

Considérons  deux  figures  se  correspondant  point  par  point, 
de  façon  que  des  points  en  ligne  droite  correspondent  à  des 
points  en  ligne  droite.  Si  deux  droites  AB,  AC  de  la  première 
ftgure  font  le  même  angle  que  les  correspondantes  A'B',  A'C 
de  la  seconde,  nous  dirons  que  les  deux  figures  sont  coan- 
gulaires. 

Soient  A  et  B  deux  points  d'une  figure  F,  P  un  plan  passant 
par  AB,  A'  et  B'  deux  points  quelconqueSy  P'  un  plan  passant 
par  ces  deux  points.  Notre  principal  axiome  sera  le  suivant: 
on  peut  construire  une  figure  F',  coangulaire  à  F,  telle  que 
A'  B'P'  correspondent  à  A  BP. 

Si  A  coïncide  avec  A'  et  B  avec  B',  ou  si  B  coïncide  avec 
A'  et  A  avec  B'  on  aura  deux  figures  égales. 

Cette  manière  de  procéder  présente  des  difficultés.  Et  il 
n'est  pas  question  de  s'en  servir  pratiquement  pour  exposer 
la  géométrie,  mais  il  donne  lieu  à  une  remarque  assez  cu- 
rieuse, que  je  veux  indiquer.  Lorsque  Ton  adopte  comme 
notion  fondamentale. la  notion  de  distance,  la  définition  de 
la  droite  s'en  déduit,  de  même  celle  de  l'angle,  il  n'y  a  plus 
rien  d'arbitraire,  le  postulatum  est  vrai  ou  faux  selon  ce 
qu'on  nomme  distance. 

Mais  si  l'on  prend  comme  notion  fondamentale  la  notion 
d'angle,  la  ligne  droite  ne  se  trouve  pas  définie,  et  l'on  peut 
définir  la  droite  de  façon  que  le  postulatum  soit  vrai  ou  qu'il 
soit  faux.  Le  postulatum  se  trouve  ainsi  vrai  par  définition 
de  la  ligne  droite. 

Effectivement,  supposant  établie  la  géométrie  ordinaire, 
considérons  toutes  les  transformations  n'altérant  pas  les 
angles. 
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D'après  un  théorème  dû  à  Liotiville,  le  groupe  de  ces 
transformations  contient  des  combinaisons  d'inversions,  ho- 
mothéties,  symétries,  inversions.  Il  change  les  sphères  en 
sphères,  et  par  suite  les  cercles  en  cercles.  Une  démons- 
tration de  ce  théorème  se  trouve  dans  Touvrage  de  M.  Dar- 
boux,  sur  les  systèmes  orthogonaux.  J'en  ai  donné  dans  les 
nouvelles  annales  (1903)  une  autre  démonstration  fondée  sur 
les  formules  de  Codazzi. 

Ce  groupe  de  transformations  contient  un  sous  groupe 
formé  des  transformations  laissant  inaltérée  une  sphère  S. 
Lorsque  la  sphère  S  est  réelle,  le  groupe  est  un  groupe 
Lobatchefkien  ;  lorsqu'elle  se  réduit  à  un  point,  le  groupe 
est  un  groupe  Euclidien  ;  lorsqu^enfin,  elle  est  imaginaire, 
ce  sera  un  groupe  Riemanien.  J'entends  par  là  que  ces 
groupes  sont  isomorphes  des  groupes  de  déplacements  dans 
les  géométries  de  Lobatchefki^  à'Euclide^  de  Riemann.  Les 
lignes  isomorphes  des  droites  sont  les  cercles  orthogonaux 
à  la  shpère  5. 

On  voit  par  là  que,  la  notion  d'angle  étant  admise,  on  est 
libre  de  choisir  la  notion  de  droite  de  façon  à  ce  que  Tune 
ou  l'autre  des  trois  géométries  soit  vraie  ;  adoptons  celle 
d'Euclide.  Considérons  un  des  groupes  Euclidiens.  La 
sphère  S  se  réduit  à  un  point.  Transformons  le  groupe  par 
une  inversion  de  pôle  S.  Nous  aurons  un  autre  groupe  ne 
laissant  inaltéré  aucun  point.  Ce  sera,  par  définition,  le 
groupe  des  déplacements. 

Ceci  laisse  subsister  des  difficultés.  Nous  sommes  bien 
obligés  pour  étudier  ces  groupes  de  supposer  établie  la 
géométrie  ordinaire. 

On  oppose  quelquefois  les  propositions  scientifiques  aux 
propositions  du  langage  courant.  Les  programmes  de  phi- 
losophie semblent  même  consacrer  cette  opposition.  Ils  con- 
tiennent un  paragraphe  intitulé  :  La  connaissance  vulgaire 
et  la  connaissance  scientifique. 

Si  Ton  se  borne  à  considérer  les  propositions  ayant  un 
caractère  géométrique,  celles  qui  énoncent  des  relations  de 
position,    cette  opposition  n'existe  pas.  Prenons  l'exemple 
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de  l'éclipsé  de  soleil,  donné  par  M.  Leroy,  et  discuté  par 
M.  Poincaré,  dans  son  livre  sur  la  a  Valeur  de  la  Science  ». 
L'ignorant  dit  :  Il  fait  noir  ;  le  savant  dit  :  l'éclipsé  a  lieu  a 
deux  heures.  Cette  manière  d'opposer  la  connaissance  vul- 
gaire à  la  connaissance  scientifique  ne  me  parait  pas  juste. 
Je  ne  veux  pas  en  faire  une  longue  critique.  Une  éclipse 
résulte  d'une  relation  de  position  entre  trois  objets.  Il  y  a 
un  écran  devant  la  lampe,  est  une  proposition  vulgaire. 
La  lune  passe  devant  le  soleil^  est  une  proposition  de  con- 
naissance scientifique  ;  il  fait  noir  est  la  constatation  d'une 
sensation,  non  d'une  connaissance,  ni  vulgaire  ni  scienti- 
fique. 

Si  la  lune  devant  le  soleil  est  quelque  chose  de  plus  scien- 
tifique qu'un  écran  devant  une  lampe,  cela  tient  à  bien  des 
raisons  qui  sautent  aux  yeux,  cela  n'empêche  pas  les  deux 
faits  d'être  de  même  nature  :  Une  relation  de  position  entre 
trois  objets  dont  l'un  est  lumineux,  l'autre  opaque  et  le 
troisième  l'œil  d'un  observateur. 

J.  Richard  (Dijon). 
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LES  RESULTATS  >  —  X 

Questions  22  et  23. 

Questions  relatives  au  mode  de  vie  du  mathématicien  *. 

22.  —  Croyez-vous  utile  au  mathématicien  d'observer 
quelques  règles  particulières  dans  l'hygiène  :  régime^  heures 
des  repaSy  intervalles  à  observer  ? 


^  Voir  l'Ens.  math.,  7«  année,  n*  5,  p.  387-395;  n*  6,  p.  473-478,  1905.  —  8*  année,  n»  t, 
p.  43-48  ;  n*  3,  p.  217-235  ;  n*  4,  p.  293-310  ;  n*  5,  p.  383-385  ;  n*  6,  p.  463-475,  1906.  — 
9*  année,  n*  2,  p.  123-135,  n*  3,  p.  20«-217  ;  n*  4,  p.  306-312,  1907. 

'  L'étude  de  cette  dernière  partie  a  été  faite  par  M.  le  D'  Ed.  Claparf.dk,  Directeur  du 
Laboratoire  de  Psychologie  de  rUnirersité  de  (>enéve. 
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23.  —  Quelle  durée  normale  quotidienne  de  sommeil  vous 
semble  nécessaire? 

Le  groupe  des  questions  22  à  28  est  intéressant  au  point 
de  vue  de  la  psychologie  du  travail,  —  du  travail  intellectuel 
en  général  plus  encore  peut-être  que  du  travail  mathéma- 
tique en  particulier. 

Quelle  doit  être  Thygiène  du  travail  de  l'esprit  ?  Comment 
faut-il  travailler  pour  obtenir  les  meilleurs  résultats  tout  en 
évitant  le  surmenage?  —  Voilà  des  questions  importantes 
entre  toutes,  à  une  époque  comme  la  nôtre  où  ce  genre  de 
travail  occupe  une  si  grande  place  et  fait  un  si  grand  nombre 
de  victimes  (beaucoup  plus  qu'on  ne  croit)  ! 

Comment  y  répondre,  si  ce  n'est  par  l'observation  empi- 
rique des  faits?  Il  faut  constater  comment  travaillent,  en 
fait,  ceux  qui  font  preuve  d'une  activité  intellectuelle  cer- 
taine. Dans  ce  domaine,  en  effet.  Va  priori  est  dangereux. 
On  rencontre  souvent  des  hygiénistes  ou  des  pédagogues 
qui,  par  exemple,  préconisent  le  travail  régulier,  continu,  à 
des  heures  fixes,  toujours  les  mêmes  ;  ou  encore  qui  recom- 
mandent le  travail  du  matin  et  répudient  celui  du  soir. 
D'autres  assurent  qu'il  ne  faut  se  mettre  à  sa  table  de  travail 
que  lorsqu'on  a  déjà,  tout  préparé  dans  sa  tête,  le  plan  de 
l'étude  que  Ton  va  entreprendre,  etc. 

Qu'y  a-t-il  de  vrai  dans  ces  affirmations?  Les  procédés 
préconisés  s'appliquent-ils  à  tous  les  intellectuels,  ou  seule- 
ment à  une  fraction  d'entre  eux  ? 

C'est  ce  qu'une  enquête  dans  le  genre  de  celle  entreprise 
ici  est  seule  capable  de  trancher.  Une  telle  enquête  peut 
nous  montrer  notamment  s'il  existe  des  types  différents  de 
travail  intellectuel. 

Le  travail  mathématique  nécessite-t-il  des  règles  spéciales 
d'hygiène  ou  un  régime  qui  lui  soit  particulier  ?  Pour  ré- 
soudre cette  question,  il  serait  nécessaire  de  comparer  les 
résultats  de  la  présente  enquête  avec  ceux  d'autres  enquêtes 
du  même  genre  élaborées  dans  d'autres  groupes  d'intellec- 
tuels :  littérateurs,  philosophes,  etc.  Mais  il  faudrait,  bien 
entendu,  que  chacune  de  ces  enquêtes  portât  sur  un  nombre 
extrêmement  considérable  d'individus. 
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En  attendant  le  moment,  fort  éloigné  sans  cloute,  où  une 
telle  comparaison  sera  possible,  constatons  que  plusieurs 
de  nos  correspondants  n^ont  pas  considéré  le  travail  des 
mathématiciens  comme  impliquant  des  règles  d'hygiène  à 
lui  particulières,  par  exemple  : 

Rép.  VII  (Allemagne).  —  Une  vie  régulière  est  recoramandable 
à  toat  homme.  M.  Cantoh. 

Rép.  IX  (France).  —  Oui,  pour  les  mathématiciens  comme  pour 
tout  le  monde. 

Rép.  XVI  (Belgique).  —  Hygiène  et  régime  de  tous  les  iiUeUec- 
tuels.  M.  Stuyvaert. 

Rép.  XXIV  (Hollande).  —  J'aime  la  vie  régulière,  mais  je  ne  sais 
pas  si  c'est  parce  que  je  suis  mathématicien.  H.  de  Viues. 

Rép.  XXXIV  (France).  —  Je  crois  la  question  [de  l'hygiène] 
indépendante  de  toute  occupation  mathématique  et  dépendant 
uniquement  du  tempérament  physique.  J.  Azaïs. 

Rép.  XXX VII  (France).  —  La  régularité  de  la  vie  est  utile  au 
mathématicien  comme  à  tout  le  monde.  E.  Fabry. 

Rép.  LXX  (Angleterre).  —  Règles  habituelles  de  Thygiène. 

J.-W.  YoUNG. 

Rép.  LXXIV  (Italie).  —  Observer  les  mêmes  règles  générales 
qui  régissent  toute  autre  occupation  mentale.  G.  Pirondixi. 

Rép.  LXXV  (France).. —  Toutes  les  questions  relatives  au  mode 
de  vie  du  mathématicien  s'appliquent,  il  me  semble,  à  un  travail- 
leur quelconque  de  la  pensée.  G.  de  Longchamps. 

Rép.  LXXX  (Norvège).  —  Comme  pour  tout  le  monde  travaillant. 

Alf.  Guldberg. 

Il  faut  sans  doute  compter  comme  étant  d'une  opinion 
analogue  un  certain  nombre  de  correspondants  (8)  qui  ont 
répondu  par  un  simple  non  à  la  question  22.  Ce  non  peut 
d'ailleurs  s'interpréter  de  deux  façons,  la  question  étant 
rédigée  d'une  façon  ambiguë.  On  ne  sait  pas  si  ceux  qui  répon- 
dent non  nient  l'utilité  de  toute  hygiène  pour  les  mathé- 
maticiens, ou  s'ils  entendent  seulement,  ce  qui  est  probable, 
qu'il  n'y  a  pas  pour  le  mathématicien  d'hygiène  «  particu- 
lière »  à  observer.  —  Il  est  donc  inutile  d'épiloguer  longue- 
ment sur  ces  réponses  négatives. 

Un  seul  répondant  (XXI,  Boltzmann)  déclare  catégorique- 
ment :  «  Je  n'y  ai  jamais  pensé  »,  à  la  question  22.  Le  même, 
à  la  question  24,  remarque  qu'on  ne  saurait  assigner  aucune 
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règle  au  travailleur  de  génie  (Fur  dus  Génie  gibt  es  keine 
Regel). 

Quant  aux  réponses  positives,  elles  conliennenl  presque 
toutes  des  recommandations  qui,  si  excellentes  soient-elles, 
sont  cependant  trop  banales  pour  être  reproduites  en  détail. 
Elles  vantent  tour  à  tour  la  sobriété  (un  seul.  Allemand,  con- 
seille de  «bien  manger»),  V exercice  régulier,  les  promenades^ 
la  tempérance  ou  \ abstinence^  à  l'égard  des  boissons  alcoo- 
liques, un  sommeil  suffisant;  cinq  personnes  insistent  sur 
la  nécessité  de  ne  pas  travailler  après  ses  repas. 

Voici,  à  titre  d'exemple,  quelques  échantillons  de  ces 
déclarations  : 

Rép.  1  (France).  —  La  santé  du  corps  est  une  nécessité  pour  le 
savant,  s'il  veut  produire  beaucoup  et  longtemps  ;  il  doit  se 
coucher  tôt,  il  peut  alors  se  lever  très  tôt  aussi,  ne  dormir  que 
7  à  8  heures.  Il  doit  manger  avec  modération,  s'assurer  de  bonnes 
digestions  en  ne  travaillant /a/zza/^s  après  ses  repas,  surtout  le  soir, 
s'il  veut  s'assurer  un  sommeil  profond  et  réparateur;  prendre  un 
exercice  régulier  n'allant  jamais  jusqu'à  la  véritable  fatigue. 

Ch.  Méray. 

Rép.  II  (France).  —  Oui!  travailler  à  jeun  ou  après  une  très 
légère  collation  (café  au  lait,  chocolat  léger...),  jamais  après  ses 
repas,  quand  on  peut  être  maître  de  son  temps.     Al.  Audebrand. 

Rép.  V  (Italie).  —  Lorsque  j'étais  étudiant,  j'ai  beaucoup  tra- 
vaillé ;  vers  19  ans,  j'ai  commencé  à  écrire  avec  fougue  des 
travaux  scientifiques  et  pendant  trois  ou  quatre  années  j'en 
ai  beaucoup  publié  !  De  cette  façon,  j'obtins  de  bonne  heure  une 
chaire  à  l'Université.  Mais  ma  santé  était  gâtée...  voilà  la  morale! 
Pour  avoir  trop  travaillé  dans  ma  jeunesse,  j'ai  dû  réduire  bientôt, 
trop  tôt,  mes  heures  d'études  et  de  travail  à  un  nombre  bien 
petit,  hélas  !  Et  chaque  fois  que  j'ai  voulu  travailler  un  peu  plus, 
de  nouveaux  dérangements  dans  ma  santé  m'ont  obligé  à  rebrousser 
chemin  !  Il  faut  toujours  mesurer  son  travail  !  (...) 

Rép.  VI  (Allemagne).  —  Je  regarde  comme  bon  de  ne  plus  faire 
de  travail  mathématique  après  les  repas.  (...) 

Rép.  XXIIl  (France).  —  Il  faut  se  méfier  de  l'entraînement  du 
travail,  qui  arrive  à  faire  oublier  les  repas  et  l'heure  du  sommeil. 
Si  on  ne  s'observe  pas,  on  peut  arriver  au  surmenage  et,  comme 
conséquence  à  l'impuissance  intellectuelle.  La  sobriété,  la  régu- 
larité des  repas  s'imposent.  Je  peux  encore  travailler  aussitôt 
après  le  repas.  En  général,  ce  n'est  pas  une  règle  à  recommander. 

C.-A.  Laisant. 
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Rép.  XXIV  (France).  —  La  sobriété  me  semble  très  recom- 
mandable.  A.  Boutin. 

Rép.  XXXVI  (Suisse).  —  Lumière,  air,  soleil,  eau.     C  Beyel. 

Rép.  XLIII  (France). — Pour  moi,  une  demi-heure  ou  une  heure 
de  repos  intellectuel,  ou  des  occupations  peu  fatigantes  après 
chaque  repas.  Habituellement,  toujours  abandonner  son  travail, 
sans  regret,  sans  attendre  plus  de  quelques  minutes  dès  que  les 
nécessités  usuelles  de  la  vie  vous  y  incitent  (repas,  besoins 
naturels,  etc.).  N  avoir  ni  trop  chaud,  ni  trop  froid  (cf.  ma  note  de 
TAssoc.  fr..  Congrès  d'Angers,  Mém.  p.  1203).  Être  installé  à  Taise 
pour  écrire.  E.  Maillet. 

Rép.  XLVI  (Espagne).  —  Je  conseillerai  de  ne  pas  arriver  à  la 
fatigue.  G.  db  Galdeaxo. 

Rép.  XLIX  (France),  —  Jamais  de  travaux  le  soir.  Se  coucher  de 
bonne  heure,  lever  idem.  Huit  heures  de  sommeil  en  moyenne, 
repas  réguliers.  Paul  Barbaiiin. 

Hép.  LIX  (Allemagne).  —  Vie  régulière  et  interruption  du 
travail  par  des  exercices  gymnastiques  faciles.  A.  Tafelmacher. 

Rép.  LXIX  (Italie).  —  Manger  à  peine  le  nécessaire,  et  surtout 
boire  peu.  (...) 

Rép.  LXXIX  (Norvège).  —  Ne  fumez  pas  trop. 

Axel  GuLDBi:ru;. 

Rép.  LXXXIII  (France).  —  J'ai  toujours  plus  de  difficultés  à 
travailler  après  les  repas.  (...) 

Passons  à  la  question  23.  relative  à  la  durée  nécessaire  du 
sommeil  quotidien. 

Les  maihématiciens  ont-ils  besoin  de  plus  ou  de  moins  de 
sommeil  que  le  resle  des  mortels  ?  Cette  question  paraît  ab- 
surde. Elle  ne  Test  peut-être  piis  tout  à  fait.  Un  psychologue 
allemand  a  constaté  récemment'  que  le  temps  de  sommeil 
nécessaire  pour  dissiper  la  fatigue  mentale  variait  suivant  le 
genre  de  travail  <|ui  avait  occasionné  celte  fatigue.  Ainsi  une 
demi-heure  de  sommeil  suffit  à  faire  disparaître  les  traces 
de  Tépuisement  causé  par  un  travail  d'addition  ;  tandis 
qu'au  contraire  il  a  fallu  au  moins  5  heures  de  sommeil  pour 
obtenir  une  restauration  analogue  après  un  travail  de  mémo- 
risation. 

Nous  donnons  cet  exemple  sans  vouloir  prétendre,  bien 
entendu,  qu'on  puisse  assimiler  le  travail  du  mathématicien 


*  Wbyoandt.  Beitràge  zur  Psychologie  des  Schlafes»  Congrès  de  psychologie  de  Giesseii, 
1904,  et  Zeitsch,  f.  Psychol,  Bd  SU,  1905. 
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à  un  travail  d'addition  !  Mais  on  pourrait  supposer,  en 
voyant  la  forte  différence  existant  sous  le  rapport  de  la  fati- 
gabilité,  entre  un  travail  d'addition  et  un  travail  de  mémo- 
risation, qu'une  différence  physiologique  analogue  peut 
exister  aussi  dans  Taccomplissement  des  travaux  intellectuels 
supérieurs. 

Cependant,  celte  différence  existât-elle  réellement,  il  n'est 
pas  évident  qu'elle  doive  se  refléter  nécessairement  dans  la 
durée  du  sommeil  quotidien.  Sans  doute,  le  sommeil  règle 
sa  durée,  dans  une  certaine  mesure  sur  les  besoins  qu'il 
doit  satisfaire.  Mais  combien  peu  !  Ce  n'est  pas  lorsqu'on 
est  le  plus  fatigué  que  l'on  dort  le  mieux;  au  contraire. 
C'était  le  cas  pour  le  savant  Boitzmann  : 

Rép.  XXI  (Allemagne).  —  Lorsque  je  travaille  à  quelque  chose 
tTiine  façon  intensive,  je  ne  puis  dormir  plus  de  6  heures  par 
jour,  souvent  encore  moins.  Par  contre,  dans  les  périodes  de 
détente,  lorsque  je  ne  fais  rien  que  remplir  mes  occupations  offi- 
cielles, ou  en  vacances,  je  dors  de  8  à  9  heures. 

Les  enfants  dorment  plus  que  les  adultes.  Il  parait  certain 
que  le  sommeil  est  un  acte  instinctif  dont  les  causes  sont 
profondes  et  tiennent  à  notre  nature  biologique  ;  la  durée 
du  sommeil  normal  paraît  dépendre  davantage  de  l'habitude, 
de  l'éducation,  du  climat  et  surtout  de  l'âge,  que  de  la  nature 
du  travail  effectué  par  le  sujet. 

Ces  considérations  nous  font  comprendre  la  discordance 
relativement  forte  entre  les  réponses  fournies  à  la  question 
23.  Voici  la  statistique  obtenue  : 

Heures  de  sommeil.  Réponses. 

6 2 

6-7 1 

7 8 

7-8 10 

8 30 

8-9 3 

9 7 

9-10 2 

10 .2 
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Mais,  une  telle  statistique  n'a  de  signification  que  dans 
la  mesure  oii  Ton  tient  compte  de  Tâge.  Chacun  sait,  en  effet, 
que  le  besoin  de  sommeil  diminue  au  fur  et  à  mesure  que 
l'on  avance  dans  la  vie.  Quelques  correspondants  ont  même 
jugé  bon  de  la  noter  : 

Rép.  XXIII  (France).  —  C'est  variable  suivant  les  individus.  Il 
m'a  fallu  9  heures  en  moyenne  pendant  longtemps.  Il  m'en  faut 
encore  au  moins  7.  C.-A.  Laisant. 

Rép.  XXXVIl  (France).  —  9  ou  10  heures  jusqu'à  30  ans,  8  et  7 
heures  plus  tard.  E.  Fabry. 

Répartissons  donc  les  réponses  selon  les  âges  (un  corres- 
pondant a  omis  d'indiquer  le  sien);  étant  donné  que  le  nom- 
bre de  réponses  est  trop  petit  pour  que  Ton  puisse  tenir 
compte  de  chaque  unité,  ou  même  de  chaque  dizaine  d'an- 
nées d'âge,  nous  ne  les  subdiviserons  qu'en  trois  groupes  : 
1**  mathématiciens  ayant  moins  de  40  ans  ;  2**  ayant  de  40  à 
59  ans;  3^  ayant  60  ans  ou  plus.  ,   ,/ 


Nombre  do  cor- 
respoDdaotB  de 
chaque  catéfi^orie 


I.  moÎDS  de  40  ans 

II.  de  40-59  ans 

III.  de  60  ans  et  plus 


28 

27 

9 


iMoins  de  8  h. 
de  sommeil. 


9.  soit  32  ^lo 
8,  »  29  Vo 
4,       »     440/. 


8  h  de  sommeil. 


12.  soit  43% 
14,     .    50% 

3.     »    3370 


Plus  (le  8  h. 
de  sommeil. 


SOU 


25  % 

20% 
22  % 


On  le  voit,  la  plus  forte  proportion  des  grands  dormeurs 
se  rencontre  chez  les  sujets  les  plus  jeunes,  et  la  plus  forte 
proportion  de  petits  dormeurs,  chez  les  sujets  les  plus  âgés. 
L'occupation  mathématique  ne  change  rien  à  cette  loi  biolo- 
gique. 11  est  à  noter  pourtant  que  les  deux  mathématiciens 
qui  ont  indiqué  10  heures  de  sommeil  ne  sont  âgés  Tiin  que 
de  39  ans  (Norvégien),  l'autre  de  45  (Tchèque),  et  que  le 
doyen  de  nos  correspondants,  feu  G.  Oltramare,  de  Genève, 
(89  ans),  dormait  8  heures. 

La  personne  qui  a  le  moins  besoin  de  sommeil  est  un 
Italien  de  49  ans  : 

Rép.  XVlll  (Italie).  —  Il  n'est  pas  nécessaire  de  plus  de  6  heures 
de  sommeil  par  jour.  (...) 

Quel  heureux  collègue  ! 
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MELANGES  ET  CORRESPONDANCE 


Parallaxe  stéréoscopique. 

Dans  le  n*  1  de  Tannée  1907  nous  avons  publié  une  démonstra- 
tion analytique,  due  à  M.  Estanave,  de  la  formule  qui  donne  la 
parallaxe  stéréoscopique. 

Nous  y  revenons  car  M.  Estanave  nous  fait  connaître  une  dé- 
monstration géométrique  plus  élémentaire  de  cette  importante 
formule. 

Rappelons  que  dans  la  vision  stéréoscopique  nous  sommes 
obligé  de  regarder  deux  images:  Tune  seulement  visible  à  Tœil 

droit  l'autre  à  Tœil  gauche.  Ces  images 
ne  sont  pas  identiques,  on  le  constate 
facilement  par  superposition  ;  cela 
d'ailleurs  va  de  soi  puisqu'elles  sont 
obtenues  par  deux  objectifs  qui  n'oc- 
cupent pas  par  rapport  à  l'objet  la 
même  position. 

Si  l'on  superpose  ces  images  de  fa- 
çon à  faire  coïncider  les  images  d'un 
même  point  éloigné,  de  la  ligne  d'ho- 
rizon, par  exemple  ;  les  images  rela- 
tives à  un  point  plus  rapproché  ne 
coïncident  pas  et  sont  d'autant  plus 
écartées  latéralement  que  ce  point  est 
plus  voisin  de  l'observateur.  C'est  à  cet  écartement  latéral  de  ces 
images  que  Helmholtzadonné  le  nom  à^ parallaxe  stéréoscopique^ 
Les  rayons  lumineux  partant  d'un  point  S  d'un  objet  et  aboutis- 
sant au  deux  yeux  O  et  0'  percent  le  plan  du  dessin  en  s  et  s'  qui 
seront  les  images  stéréoscopiques  du  point  S. 


-x 


La  similitude  des  triangles  sSs'OSO'  donne  ^,  =  ^t^  ^== 


en  dési- 


'00'"~S0"     p 

gnant  par  aet  p  les  distances  du  point  S  auxplansorOz  et  au  plan  paral- 
lèle mené  par  la  ligne  des  yeux  00',  on  en  déduit  — ~~  ^^    =  /'ZZ? 

or  00'  —  ss'  est  la  parallaxe  stéréoscopique  e,  00'  la  distance  2a 
entre  les  deux  yeux  et  /»  —  a  que  nous  désignerons  par  b  est  la 
distance  du  plan  du  dessin  au  plan  parallèle  mené  par  00"  on  dé- 
duit 

e_ h  2ah 

2a       p 


--  =-       ou 


qui  donne  la  parallaxe  stéréoscopique. 
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Congrès  des  philologues  et  professeurs  allemands  ;  7*  Réunion  de 
rAssociation  suisse  des  professeurs  de  mathéma- 
tiques; Bâle,  septembre  1907. 

La  49' Réunion  des  philologues  et  professeurs  allemands,  qui  a 
eu  lieu  à  Bâle  du  23  au  28  septembre,  présentait  cette  année  un 
intérêt  tout  particulier;  aussi  l'Association  suisse  des  professeurs 
de  mathématiques  organisa-t-elle  une  séance  à  Bâle  afin  d'enga- 
ger ses  membres  à  suivre  les  travaux  de  cet  important  congrès. 

Le  comité  du  Congrès  avait  annoncé  pour  les  séances  générales 
quatre  conférences  sur  les  rapports  de  VUniversité  et  de  l'Ecole  et 
sur  la  préparation  du  personnel  enseignant.  Elles  formaient  Tobjet 
principal,  d'un  intérêt  tout  à  fait  général,  et,  grâce  à  la  personna- 
lité des  conférenciers,  elles  ont  obtenu  un  plein  succès. 

M.  le  Prof.  F.  Klein  a  examiné  la  question  au  point  de  vue  de 
l'enseignement  des  sciences,  M.  le  Prof.  P.  Wbndland  (Breslau)  à 
celui  de  l'antiquité  :  a)  langues,  b}  archéologie  et  hellénisme  ;  M. 
le  Prof.  A.  Brandl  a  parlé  au  nom  des  langues  modernes  et  M.  le 
Prof.  A.  Harnack  a  étudié  la  place  et  le  rôle  de  l'enseignement  de 
l'Histoire  et  de  la  Religion. 

Dans  sa  brillante  conférence,  M.  le  Prof.  Klein  a  examiné  les 
exigonces  actuelles  concernant  la  formation  des  professeurs  de 
l'enseignement  des  sciences  ;  elles  ont  déjà  fait  l'objet  d'une  étude 
très  approfondie  de  la  part  de  la  Commission  d'enseignement  de 
l'Association  des  naturalistes  et  médecins  allemands.  Le  conféren- 
cier donne  un  aperçu  du  rapport  *  détaillé  que  cette  Commission 
a  présenté  au  Congrès  delà  dite  Association  tenu  quelques  jours 
auparavant  à  Dresde.  D'une  part  l'Ecole  demande  une  préparation 
à  la  fois  très  large,  très  variée  et  tout  à  fait  méthodique,  tandis 
que  l'enseignement  supérieur  désire  une  concentration  scientifi- 
que. 11  s'agit  donc  de  trouver  un  moyen  terme  tenant  compte  de  l'en- 
semble des  desiderata.  Abordant  les  questions  de  détails,  M,  Klein 
recommande  la  séparation  des  branches  scientifiques  en  deux 
groupes  :  sciences  mathématiques  et  physiques;  sciences  chimi- 


*  En  raison  do  l'importiince  de  ce  llapporl  VE/i.<eigne/nent  inatktm.  en  publiera  la  Iraduclion 
dans  un  prochain  numéro. 
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ques  et  biologiques.  D'autre  part  il  y  a  lieu  de  séparer  les  branches 
universitaires  en  branches  générales  et  études  spéciales.  Cela  est 
devenu  indispensable  par  suite  du  développement  considérable  des 
diverses  branches  scientifiques.  Dans  les  divers  groupes  d'études 
on  devra  tendre  à  établir  des  bases  solides  et,  dès  le  début,  accor- 
der une  large  place  aux  exercices  et  travaux  pratiques.  M.  Klein 
termine  en  adressant  à  l'assemblée  un  pressant  appel  en  faveur  de 
la  coopération  toujours  plus  étroite  entre  les  représentants  de  l'en- 
seignement secondaire  et  de  l'université. 

Section  des  sciences  mathématiques  et  physiques  (X).  —  M.  H. 
^'EILLON,  professeur  à  l'Université  de  Baie  est  nommé  président. 

M.  le  Prof.  Klein  remet  quelques  exemplaires  du  Rapport  sur 
la  préparation  des  candidats  à  l'enseignement  scientifique  élaboré 
par  la  Commission  d'enseignement  de  l'Association  des  naturalis- 
tes et  médecins  allemands.  11  attire  en  particulier  l'attention  sur  la 
nécessitéd'accorderdansleplan  d'études  une  largeplaceaux  mathé- 
matiques appliquées. 

M.  RuDio,  professeur  à  l'Ecole  polytechnique  de  Zurich,  donne 
lecture  d'un  travail  sur  la  vie  et  les  travaux  de  Frédéric  Hultsch, 
philologue  et  historien  des  mathématiques  ;  bien  connu  par  sa  pu- 
blication d'une  importante  édition  de  Fappus. 

M.  Brocke  (Zabern)  parle  des  nouveaux  programmes  projetés 
pour  les  mathématiques  dans  les  établissements  secondaires  su- 
périeurs et  les  examine  au  point  de  vue  méthodique.  Il  rappelle 
([u'à  Strassbourg  M.  le  Prof.  Simon  a  préconisé,  il  y  a  plus  de 
vingt  ans,  le  rôle  de  la  théorie  des  fonctions  dans  l'enseignement, 
notamment  dans  son  travail  intitulé  Didaktik  und  Methodik  des 
Rechnen-und  Mathematik-Unterrichts  [Bsiumeïsier  s  Handbuch  der 
Mrziehungs  und  Unterrichtslehre,  Mûnchen,  1895).  Il  estime  que 
ridée  de  correspondance  géométrique  et  arithmétique  doit  avoir 
un  rôle  fondamental  dans  l'enseignement. 

M.  Klein  tient  à  faire  remarquer  que  la  manière  dont  M.  Simon 
veut  présenter  les  fonctions  diffère  entièrement  de  celle  que  pré- 
conise le  Rapport  de  Meran  ;  elle  exigerait  la  connaissance  des 
variables  complexes,  tandis  qu'il  s'agit  simplement  de  la  notion 
de  fonction  telle  qu'on  la  concevait  au  XVIII*  siècle.  Quant  à 
utiliser  l'idée  de  correspondance,  l'orateur  l'a  souvent  recomman- 
dée, de  sorte  qu'il  ne  peut  qu'appuyer  cette  partie  du  travail 
de  M.  Brocke.  Il  estime  qu'une  introduction  aux  éléments  du  cal- 
cul différentiel  est  une  véritable  nécessité,  car  elle  est  indispen- 
sable à  renseignement  rationnel  de  la  Physique.  Il  montre  quels 
sont  les  inconvénients  des  soi-disantes  démonstrations  élémen- 
taires où  Ton  cherche  à  éviter  la  notion  de  fonctions,  et  cite,  à  titre 
d'exemple,  la  façon  dont  on  obtient  l'expression  de  la  force  cen- 

trifuge  —   dans    VEnzyklopàdie    der   Elenientar-Mathematik    de 
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Weber  et  Wellstein  ;  les  auteurs  partent  de  ^  et  ç  constants, 
puis  ils  passent  au  cas  de  i'  et  ç  variable. 

La  suite  de  la  discussion  sur  ces  questions  a  été  renvoyée  à  la 
réunion  familière  avec  TAssociation  suisse  des  professeurs  de 
mathématiques. 

Parmi  les  autres  travaux  présentés  à  la  section  des  sciences 
mathématiques  et  physiques,  signalons  encore  ceux  de  MM.  R. 
HuBBR  (Berne)  sur  la  théorie  des  électrons  au  gymnase  ;  J.  Grim- 
sEHL  (Hambourg)  sur  les  ondes  électiques  dans  renseignement 
(avec  démonstrations). 

Association  suisse  des  professeurs  de  mathématiques,  —  Cette 
association  avait  fixé  sa  séance  au  25  septembre  afin  de  permettre 
à  ses  membres  de  prendre  part  à  la  conférence  de  M.  le  Prof. 
Klein  et  aux  travaux  de  la  section  X.  La  séance  spéciale  à  TAsso- 
ciation  a  eu  lieu  à  Tissue  des  conférences  sur  l'Université  et  l'Ecole 
et  a  dû  être  limitée  aux  affaires  administratives.  Une  nouvelle 
réunion  a  été  décidée  pour  le  10  novembre  1907  à  LangenthaL 

Le  Comité  pour  1907  a  été  constitué  comme  suit  :  Président,  M. 
le  Prof.  H.  Fehr  ;  secrétaire-caissier,  M.  le  D'  J.  Juzi  (Zurich)  ; 
membre  adjoint,  M.  le  recteur  Egli  (Lucerne). 

Cette  séance  a  été  suivie  d'une  réunion  commune  avec  les  mem- 
bres de  la  section  X  du  Congrès  des  Philologues  et  professeurs 
allemands  et  dont  le  but  était  d'examiner  les  demandes  de  réfor- 
mes de  renseignement  mathématique  en  Allemagne. 

Séance  commune;  discussion  ^  —  M.  le  Prof.  H.  Fehr  souhaite 
la  bienvenue  aux  mathématiciens  allemands,  puis  il  remet  la  pré- 
sidence à  M.  le  D""  Flatt,  recteur  de  TEcole  réale  supérieure  de 
Baie. 

Sur  la  proposition  de  M.  Klein  l'assemblée  s'occupe  tout  d'abord 
de  l'enseignement  des  sciences  mathématiques  et  naturelles  dans 
les  écoles  supérieures,  en  ayant  spécialement  en  vue  les  proposi- 
tions de  la  Commission  d'enseignement  des  naturalistes  et  méde- 
cins allemands  ;  tandis  que  la  discussion  concernant  la  formation 
des  maîtres  dans  les  écoles  supérieures  est  renvoyée  à  la  section 
pédagogique  du  Congrès. 

M.  Laemmel  (Zurich)  désire,  au  point  de  vue  des  méthodes,  un 
emploi  moins  fréquent  du  mode  de  démonstration  euclidien,  et 
une  économie  dans  les  démonstrations  de  l'enseignement  mathé- 
matique. Dans  l'enseignement  de  la  physique,  le  maître  doit  se 
garder  de  donner  une  trop  grande  part  aux  mathématiques,  mais  il 
doit  consacrer  plus  de  temps  aux  théories  et  aux  hypothèses  ainsi 
qu'à  leur  développement. 


^  Cette  dernière  partie  de  ce  compte  rendu  a  été  traduite  par  M.  Laukbnt  (Genève)  d'après 
le  compte  rendu  officiel  établi  par  M.  le  prof.  Grossmann. 
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M.  le  Directeur  Bode  (Francfort  s/Main)  déclare  que  pour  celui 
qui  est  bien  au  courant  du  mouvement  pédagogique,  Tancien  mode 
de  démonstration  a  diminué;  cependant  on  démontre  aux  élèves 
encore  maintes  propositions  évidentes  par  elles-mêmes,  et  la 
démonstration  ne  les  rend  pasplusclaires  ;  parexemple  :  le  théorème 
qui  dit  que  lorsque  deux  cercles  sont  tangents,  la  droite  qui  joint 
les  centres  passe  par  le  point  de  contact.  Il  réclame  aussi  pour 
renseignement  physique  un  minimum  de  mathématiques.  M.  Bode 
donne  connaissance  de  quelques  résultats  obtenus  avec  cette  mé- 
thode d'enseignement  en  présentant  des  cahiers  d'élèves.  Dans 
la  troisième  inférieure  on  dessine  des  représentations  de  fonctions 
simples  sur  du  papier  millimétrique,  en  seconde  on  obtient  les 
racines  de  2  équations  du  2®  degré  ou  d'un  degré  supérieur  par 
le  procédé  graphique.  De  cette  façon  l'élève  acquiert  une  vue  nou- 
velle surla  signification  du  problème  qu'il  a  à  résoudre,  et  la  résolu- 
tion algébrique  des  équations  qu'on  en  déduit  n'est  pas  si  aride  ni 
si  stérile  que  celle  qu'on  enseigne  actuellement.  11  attire  l'atten- 
tion sur  une  petite  brochure  de  M.  Lesser  (chez  Knauer  frères, 
Francfort  s/Main)  qui  traite  de  l'introduction  et  du  développement 
de  la  notion  de  fonction,  et  qui  a  pour  but  de  montrer  comment 
on  peut  pratiquement  aborder  ce  sujet. 

M.  Weill,  professeur  à  Gebweiler,  a  obtenu  au  Gymnase  d'excel- 
lents résultats  avec  l'introduction  méthodique  de  la  notion  de 
fonction.  11  estime  que  dès  le  début  on  doit  mieux  approfondir  les 
notions  premières.  En  ce  qui  concerne  le  moment  opportun  d'in- 
troduire l'idée  de  fonction,  les  opinions  sont  franchement  diver- 
gentes ;  il  recommande  la  seconde  inférieure  comme  étant  la  mieux 
indiquée  et  conseille  de  débuter  par  exemple  par  la  représen- 
tation graphique  de  y  =  .r*.  La  recherche  de  .r,  y  étant  donné,  con- 
duit naturellement  aux  nombres  irrationnels  et  à  Textraction  de 
racines.  Seulement  dans  les  pays  de  l'Empire,  l'exislence  fréquente 
de  premières  clauses  combinées  où  l'on  fait  les  deux  examens  de 
maturité,  s'oppose  à  la  réalisation  de  ce  projet,  ainsi  que  d'ailleurs 
le  surchargement  des  programmes.  En  conséquence  seule  une 
transformation  intérieure  de  l'enseignement  mathématique  peut 
être  tentée,  en  insistant  spécialement  et  d'une  façon  systématique 
sur  la  notion  de  fonction.  Les  résultats  que  l'on  obtiendrait  ainsi 
pourraient  alors  conduire  à  supprimer  ou  à  réduire  certaines  ma- 
tières, et  par  cela  même  à  donner  un  peu  de  temps  pour  le  calcul 
infinitésimal.  ^ 

M.  Grimsehi.  (Hambourg)  a  toujours  considéré  la  physique 
comme  étant  une  science  de  la  nature,  et  en  ceci  il  est  en  commu- 
nauté d'idées  avec  les  propositions  faites  à  Méran.  Les  mathéma- 
tiques doivent  avoir  comme  mission  en  physique  de  simplifier 
l'expression  des  lois  et  de  réaliser  ainsi  une  économie,  mais  à  la 
condition  qu'on  ait  tout  d'abord  observé  objectivement  les  phéno- 
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mènes.  Par  contre  il  met  en  garde  contre  un  développement  trop 
détaillé  des  théories  et  des  hypothèses.  L'enseignement  physique 
doit  exiger  Tintroduction  des  éléments  du  calcul  différentiel, 
sans  lesquels  on  ne  peut  pas  développer  des  notions  exactes.  La 
notion  de  fonction  se  présente  d'elle  même  dans  les  processus 
physiques;  il  rapporte  comment,  dans  des  exercices  de  physique 
où  Ton  représentait  graphiquement  les  phénomènes  de  refroisse- 
raent,  les  élèves  reconnurent  aussitôt  la  courbe  logarithmique. 
Le  concept  de  fonction  doit  être  introduit  le  plus  vite  possible. 

M.  Geisslbr  (Neleikon,  Lucerne)  est  aussi  d'avis  que  renseigne- 
ment des  mathématiques  a  besoin  de  réformes  ;  la  question  porte 
seulement  sur  le  «  comment  »  ?  Sans  nier  Timportarice  de  la  notion 
de  fonction,  Torateur  doute  que  la  question  de  l'introduction  des 
réformes  citées  soit  mûre  et  il  ne  croit  pas  que  le  problème  de  la 
réforme  soit  résolu.  La  majorité  des  maîtres  s'en  tient  encore  à  la 
méthode  euclidienne;  cette  majorité  ne  s'est  pas  encore  prononcée  ; 
et  il  est  très  à  souhaiter  qu'elle  conserve  sa  liberté  et  qu'aucune 
mesure  venue  d'en  haut  ne  porte  atteinte  à  cette  liberté.  De  tout 
cela  résulte  le  danger  de  donner  aux  élèves  des  connaissances 
décousues,  aussi  longtemps  que  l'enseignement  logique  et  l'édu- 
cation qui  conduisent  à  la  pensée  personnelle  seront  négligés. 

M.BROcKE(Zabern)  ne  croit  pas  la  liberté  des  maître  menacée,  car 
il  ne  s'agit  que  des  propositions  et  des  exemples  cités.  La  notion 
de  fonction  peut  déjà  être  présentée  en  sixième,  mais  la  représen- 
tation graphique  des  équations  est  à  reculer  ;  l'introduire  en  troi- 
sième inférieure  serait  prématuré. 

L'algèbre  et  la  géométrie  doivent  tout  d'abord  se  développer 
indépendamment  l'une  de  l'autre  ;  pour  être  unies  ensuite  par 
l'introduction  de  la  représentation  graphique.  Le  principe  de 
correspondance  et  de  transformation  réciproques  doit  être  intro- 
duit plus  tôt  car  il  contient  l'idée  de  fonction. 

M.  F.  Klein  répond  à  M.  Geissler,  que  lui  aussi,  il  insiste,  d'une 
façon  pressante,  pour  qu'on  opère  avec  circonspection  dans  la 
transformation  de  l'enseignement,  de  même  que  M.  le  directeur 
Bode  l'a  fait  dans  la  séance  de  section  du  matin.  Au  ministère 
prussien  on  est  aussi  d'avis  que  les  programmes  doivent  donner 
réellement  la  liberté  et  ne  rien  prescrire  ;  et  on  est  encore  d'avis 
qu'il  n'y  arien  à  changer  à  cette  façon  devoir.  Il  est  aussi  d'accord 
avec  M.  Geissler  pour  exiger  de  la"  rigueur  dans  les  démonstra- 
tions. L'art  doit  justement  consister  à  amener,  par  un  enseigne- 
ment bien  enchaînera  la  rigueur  exigée  dans  les  classes  supérieures. 
L'orateur  considère  comme  nullement  suffisantes  les  mathémati- 
ques purement  pratiques  telles  que  celles  de  Perry.  11  s'étend  en- 

core  une   fois  sur  l'expression  —  et  renvoie  à  la  publication    de 
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M.  WiTTiNG  (Dresde)  remarque  que  de  même  qu'on  a  à  préparer 
dès  la  sixième  la  notion  de  dépendance  fonctionnelle,  de  même 
on  pourrait  initier  les  élèves  petit  à  petit  à  la  représentation  gra- 
phique. C'est  pourquoi  il  conclut  que  même  dans  les  classes  infé- 
rieures renseignement  doit  être  donné  par  des  maîtres  ayant  une 
culture  académique. 

M.  Grossmann  (Baie)  rapporte  sur  les  expériences  faites  à  l'école 
réale  supérieure.  Jusqu'à  présent,  dit-il,  nous  n'avons  pas  encore 
introduit  méthodiquement  la  notion  de  fonction,  par  contre  le 
maître  s'estdonné  à  tâche, dès  les  classes  moyennes,  de  mettre  en 
évidence  la  notion  de  fonction  toutes  les  fois  que  l'occasion  se 
présente.  La  trigonométrie  est  développée  en  même  temps  que 
les  exercices  pratiques  d'arpentage,  la  géométrie  analytique  et  la 
descriptive  offrent  constamment  des  exemples  de  corrélation  et  de 
dépendance  fonctionnelle.  Les  éléments  du  calcul  différentiel  sont 
enseignés  depuis  des  années  à  Baie,  mais  jusqu'ici  on  a  apporté 
plus  de  soin  peut-être  qu'il  n'était  nécessaire,  à  la  difFérentîation, 
et  pas  assez  au  développement  des  notions  intuitives  et  de  leur 
application  pratique.  De  même  des  éléments  du  calcul  différentiel 
on  va  pouvoir  déduire  de  nouvelles  connaissances  en  physique  et 
en  géométrie.  Entre  beaucoup  d'exemples  l'orateur  en  cite  deux 
appartenant  à  la  géométrie  analytique  dans  l'espace  et  qui  sont 
propres  à  montrer  à  l'élève  l'utilité  de  ses  nouvelles  notions.  Qu'on 
calcule  la  distance  d'une  droite  à  l'origine,  ou  la  plus  courte  dis- 
tance de  2  droites  gauches,  tout  d'abord  directement  par  la  géo- 
métrie analytique,  puis  à  l'aide  du  calcul  différentiel;  on  aura  im- 
médiatement convaincu  l'élève  de  la  portée  de  ses  nouvelles  con- 
naissances. 

M.  Grimsbul  (Hambourg)  estime  qu'en  ce  qui  concerne  Tintro- 
duction  hâtive  des  représentations  graphiques,  on  n'a  pas  lieu  de 
s'en  montrer  trop  avare.  La  vie  ne  nous  montre  que  des  grandeurs 
variables  et  des  dépendances  fonctionnelles.  Les  géographes,  pour 
leurs  tableaux  statistiques,  font  bien  emploi  de  la  représentation 
graphique  dès  la  sixième,  et  cela  sans  hésiter. 

M.  Epstein  (Strassbourg)  souhaite  la  bienvenue  au  mouvement 
réformateur  de  renseignement  mathématique,  et  se  place  au  point 
de  vue  des  écoles  techniques  moyennes,  qui  doivent  présenter  à 
leurs  élèves  à  peu  près  les  mêmes  sujets  que  les  écoles  supérieures, 
mais  sous  une  forme  plus  pratique.  Le  malheur  est  que  la  plupart 
des  maîtres  dans  ces  écoles  enseignent  les  mathématiques,  comme 
on  le  fait  dans  les  écoles  supérieures.  Or  la  représentation  gra- 
phique est  de  toute  première  importance  pour  le  technicien,  et 
si  les  élèves  à  leur  entrée  étaient  déjà  familiarisés  avec  le  concept 
de  fonctions,  cela  allégerait  considérablement  cet  enseignement, 
par  exemple  pour  les  apprentis  arpenteurs.  Très  souvent  il  importe 
que  le  technicien  ait  le  juste  sentiment  de  l'ordre  de  grandeur  des 
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résultats  qu'il  attend;  ce  sentiment  est  à  développer  et  il  Test  jus- 
tement par  Texercice  de  la  pensée  sur  l'idée  de  fonction. 

M.  Flatt  (Bàle)  fait  avant  tout  ressortir  Timportance  du  lien  qui 
doit  unir  l'enseignement  mathématique  à  la  vie  pratique.  Com- 
bien est  instructif,  par  exemple  en  arpentage,  toute  la  discussion 
des  problèmes  trigonométriques,  qui  ne  sont  plus  réduits  à  une 
pure  gymnastique  de  tables.  Il  ne  faut  pas  déloger  les  mathémati- 
ques de  l'enseignement  physique  ;  à  un  premier  cours  élémentaire 
considérant  les  phénomènes  au  point  de  vue  qualitatif,  doit  faire 
suite  un  second  cours  tenant  compte  de  l'élément  quantitatif  et 
s'aidant  des  mathématiques  pour  l'exprimer;  il  recommande  qu'à 
la  fin  de  l'enseignement  on  fasse  un  court  résumé  sur  le  dévelop- 
pement historique  de  la  science.  Le  calcul  différentiel  a  depuis 
longtemps  sa  place  à  l'école  réale  supérieure  de  Baie. 

M.  Klein  attire  l'attention  sur  le  traité  de  calcul  différentiel  de 
Burkhardt  (Zurich)  paru  ces  jours  derniers  chez  Teubner;  ce  sera 
un  guide  suggestif  pour  les  professeurs  d'écoles  moyennes.  L'ora- 
teur regrette  que  la  question  des  écoles  spéciales  n'ait  pu  être  sufïi- 
samment  étudiée  par  la  commission  d'enseignement,  à  cause  delà 
complexité  de  la  question.  Il  est  très  important  que  les  mathéma- 
tiques et  la  physique  contribuent  aussi  au  développement  général 
et  croissant  des  écoles  spéciales.  Il  prie  M.  Epstein  de  bien  vou- 
loir communiquer  ses  expériences  et  ses  recommandations  dans 
la  Revue  de  l'association  des  mathématiciens  allemands. 

M.  WiTTiNG  (Dresde)  remarque  que  l'emploi  des  courbes  nor- 
males pour  résoudre  les  équations  était  déjà  connu  de  Newton,  et 
M.  Klein  ajoute  que  les  Grecs  avaient  déjà  au  fond  exactement  les 
mêmes  idées  lorsqu'ils  construisaient  tt  à  l'aide  de  la  quadratrice 
coupée  par  une  certaine  droite,  et  que  certainement  la  théorie  des 
lieux  géométriques  contient  déjà  l'idée  de  fonction. 

Dans  la  discussion  qui  se  rapporte  à  la  formation  des  maîtres, 
M.  Weill  (Gebweiler)  désire  notamment  qu'on  facilite  leur  culture 
ultérieure  et  propose  de  soumettre  une  résolution  dans  ce  sens  au 
congrès  des  philologues.  A  Strassbourg,  il  n'y  a  eu  jusqu'ici  qu'une 
seule  fois  des  cours  de  vacances. 

M.  WiTTiNG  (Dresde) communique  que  «l'Association  allemande 
pour  l'avancement  de  l'enseignement  des  sciences  mathématiques 
et  des  sciences  naturelles»  a  déjà  pris  une  résolution  dans  ce  sens. 
Leipzig,  d'une  part,  et  Charlottenbourg,  d'autre  part,  ont  dans  ce 
but,  inscrit  respectivement  à  leur  budget  3000  et  5000  marks. 

M.  Grimsehl  (Hambourg)  rapporte  les  dispositions  dignes  d'être 
suivies,  de  la  ville  d'Hambourg,  qui  paye  aux  participants  les 
indemnités  de  remplacement,  leurs  frais  de  voyage,  de  séjour  et 
jusqu'à  leur  suppléant. 

M.  BuRGER  (Fribourg  en  Brisgau)  dit  que  dans  le  Grand  Duché 
de  Bade,  des  cours  de  vacances  ont  lieu  tous  les  deux  ans,  et  que 
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leur  fréquentation  est  facilitée  par  le  remboursement  des  frais  de 
voyage  et  de  séjour. 

M.  Klein  montre  que  les  cours  de  vacances  en  Prusse  augmentent 
continuellement;  ainsi  à  Kœnigsberg  il  y  avait  un  cours  portant 
spécialement  sur  les  sciences  mathématiques  et  naturelles  qui  a 
réuni  42  participants  ;  un  autre  cours  est  préparé  à  Munster,  mais 
il  n'est  pas  encore  question  de  disposition  uniforme  pour  en  faci- 
liter Taccès  financièrement.  A  une  question  de  M.  Flatt  (Bàle) 
concernant  les  cours  de  vacances  de  Gottingue  et  de  leur  fréquen- 
tation par  des  maîtres  non  prussiens,  M.  Kli^in  répond  qu'à  Pâques 
1908  il  y  aura  des  cours  de  mathématiques  et  de  physique,  mais  en 
tous  cas  plus  tard  que  d'habitude,  à  cause  de  la  date  tardive  des 
fêtes  de  Pâques  et  du  congrès  international  des  mathématiciens 
qui  aura  lieu  auparavant  à  Rome.  La  participation  des  maîtres  non 
prussiens  est  en  soi  très  désirée. 

Association  suisse  des  professeurs  de  mathématiques,  8"'''  réunion, 
Langenthal,  10  novembre  1907. 

Conformément  à  la  décision  prise  à  Baie  le  25  septembre,  l'Asso- 
ciation suisse  des  professeurs  de  mathématiques  s'est  réunie  à 
Langenthal.  le  10  novembre  dernier  à  2  heures,  à  TAula  de  TEcole 
secondaire,  sous  la  présidence  de  M.  H.  Fehr.  Le  principal  objet 
à  l'ordre  du  jour  était  la  conférence  de  M.  le  D"*  BOtzbkrger  (Zurich) 
sur  le  savant  géomètre  suisse  Jacob  Steiner  (1796-1863)  :  Jacob 
Steiner  {fon  Uzendorf^  Mathematiker  nnd  Akademiker  in  Berlin,  Ein 
Lebensbild  nach  alten  and  nenen,  Dokumenten,  Briefen,  Erinne- 
rnngen  seiner  Landsleute  iind  seinem  handschriftlicheni  Nachlass, 
C'est  une  étude  biographique  très  documentée  et  du  plus  grand 
intérêt  que  M.  Bûtzberger  présente  à  ses  nombreux  auditeurs 
comprenant  non  seulement  un  grand  nombre  de  membres  de 
l'Association,  mais  aussi  des  professeurs  et  notabilités  de  la  région, 
ainsi  que  d'anciens  amis  et  élèves  de  Steiner.  On  remarquait,  entre 
autres,  M.  le  prof.  Geiser  (Zurich),  petit  neveu  de  Steiner,  et  M.  le 
Prof.  Kinkelin  (Bàle).  Le  conférencier  montre  d'abord  Steiner 
comme  fils  de  paysan  accompagnant  son  père  au  marché  de  Berne, 
où  il  se  rendait  utile  par  ses  calculs,  puis  comme  élève  de  Pesta- 
lozzi  à  Yverdon,  et  enQn  à  Berlin  comme  professeur  et  académi- 
cien. 

Les  manuscrits  de  Steiner,  qui  avaient  été  déposés  à  la  Biblio- 
thèque de  la  Société  helvétique  des  sciences  naturelles,  à  Berne, 
ont  été  revus  avec  beaucoup  de  soin.  Ils  contiennent  des  travaux 
inédits  et  toute  une  série  de  problèmes  fort  remarquables.  Ils 
seront  publiés  par  iM.  Bûtzberger,  probablement  comme  supplé- 
ment aux  œuvres  de  Steiner.  Il  faut  espérer  que  la  remarquable 
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étude  biojyraphique  de  Steiner  sera  également  publiée  avec  les 
documents  et  anecdotes  réunis  par  le  conférencier. 

A  roccasion  de  cette  séance  M.  Biitzberger  avait  organisé  une 
exposition  de  manuscrits,  livres,  portraits  et  autres  souvenirs  de 
Steiner.  Il  sera  fait  une  reproduction  de  l'un  des  portraits  de 
Steiner,  si  le  nombre  des  demandes  est  suffisant  (s'adresser  à  M.  le 
professeur  Bûtzberger,  Kantonsschule,  Zurich). 

[.a  prochaine  réunion  de  l'Association  aura  lieu  à  Baden,  en 
octobre  1908,  en  même  temps  que  la  réunion  de  la  Société  suisse 
des  professeurs  de  Gymnase.  H.  F. 


IP  Centenaire  d'Euler. 

Comme  suite  à  la  liste  des  publications  qu'a  donné  lieu  le 
II*  Centenaire  d'Euler  nous  citerons  les  mémoires  suivants  qu'on 
a  bien  voulu  nous  communiquer  : 

12.  t(  Festakt  der  Universitàt  Baselzuv  Feier  des  200^*"  Geburts- 
tages  Leonhard  Eulers,  Festberichterstattet  von  dem  Rektor  Prof. 
D""  John  Maier.  »  Dicours  de  MM.  Vondermuhll,  Backlund, 
Frobenius,  J.  Maier,  Rudio,  Hubbr.  —  13.  «  Leonhard  Euler  sein 
Leben  iind  Wirken.  »  Conférence  de  M.  Félix  Mûller  à  l'assem- 
blée  annuelle  de  l'Association  allemande  pour  l'avancement  de 
renseignement  des  sciences  mathématiques  et  naturelles,  Dresde. 
Unterrk'htsblâtter  f,  Mathematik  u,  Naturmssenschaflen^  XIll,  n°  5. 
—  14.  «  Eulers  Verdienste  um  die  elementare  Mathematik  »,  von 
Paul  Stackel,  Zeitsch.  /!  mathem.  u.  naturvv,  Unterricht^  t.  38,  n<*4, 
p.  300-307. 

L'Association  allemande  des  mathématiciens  a  tenu  honorer  la 
mémoire  d'Euler  en  organisant  pour  sa  séance  annuelle  de  Z)re«^ 
une  série  de  communications  sur  Euler.  Cette  importante  réunion, 
dont  nous  rendrons  compte  dans  le  prochain  numéro,  ne  compre- 
nait pas  moins  de  douze  rapports  sur  l'activité  d'Euler  dans  les 
divers  domaines  des  sciences  pures  et  appliquées. 

Nous  signalons  d'autre  part  la  communication  présentée  par 
M.  le  Prof.  Knoblauch  sur  la  publication  des  œuçres  d'Euler  à  la 
Société  mathématique  de  Berlin  (Arch,  der  Mathem.  u,  Physik^ 
t.  12,  fasc  3,  p.  69-72  des  Sitzungsberichte.)  M.  Knoblauch  préfé- 
rait à  une  réimpression  des  mémoires  une  étude  complète  et  ap- 
profondie des  travaux  d'Euler,  car  le  savant  géomètre  a  souvent 
repris  les  mêmes  problèmes  dans  plusieurs  mémoires.  Cette  étude 
historique  et  critique  devrait  être  confiée  à  une  commission  de 
deux  ou  trois  mathématiciens  ;  l'un  se  chargerait  de  la  théorie  des 
nombres,  l'autre  de  l'analyse  et  du  calcul  des  variations  et  l'autre 
de  la  mécanique  et  de  la  géométrie.  Un  pareil  exposé  permettrait 
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d'éviter  des  répétitions  inutiles  et  présenterait  les  résultats  obte- 
nus par  Euler  en  tenant  compte  de  l'état  actuel  des  sciences  ma- 
thématiques. 

Le  projet  de  M.  Knoblauch  nous  paraît  devoir  être  examiné  avec 
beaucoup  d'attention  et  il  serait  désirable  que  son  auteur  la  sou- 
mit au  prochain  Congrès  international  des  mathématiciens. 

H.  Fehr. 

IIP  Centenaire  de  Torricelli. 

La  ville  natale  de  Torricelli  se  prépare  à  célébrer,  en  1908,  le 
troisième  Centenaire  de  la  naissance  du  grand  physicien.  La  Muni- 
cipalité de  Faenza  a  estimé  qu'elle  ne  pouvait  mieux  honorer  la 
mémoire  de  l'illustre  savant,  qu'en  entreprenant  la  publication  de 
ses  œuvres  complètes. 

L'exécution  de  ce  projet  a  été  empêchée  jusqu'à  présent  par 
de  nombreuses  difficultés  ;  un  travail  de  préparation  de  toute 
la  partie  inédite  avait  été  commencé  déjà  par  ses  contemj)orains, 
amis  et  condisciples,  tous  de  l'école  de  Galilée,  et  surtout  par 
Vincent  Viviani.  Or,  ce  travail  a  été  repris  avec  ardeur,  par  M. 
Joseph  Vassura,  docteur  es  sciences,  prof,  de  physique  au  Lycée 
royal  «  Morgagni  »  de  Forli,  à  qui  la  Municipalité  a  confié  cette 
charge  honorable  autant  que  délicate. 

La  collection  des  œuvres  de  Torriceli  comprendra  entre  autres 
celles,  désormais  très  rares,  qui  ont  déjà  paru,  et  sa  correspon- 
dance scientifique.  En  désirant  que  l'édition  soit  complète,  la 
Municipalité  de  cette  Ville  s'adresse  à  tous  ceux  qui  reconnaissent 
l'intérêt  universel  d'une  publication  de  la  sorte  et  tout  particuliè- 
ment  à  ceux  qui  pourraient  faire  savoir  s'il  existe  encore  des  ma- 
nuscrits de  Torricelli  dans  quelque  bibliothèque  publique  ou  par- 
ticulière. 


Association  italienne  pour  ravancement  des  Sciences. 

Cette  nouvelle  association,  dont  nous  avons  annoncé  la  fondation 
(n®  de  mars  1907),  vient  de  se  constituer  définitivement  sous  le  nom 
de  Società  italiana  per  il  progressa  délie  scienze.  Elle  comprend 
14  sections  :  Première  section,  mathématique,  astronomie  et  géo- 
désie; seconde  section,  physique,  etc. 

La  première  réunion  de  la  nouvelle  société  a  eu  lieu  à  Parme  du 
23  au  28  septembre.  Elle  a  choisi  comme  président  pour  1907- 
1908,  à  la  presque  unanimité  des  suffrages,  un  mathématicien  émi- 
nent,  M.  Vito  Volterra,  sénateur,  professeur  de  physique  mathé- 
matiques à  l'Université  de  Rome. 

La  section  de  mathématiques^  astronomie  et  géodésie  a  nommé 
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président  M.  V.  Cerruti,  qui  a  tenu  le  discours  d'ouverture  sur 
Les  mathématiques  pures  et  appliquées  dans  les  réunions  précé- 
dentes des  sai^ants  italiens. 

Parmi  les  communications  et  les  rapports  présentés  au  Congrès, 
nous  signalons  les  suivants  : 

U.  Amaloi  :  La  théorie  des  groupes  continus  de  transformations 
d'après  Lie  (rapport). 

E.  BoRTOLOTTi  :  Pour  la  publication  des  œuvres  complètes  de 
F.  P.  Ruffîni. 

P.  BuKGATTi  :  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  équations 
différentielles. 

G.  FuBiNi  :  Les  méthodes  récentes  pour  la  résolution  du  pro- 
blème de  Dirichlet. 

A.  Garbasso  :  Le  mirage  et  Toptique  des  milieux  hétérogènes  et 
anisotropes  (rapport  théorique  et  expérimental). 

G.  Laurioella  :  Sur  les  équations  fonctionnelles. 

T.  Lbvi-Civita  :  Sur  la  masse  électromagnétique  (rapport). 

R.  Marcolongo  :  Rapport  sur  la  théorie  mathématique  de  l'élas- 
ticité. 

C.  SoMiGLiANA  :  Sur  la  préparation  mathématique  des  élèves- 
ingénieurs. 

0.  Tedone  :  Sur  les  équations  différentielles  de  la  physique 
mathématique. 

G.  Vailati  :  Sur  l'enseignement  des  mathématiques  dans  les 
écoles  moyennes. 

Un  dinar  mathématique. 

M.  Guccia,  l'éminenl  fondateur  du  Circolo  matematico  de 
Palerme  qui  se  trouvait  dernièrement  à  Paris,  a  réuni  le  3  novem- 
bre dernier,  en  undîner  intime,  quelques  uns  des  mathématiciens 
français  avec  lesquels  il  est  en  relations  personnelles. 

L'Académie  des  Sciences,  la  Société  mathématique  de  France,  et 
la  plupart  des  publications  périodiques  importantes  s'occupant  de 
mathématiques  :  Journalde  mathématiques  pures  et  appliquées  ^  Bul- 
letin des  sciences  mathématiques^  Nouvelles  Annales  des  mathèma- 
tiquesy  Intermédiaire  des  mathématiciens  y  Resfue  du  Moisy  Ensei- 
gnement mathématique,  Re\fue  Générale  des  Sciences^  —  s'y  trou- 
vaient représentées. 

M.  Guccia,  dans  une  allocution  pleine  de  charme,  a  rappelé  ses 
efforts  incessants,  et  couronnés  de  succès,  dont  le  but  a  été  de 
créer  un  groupe  mathématique  international,  le  Circolo  mathéma^ 
tico,  et  un  organe,  les  Hendiconti^  qui  ont  contribué  et  contribue- 
ront au  progrès  de  la  science,  d'une  façon  désintéressée,  sans  au- 
cune distinction  de  frontières  ni  de  nations.  Il  a  ensuite  tenu  ses 
auditeurs  au  courant  des  préparatifs  pour  le  Congrès  de  Rome  de 
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1908,  et  donné  lecture  d'un  télégramme  de  M.  Vito  Volterra,  em- 
preint d'une  vive  cordialité,  et  manifestant  l'espoir  que  les  mathé- 
maticiens français  répondront  avec  empressement  à  l'invitation 
qui  leur  est  adressée  par  leurs  confrères  italiens,  pour  le  4'  Congrès 
international  des  mathématiciens. 

M.  Darboux,  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences, 
s'est  fait  en  excellents  termes  Finterprète  de  tous  les  convives, 
pour  féliciter  M.  Guccia  de  son  oeuvre  si  utile  à  la  science,  et 
pour  remercier  en  sa  personne  les  mathématiciens  italiens,  et  M. 
Vito  Volterra  en  particulier. 

Cette  réunion  est  de  nature  à  nous  faire  concevoir  les  plus  heu- 
reuses espérances  sur  le  succès  du  Congrès  de  Rome,  qui  sera  une 
éclatante  manifestation  internationale,  et  resserrera  les  liens  de 
solidarité  qui  unissent  les  hommes  cherchant  sincèrement  la  vé- 
rité, et  en  font  des  compatriotes. 

Prix  de  mathématiques. 

La  Société  scientifique  de  Gôttingue  a  reçu  du  mathématicien 
P.  WoLFSKEHL,  décédé  l'an  dernier  à  Darmstadt,  une  somme 
de  100,000  marcs  destiné  au  travail  démontrant  que  l'expression 
.x^  -\-  y^  z=.  z"  (Fermai)  ne  peut  être  vérifiée  par  des  nombres  en- 
tiers. Jusqu'au  moment  où  le  problème  sera  résolu,  les  intérêts  se- 
ront utilisés  en  faveur  des  sciences  mathématiques. 

Nominations  et  distinctions. 

M.  Carda,  professeur  extraordinaire  à  l'Ecole  technique  supé- 
rieure de  Vienne  est  nommé  professeur  ordinaire  de  mathémati- 
ques à  l'Ecole  technique  supérieure  allemande  de  Prague. 

M.  A.  R.  Forsyth,  professeur  à  l'Université  de  Cambridge,  est 
nommé  docteur  honoraire  de  l'Université  de  Liverpool. 

M.  HoRN  est  nommé  professeur  de  mathématiques  à  l'Ecole  techni- 
que supérieure  de  Darmstadt. 

M.  JoLLEs  est  nommé  professeur  titulaire  de  Géométrie  descriptive 
à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Berlin. 

M.  Gerh.  Kowalewski,  professeur  à  l'Université  de  Bonn,  est 
nommé  professeur  de  mathématiques  à  l'Ecole  supérieure  des 
Mines  de  Clausthal. 

M.  Lblibuvrb  est  nommé  professeur  de  mécanique  rationnelle 
et  appliquée  à  l'Ecole  des  Sciences  de  Rouen. 

M.  G.  MoLK,  professeur  à  l'Université  de  Nancy,  est  nommé 
docteur  honoraire  de  l'Université  de  Giessen. 

M.  Herglotz,  privat-docent,  est  nommé  professeur  extraordi- 
naire de  mathématiques  à  l'Université  de  Gôttingue. 
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M.  StrOngen,  privat-docent  à  TUniversité  de  Kiel,  est  nommé 
professeur  ordinaire  et  directeur  de  TObservatoire  de  Copenhague. 

M.  E.  Pascal,  professeur  de  calcul  infinitésimal  à  TUniversité 
de  Pavie,  est  nommé  professeur  d'analyse. supérieure  à  l'Univer- 
sité de  Naples. 

M.  Plemelj,  privat-docent  à  l'Université  de  Vienne^  est  nommé 
professeur  extraordinaire  à  l'Université  de  Czernowitz. 

M.  RocQUEMONT  cst  uommé  professeur  de  mathématiques  appli- 
quées à  l'Ecole  des  Sciences  de  Rouen. 

M.  G.  ToRELLi,  professeur  de  calcul  infinitésimal  à  l'Université 
de  Palerme,  est  transféré  à  la  même  chaire  dans  l'Université  de 
Naples. 

Priifat^docent.  —  Sont  admis  en  qualité  de  privat-docents  : 

M.  Gasser,  pour  la  Géodésie,  à  l'École  technique  supérieure  de 
Darmstadt. 

M.  Salkowski,  pour  la  Géométrie  descriptive,  à  l'Ecole  techni- 
que supérieure  de  Berlin. 

Nécrologie. 

G.  SiDLER.  —  La  Suisse  vient  de  perdre  un  de  ses  savants  les 
plus  distingués  en  la  personne  de  M.  Georg  Sidler,  professeur  de 
mathématiques  et  d'astronomie  à  l'Université  de  Berne,  décédé 
subitement  le  9  novembre  dernier.  Né  en  1831,  Sidler  était  l'un 
des  plus  anciens  professeurs  de  l'Université  de  Berne.  Il  prit  sa 
retraite  il  y  a  deux  ans,  après  le  jubilé  que  l'Université  organisa  à 
Toccasion  du  cinquantième  anniversaire  de  son  enseignement 
universitaire.  Ses  publications  se  rattachent  principalement  au 
domaine  de  l'Astronomie. 

Maurice  Loewy.  —  Nous  apprenons  avec  regret  la  mort  de  M. 
Maurice  Lœwy,  directeur  de  l'Observatoire  de  Paris,  décédé  subi- 
tement le  15  octobre  1907,  pendant  une  séance  du  Conseil  des 
Observatoires  astronomiques.  Né  à  Vienne  le  15  avril  1833,  il 
entra  d'abord  à  TObservatoire  de  cette  ville,  puis  il  vint  à  Paris 
où  il  fut  appelé  par  Le  Verrier;  il  fut  nommé  astronome  adjoint 
en  1861  et  astronome  titulaire  en  1866.  Lœwy,  qui  s'était  fait  na- 
turaliser français  en  1869,  était  directeur  de  l'Observatoire  de 
Paris  depuis  1896.  Ses  nombreux  et  remarquables  travaux  le  con- 
duisirent à  l'Académie  des  Sciences  dont  il  fut  nommé  membre 
en  remplacement  de  Delaunay  en  1873.  11  possédait  à  un  haut 
degré  les  qualités  du  savant  dont  la  belle  vie  de  continuité  dans  le 
travail  fut  un  exemple  encourageant  pour  tous  ceux  qui  travaillè- 
rent autour  de  lui.  Abordant  avec  une  égale  facilité  tous  les  do- 
maines de  l'astronomie  théorique  et  pratique,  Lœvv^y  fut,  depuis 
Bessel,  l'un  de  ceux  qui  contribuèrent  le  plus  aux  progrès  des  mé- 
thodes de  haute  précision  dans  les  observations  astronomiques. 
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Cours  universitaires. 

Semestre  d'hiver  1906-1907  (suite). 

ALLEMAGNE 

Berlin;  Technische  Hochschijile .  — Dzjobbk:  Hôh.  Mathematik.  —  Haentz- 
8CHELL  :  Elemenle  der  Differential-und  ïnlegralrechnuTig  und  der  analyt. 
Géométrie.  —  Hettner:  Hôh.  Matliematik.  Uebungen  zur  hôh.  Mathematik. 
—  JoLLEs:  Darst.  Géométrie;  Graphische  Statik.  —  KRiGAR-MErszEL  ;  AUge- 
meine  Mechanik  ;  Einf.  in  die  kinetische  Gastheorie.  —  Lampr  :  Hôh.  Ma- 
thematik-Bestimmte  Intégrale  und  DifTerentialgleichiingen.  —  Scheffers  : 
Darst.  Géométrie.  —  Steinitz:  Niedere  Analysis  und  Algebra,  Poten- 
tialtheorie.  Funktionentheorie.  —  Felgentrager  :  Mass-  und  Gewichls- 
wesen.  Messinstrumente  des  Cheroikers.  —  Fuchs  :  Partielle  Differential- 
gleichungen  nebst  Anwendungen.  —  Gleichrn  :  Einf.  in  die  praktische  Op- 
tik  und  Anleitung  zur  Konstruktionoptischer,  photographisch-optischer  und 
ophthalmologischer  Instrumente.  —  Gross  :  Merhanische  VVarmelheorie. 
Ausgew.  Rapitel  aus  der  mechanischen  Warmelhcorie.  Einleitung  in  die 
Potentialtheorie.  —  Kalischbr  :  Grundzûge  der  Polenlialtheorie  und  ihre 
Anwendung  in  der  Elektrizitâtslehre.  —  Rothe  :  Yekloraualysis  und  die 
mathematischen  Grundlagen  der  Maxwellschen  Elektrizitats-Theorie  ;  Ueh- 
ungen  zur  Yektoranalysis  und  mathematischen  Théorie  der  Eleklrizitat,  — 
Servus  :  Théorie  der  Wechselstrôme.  Mechanische  Wàrmetheorie.  — 
Stewitz  :  Synthet.  Géométrie.  —  Wallenberg  :  Repetitorrum  der  hôh. 
Mathematik. 

Danzig;  Technische  Ilochschule.  —  Lorenz  :  Dynamik  starrer  Kôrper. 
Festigkeitslehre  und  Hydraulik.  —  v.  Mangoldt  :  Hôh.  Mathematik  II; 
Ausgew.  Fragen  aus  der  Elementarmathematik.  —  Schilling:  Darst.  Géo- 
métrie, Ueb.  ;  Ausgew.  Kap.  d.  Kinematik.  —  Sommer:  Hôh.  Mathematik  I. 

Darmstadt;  Technische  Hochschule.  — Dikgeldey  :  Hôh.  Math.  I.  —  Fex- 
NER  :  Trigonora.  ;  Geodâsie;  Hôh.  Geodàsie  ;  Geodat.  Ueb.  ;  Ausarb.  d. 
geodât.  Vermess.  —  Grjîfe:  Repet.  d.  Elem.-Math.  ;  Hôh.  Math.  ;  Geschichte 
d.  Math.  —  Hennebekg  :  Techn.  Mechan.  ;  Mech.  II  ;  Hydrodynam.  —  Vionn  : 
Hôh.  Math.  I;  Hôh.  Math.  II.  —  Mullkr  :  Darst.  Geom.  1  ;  Binâre  Formen 
mit  Anw.  auf  Kurventheorie  ;  Arbeiten  im  math.  Institut. 

AUTRICHE-HONGRIE 

Agram  (Zagreb,  Croatie);  Université.  —  V.  Varicak  :  Equations  difF.  4; 
Théorie  des  ensembles,  2;  Séminaire,  2.  —  D.  Segen  :  Axonométrie,  2; 
Exercices,  2.  —  J.  Majcen  :   Projection  centrale,  2;   Géométrie   analytique 
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du  plan,  4.  — ;  St.  Bohnicek  :  Analyse  algébrique,  4.  —  L.  Stjepanek  :  In- 
troduction à  la  mécanique  analytique,  2.  —  S.  Hondl  :  Théorie  de  l'élas- 
ticilé,  2. 

Brann  ;  fechnische  Hochschule.  —  Waelsch  :  Mathematik  I  Kurs  1.  — 
BiERMANN  :  Ausgew.  Kapitel  der  hôh.  Mathematik  (Mathematik  II.  Kurs). 
Mathem.  Naherungsmethoden  ;  Einige  mathematische  Problème  der  Geo- 
graphie.  —  Benze  :  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  ;  Lehre  von  der  statist. 
Wahrscheinlichkeit.  —  Fanta  :  Versicherungsmathematik,.  —  Fischer  : 
Ëlemente  der  kinematischen  Géométrie  ;  Ausgewâhlte  Kapitel  der  Infinite- 
simalgeometrie  ;  Mathematische  Ueb.  —  Rupp  :  Darst.  Géométrie  und  kon- 
struktives  Zeichnen;  Ausgew.  Kapitel  der  synthetisch-projektiven  Géométrie. 

—  Vacat:  Niedere  Geodàsie,  Yermessungsubungen.  S.  S.  12  Ueb.  —  Stbi- 
NER  :  Ëlemente  der  niederen  Geodôsie. 

Gras  ;  Universitàt.  —  Da?itscher  Ritter  v.  Kollesberg  :  Analyt.  und  pro- 
jekt.  Géométrie  des  Raumes  5  St.  —  Daublebsky  v.  Sterneck  :  Differential- 
und  Integralreohnung  5.  ;  Matheraatisches  Seminar  2  ;  Mathemat.  Seminar  2. 

—  Streissler  :  Darst.  Geom.  I  (Orthog.  projektionslehre)  3.  —  Wassmuth  : 
Ueber  statistische  Mechanik  !..  Uebungen  im  mathematisch-physik.  Seipi- 
nar  3.  —  Hillebrand  :  Théorie  der  Rotation  der  Himmelskôrper  3 
Wahrscheinlichkeits-  und  Ausgleichsrechnung  (Méthode  der  kleinsten  Qua- 
drate)  2. 

Gras;  Technische  Hochschule.  —  Hocevar  :  Mathematik  l.  Kurs:  Alge- 
bra  un  Analysis  ;  Analytische  Géométrie.  Vortràge  6,  Uebungen,  2.  — 
Peithner  Frejherr  v.  Lichtenfels  :  Mathematik  II.  Kurs:  Anwendung  der 
Diflerentialrechuung  auf  die  allgemeine  Théorie  der  Raumkurven  und  Flâ- 
chen  ;  Integralrechnung,  Vortràge  4,  Uebungen  2.  —  Stelzel  :  Ëlemente  der 
hôh.  Mathematik,  4.  Baumechanik  (Baustatik),  Vortràge  4,  Uebungen  4.  — 
Scmussler:  Darst.  Géométrie,  4,  Uebungen  5;  Projektive  Géométrie  I,  Vor- 
tràge 2,  Uebungen  1;  Projektive  Géométrie  II,  2;  Seminariibungen  ans 
darstellender  Géométrie  (fur  Lehramtskandidaten),  a)  Unterseminar  2.  b) 
Oberseminar  2.  —  Wittenbaubr  :  Allgemeine  Mechanik  (einschliesslich  Ële- 
mente der  graphischen  Statik),  4,  Uebungen  1  ;  Techn.  Mechanik  I.  Kurs 
(Elastizitàts-  und  Festigkeitslehre),  Technische  Mechanik,  11.  Kurs  (Hydro- 
statik,  Hydraulik,  Aerostatik,  Aërodynamik).  —  Kliisgatsch  :  Niedere  Geo- 
dàsie, I.  Kurs  (Ëlemente  der  niederen  Geodàsie),  Niedere  Geodàsie,  II. 
Kurs  Hôh.  Geodàsie  (Méthode  der  kleinsten  Quadrate  ;  das  Pràzisions-Ni- 
vellement  ;  Landesvermessung)  ;   Sphàrische  Astronomie. 

Innsbrack:  Unwersitàt.  —  Gmeixer  :  Analyt.  Géométrie  der  Ebene,  3, 
Variationsrechnung.  2.  Uebungen  im  mathem.  Seminare,  2.  —  Zindler  : 
DifFerential-  und  Integralrechnung,  in  Verbindung  mit  Uebungen  des  mathe- 
matischen  Seminars,  6  ;  Mathematische  Seminar,  1.  —  Menger  :  Darst. 
Géométrie.  4.  — v.  Oppolzer  :  Sphàr.  Astronomie,  2  ;  Rotation  der  Him- 
melskôrper, 1  ;  Uebungen  in  der  Zeitbestimmung,  6. 

Kolozvar  (voir  le  n»  de  septembre). 

Prag;  Universitàt.  —  Pick:  Ëlemente  der  Funktionentheorie  3;  Ëlemente 
der  Zahlentheorie  2;  Seminar  2.  —  Grùnwald:  Differential-  u.  Integral- 
rechnung 4  ;  Analyt.  Géométrie  1.  —  Weineck  :   Sphàr.  Astronomie  I.  3.  — 
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Oppbnbeim:  Einf.  in  die  hôh.  Mathematik  3.  —  Lippich  :  Vektoreii  und  Vek- 
'  torfelder  mit  Anwendung  auf  das  elektromagDetische  Feld  4. 

I  Prag  ;    Technische   ffockschule.   —  Yacat:   Mathematik  I  :   Elemente  der 

hôh.  Mathematik  ;  Âuagew,  Kapitel  der  DilTerential-  u.  Integralrechnung 
(Ëiliptische  Funkllonen).  —  Akton  Grûnwald:  Mathematik  II.  DifferentiaU 
gleichungen  und  deren  Anwendung  auf  Géométrie  und  Mechanik.  -     Yacat: 

'  Yersicherungsmathematik  1.  Kurs  (einschliessiich  matheni.  Statistik)  ;  Yer- 

'  sicheruDgsmathematik  II.   Kurs   (einschl.    mathem,  Stattstik)  ;  Wahrschein- 

liehkeitsrechnuDg.  —  Eduard  Janisch  :  Darst.  Géométrie;  Konstrukl.  Ue- 
bung.    Géométrie  der  Lage  ;    Au8gew.   Kapitel  aus   der  daratellenden  utid 

f  projektiven    Géométrie;    Uebung  ;    Uebungen   in   der  darst.    Géométrie  fur 

I  Yorgeschrittene.  —  Fhanz  Stark  :    Knzyklopâdie  der  Mechanik.  Mechanik  ; 

['.  Graphische  Statik.  — Joseph  Adamczik  :    Elemente  der  niederen  Geodâsie  ; 

M  Hôh.  Geodâsie;  Grundzùge  der  sphâr.   Astronomie:   Anwendung  der  Geo- 

i  dftsie  auf  Kulturtechnik. 

Wian  ;  Universitàt.  —  v.  Escherich  :  Einleitung  in  die  Fuuktionsthorie.  5. 
Proseminar  fur  Mathematik,   1  .   Seminar   fur  Mathematik,   2.  --    Mertens: 
A(gebra,  5.  Uebungen  im  mathem.  Seminar,  2  ;  Uebungen  im  mathem.    Pro- 
\  seminar,  1.  —  Wirtingbr  :  Elemente  der  DiOerenlial-  und  Integralrechnung 

(auch  fur  Naturhistoriker,  Physiker.  xMediziner  und  Yersicherungstechniker, 
5;  Uebungen  zu  dicser  Yorlesung,  1.  Mathemat.  Seminar  2;  Mathem.  Pro- 
seminar, 1.  —  G.  KoHN  :  Analyt.  Géométrie.  4  ;  Uebungen,  1  ;  Diflerenlial* 
géométrie,  II.  —  Blascuke  :  Einf.  in  die  mathemat  Statistik.I,  3.  —  Carda: 
Unendliche  Gruppen,  2.  —  Plkmelj  :  Zahleiuheorie,  3.  —  Plemrlju.  Hahn  : 
Mathematische  Konversatorium  (Besprechung  neuerer  mathematischer  Ar- 
beiten),  3  g.  —  Hahn:  Grundlagen  der  Géométrie,  2.  —  Hanm  :  Theore- 
tische  Arithmetik,  2.  —  Schrutka  v.  Kechtenstamm  :  Endlioge  diskrete 
Gruppen,  2.  —  Weis»  :  Berechnung  der  Sonnt^nliiisternisse  und  verwandter 
Erscheinungen,  4.  —  Heppercer  :  Sphar.  Astronomie.  4.  Methoden  zur  Be- 
rechnung der  speziellen  Stôruiigen,  I.  —  Schram:  Kalendariographîe  und 
Yerwandlung  von  Datcn  verschiedener  Zeitrechnungen  (mil  besonderer  Ruk- 
sicht  auf  Historiker)  1.  —   Prey  :  Mechanik  des  Himmels,  2. 

Wien  ;  Technische  Ilochschule.  —  Zsigmondy  :  Mathematik  I.  — -  Cauda  : 
Mathematik  I.  —  Czuber  :  Mathematik  II  ;  Grundleiiren  der  hôh,  Mathema^ 
lik  ;  Wahrscheinlichkeitsrechniing.  —  Reich  :  Ausgew.  Kapitel  aus  derhoh. 
Algebra.  —  Taubkr  :  Yersich. -Mathematik.  —  Blaschkb  :  Einf.  in  die  math. 
Statistik.  —  Mui.ler  :  Darst.  Géométrie  u.  konstr.  Zeichiien  ;  Srhraub-, 
Dreh-  u.  SchiebÛâchen  in  konstruktivor  Behandlung;  Seminar  fiir  darst  Géo- 
métrie. — ScHMiD  :  Darst.  Géométrie  :  Projektive  Géométrie. — Adlek  :  Die 
sphâr.  Behandlung  der  Flitcheii  u.  ihre  Beziehuugen  zur  darst.  Géométrie. 
Théorie  der  geonietr.  Kountruktionen.  —  Fi.ncer  :  Mechanik  I.  —  Jung  :  Me- 
chanik der  starren  u.  flùssigeu  Kôrper  ;  Allgemeiue  Mechanik;  Hydromecha- 
nik.  —  Kirsch  :  Mechanik  II  (Elasti/.itâts- u.  Kestigkeitslehre).  — Jino.  Budau: 
Ilydromechanik.  —  Fingek  :  Enzyklopadie  d.  Mechanik;  Aiialyt.  Mechanik. 
—  PoLLACK  :  Elemente  der  niederen  Geodâsie  ;  Praklische  Uebungen.  — 
DoLEZAL  :  Prakt.  Géométrie.  —  Tinter  :  Hôh.  Geodâsie,  Sphàr.  Astronomie; 
Uebungen  im  Beobachton  u.  Kechnen.  GeodUtische  Rechenubungen.  — Prey: 
Da»  geometr.  u.  dastrigonom.  Nivellement;  Die  Bestimmung  der  Abplat- 
tuug  der  Erde  aus  Schweremessungen. 
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I  Paris;  Faculté  des  sciences.  — G.  Darboux.  professeur,  traitera  des  prin-  -^ 

cipes  généraux  de  la  géométrie  infînilésiroale.  Il  étudiera  en  particulier  la  >q 

.-  déformation  des  surfaces  (2  h.}.  —  Des  travaux  pratiques  afférents  au  certi- 

j.  ficat  de  géométrie  supérieure  seront  dirigés  par  M.  Caron.  chef  des  travaux 

..  graphiques  (1  h.).  —  Goursat,  professeur,  traitera  des  opérations  du  calcul 

différentiel  et  du  calcul  intégral.  Eléments  de  la  théorie  des  fonctions  ana- 
lytiques (2  h.).  —  Paul  Painlevé,  professeur  de  mathématiques  générales,  ■  "r^îj 
traitera  des  lois  générales  de  l'équilibre  et  du  mouvement  (2  h.).  —  Appfll,  \^ 
professeur  de  mécanique  rationnelle,  et  M.  Blutfl  (voir  aux  conférences),  ^ 
'^  exposeront  la  première  partie  du  cours  de  mathématiques  générales  (1  h.).  ?S 
^''                 —  L.  Rafft,  professeur,  étudiera,  dans  le  développement  de  diverses  théories                                   \^ 

inscrites  au  programme  de  l'agrégation,  l'histoire  et  les  méthodes  de  la  géo- 
:  métrie   analytique  (1  h  ).  —  H.  Poimcaré.  professeur,  trailera  de  la  théorie 

^.  de  la  lune  (2  h.).  — M.  Boussinesq,   professeur,  exposera  la  théorie  analy-  »*  , 

tique  de   la  chaleur  11   h.).   —  G.  Kœnics,    professeur,    traitera  de   l'étude  "^À 

thermo-dynamique  des  machines  (2  h.),  travaux  pratiques  (1  h.)    — E.  Borel,  ^ 

professeur  adjoint,    chargé  du  cours,  traitera,  le  lundi,  de   quelques  applica- 
tions de  la  théorie  de  la  croissance  des  fonctions,  et  le   mardi,   du   calcul 
,  des  probabilités  et    de  ses    applications    à    la    stalistique    et    aux    sciences 

expérimentales. 

Conférences  :   L.    Raffy,  professeur,  conférences  sur  la  géométrie  supé-  *     '.'^.ii 

rienre  ;  conférences  sur  le  calcul  différentiel  et  le  calcul   intégral.  —  Hada-  ♦SI 

MARD,  professeur  adjoint,  conférences  sur  le  calcul  diflérentiel  et   intégral;  V| 

conférences  sur  l'analyse  supérieure.  —  P.  Puiskux,  professeur  adjoint,  con-  '  J 

férences  sur   la   mécanique.   —    M.   Blutel,  cliargô   de  conférences,    confé-  v3j 

renées  sur  l'algèbre,  en  vue  du  certificat  de  mathématiques  préparatoires  à  1^*^ 

j  l'étude  des  sciences  physiques.   —  M.  Servant,   chef  des  travaux  pratiques  •  - 

de  mécanique  physique,  conférences  sur  les  questions  indiquées  par  le  pro- 
fesseur et  surveillera  l'exécution  des  travaux  pratiques. 

"-ï 
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R.  Baire.  —  Leçons  sur  les  Théories  générales  de  l'Analyse.  Tome  I.  — 

1  vol.  gr.  iii-8,  X-232  pages  ;  8  fr.  Gauthier-Villars.  Paris. 

C*est  à  M.  René  Baire  que  revient  l'honneur  de  combler  le  premier  une 
lacune  qui  devenait  tous  les  jours  plus  visible  dans  l'enseignement  de 
l'Analyse.  Les  cours  de  nos  facultés  publiés  dans  ces  dernières  années  ne 
s'appuyaient   pas  encore   sur   des   théories   récentes,   telles   que   celle   des 

L'Enseignement  mathém.,  9*  année;  1907.  33 
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ensembles,  lesquelles  ont  cependant  déplacé  de  façon  considérable  les 
prémisses  sur  lesquelles  tout  cours  d'Analyse  doit  s'appuyer.  Certes,  les 
ouvrages  dans  lesquels  on  pouvait  se  familiariser  avec  ces  points  de  vue 
nouveaux  ne  manquaient  pas  ;  je  n'en  veux  pour  preuve  que  l'existence  des 
Monographies  sur  la  Théorie  des  Fonctions  publiées  par  M.  Borel  ou  sous 
sa  direction,  collection  à  laquelle  M.  Baire  a  précisément  apporté  une  très 
intéressante  collaboration,  mais  il  semblait  toujours  que  ce  soient  là  des 
études  accessoires  que  l'on  ne  devait  s'imposer  que  lorsque  l'on  voulait 
aller  au  delà  de  ces  connaissances  classiques  qui  à  l'heure  actuelle  forment 
encore  le  programme  de  la  licence. 

M.  Baire  n'hésite  pas  à  transporter  au  seuil  de  son  volume  les  connais- 
sances nouvelles,  qui  permettent  une  rigueur  parfaite  tout  en  restant  simples. 
Il  définit  le  nombre  irrationnel  et  l'ensemble  en  adjoignant  immé- 
diatement à  cette  dernière  notion  celle  de  borne  supérieure  ou  inférieure. 
Ces  définitions  sont  interprétées  quelques  pages  plus  loin  au  moyen 
d'exemples  géométriques  car  l'auteur  a  pris  grand  soin  de  mettre  en 
évidence  le  rôle  de  la  géométrie  quand  elle  complète  de  manière  intuitive 
les  exposés  qui,  sans  cela,  pourraient  paraître  trop  abstraits  ou  trop 
détournés.  Ainsi  la  longueur  de  la  circonférence  est  considérée  comme  la 
borne  supérieure  (ou  inférieure)  de  l'ensemble  des  périmètres  des  polygones 
réguliers  inscrits  (ou  circonscrits). 

On  sait  d'autre  part  combien  les  travaux  personnels  de  M.  Baire  ont 
approfondi  «t  perfectionné  la  notion  de  continuité.  Les  pages  consacrées  à 
ce  sujet  délicat  sont  remarquablement  claires.  Voici  une  fonction 
f(Xyy)  de  deux  variables  rationnelles;  existe-t-il  une  fonction  F (x,  y) 
de  variables  quelconques  égale  à  f  (x,  y)  en  tout  point  rationnel  et 
de  plus  continue  ?  La  construction  de  F  en  partant  de  /"constitue  le  principe 
d'extension  après  lequel  nous  voyons  brièvement  que  les  opérations  arith- 
métiques élémentaires  définies  dans  le  champ  rationnel  sont  valables  pour 
les  nombres  quelconques.  Il  y  a  lieu  ensuite  d'examiner  comment  ces  pro- 
priétés analytiques  s'étendent  aux  grandeurs  concrètes  d'un  caractère  géo- 
métrique ou  physique.  C'est  là  que  s'introduit  la  notion  de  mesure  et 
l'étude  des  conditions  nécessaires  pour  qu'une  grandeur  soit  mesurable. 
Le  premier  chapitre  de  l'ouvrage  se  termine  par  l'étude  des  fonctions 
'V^,  3? y  iog  X  et  par  celle  des  séries,  la  notion  de  série  étant  considérée 
comme  dérivant  de  celle  de  limite. 

Dans  le  chapitre  II  intitulé  Dérivées  et  intégrales  des  fonctions  de  varia- 
bles réelles,  les  notions  de  dérivation  et  d'intégration  sont  étudiées  simulta- 
nément. Il  faut  entendre  par  là  que  .M.  Baire  a  rapproché  le  plus  qu'il  lui  a 
été  possible  l'étude  des  conditions  de  dérivabilité  et  d'intégrabilité  en  s'ap- 
puyant  largement  bien  entendu  sur  les  résultats  acquis  précédemment  dans 
l'étude  de  la  continuité.  Après  ces  préliminaires  il  passe  aux  procédés  d'in- 
tégration proprement  dits  puis  étudie  l'intégrale  définie  dans  le  cas  où  les 
limites  deviennent  infinies  et  les  fonctions  représentées  par  des  intégrales 
définies.  Après  les  fonctions  implicites  et  les  déterminants  fonctionnels  les 
paragraphes  consacrés  aux  dérivées  et  aux  diflTérentielles  d'ordre  supérieur 
sont  particulièrement  dignes  de  remarque.  Comme  M.  Baire  le  dit  dans 
sa  préface,  il  n'y  a  nullement  avantage  à  rapprocher  les  difîérentielles 
d'ordre  supérieur  de  celles  de  premier  ordre  en  s'efforçant  d'atténuer  les 
différences  très  réelles  qui  existent  entre  ces  expressions.  Mieux  vaut 
mettre  rigoureusement  et  nettement  ces   différences    en  évidence    car  elles 
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répondent  à  des  nécessités  analytiques  qui  peuvent  être  très  diverses.  Ainsi, 
partant  de  la  formule 

df=fx   dx  +  fydy-\-  fz   dz  , 

M.  Baire  n'incite  nullement  le  lecteur  à  se  faire  une  idée  préliminaire  de 
ce  que  doit  être  la  différentielle  seconde  d^  /",  idée  d'après  laquelle  on 
devrait  calculer  cette  nouvelle  expression  en  considérant  dx,  dy,  dz  comme 
constants  dans  la  formule  précédente.  En  réalité,  il  y  a  là  une  double  conven- 
tion nettement  mise  en  lumière.  En  premier  lieu  on  attribue  à  dx,  dy,  dz  des 
valeurs  fixes  et  rf/"  n'est  plus  fonction  que  de  x^y.z;  en  second  lieu  on  donne 
à  x,y,z  dans  la  fonction  df  ainsi  obtenue  des  accroissements  respective- 
ment égaux  aux  valeurs  fixes  choisies  dans  la  première  convention.  Ceci 
est  étendu  à  la  formation  de  la  différentielle  d'ordre  /i  -f-  1  en  partant  de  la 
différentielle  d'ordre  n  et  l'extrême  précision  de  l'exposé  constitue  sans 
doute  une  nouveauté  en  tant  que  forme  didactique.  Le  chapitre  se  termine 
par  l'étude  de  la  genèse  des  équations  différentielles,  des  équations  aux 
dérivées   partielles   et   par  l'intégration  des  différentielles  totales. 

Dans  le  chapitre  IH  qui  forme  la  dernière  partie  de  ce  premier  volume, 
nous  étudions  les  Applications  et  extensions  de  la  notion  d'intégrale.  Il 
«'agit  d'abord  de  l'évaluation  des  arcs  et  des  aires.  M.  Baire  montre  d'abord 
rigoureusement  dans  quels  cas  l'arc  et  l'aire  existent.  L'aire  notamment  est 
définie  indépendamment  de  la  notion  de  limite  ce  qui, an  premier  abord,  peut 
sembler  paradoxal.  L'aire  d'un  domaine  quelconque  est  un  nombre  plus 
grand  que  l'aire  de  tout  domaine  polygonal  contenu  et  plus  petit  que  l'aire 
de  tout  domaine  polygonal  contenant  le  domaine  considéré. 

Dans  ces  conditions  l'aire  est  bien  une  limite  si  l'on  veut  mais  il  y  a  ce- 
pendant une  distinction  bien  remarquable  au  point  de  vue  philosophique. 
L'esprit  humain  a  sans  doute  conçu  une  notion  telle  que  Taire  avant  d'en 
concevoir  une  telle  que  la  limite,  cette  dernière  n'étant  venue  que  quniid  i[ 
a  fallu  évaluer  l'aire. 

Mais  l'intérêt  s'augmente  encore  singulièrement  quand  l'auteur  arrive 
aux  intégrales  doubles  et  notamment  à  la  question  capitale  du  change- 
ment de  variables  dans  de  telles  intégrales.  Il  étudie  d'abord  la  trans- 
formation linéaire  qui  change  un  triangle  en  un  triangle  de  telle  sorte  que 
l'aire  du  triangle  transformé  soit  égale  à  celle  du  triangle  primitif  multipliée 
par  un  certain  facteur  constant  \D\.  A  toute  aire  polygonale  décomposable 
en  triangles  correspond  une  aire  de  même  nature,  le  rapport  de  ces  deux 
aires  étant  toujours  \D\.  Dans  ces  conditions,  le  changement  de  variables 
dans  l'intégrale  double  revient  à  une  semblable  transformation  de  domaine 
et  la  présence  du  facteur  |  D\  dans  l'intégrale  transformée  est  ainsi  justifiée. 
Ce  résultat  est  ensuite  étendu  au  cas  d'un  changement  de  variables  quel- 
conque, \D\  étant  alors  le  déterminant  fonctionnel  habituellement  considéré. 
Je  connais  des  démonstrations  plus  courtes,  mais  je  n'en  connais  pas  de 
plus  claires,  ni  de  plus  rigoureuses. 

Dans  l'étude  des  intégrales  triples  la  marche  suivie  est  la  même.  Le 
volume  est  défini  dans  l'espace  par  un  procédé  analogue  à  celui  signalé  tout 
à  l'heure  quant  aux  aires  planes. 

Le  changement  de  variables  est  étudié  d'abord  dans  le  cas  d'une  transfor- 
mation homographique  changeant  un  tétraèdre  en  un  tétraèdre,  ces  volumes 
jouant  le  même  rôle  que  les  triangles  considérés  plus  haut  à  propos  des  inté- 
grales doubles.  Comme  applications  les  centres  de  gravité  et  les  moments  diner- 
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lie  sont  étudiés  après  les  volumes.  L'aire  d'une  surface  courbe  est  aussi  définie 
avec  le  plus  grand  soin.  La  surface  est  d'abord  représentée  au  moyen  de  deux 
paramètres  u  et  v',  variables  dans  un  domaine  plan  carrelé.  Si  Ç.  tq.  Ç  sont 
les  développements  tayloriens  arrêtés  au  premier  ordre  des  coordonnées 
X,  y,  z,  on  a  ainsi  des  formules  linéaires  changeant  un  des  carrés  du 
domaine  des  u,  v  en  un  parallélogramme  susceptible  de  représenter  une 
portion  de  la  surface  avec  une  approximation  d'autant  plus  grande  que  cette 
portion  est  plus  petite.  Les  derniers  paragraphes  sont  consacrés  aux  inté- 
grales de  ligne  et  de  surface  ;  on  retrouve  partout  la  même  homogénéité,  les 
mêmes  procédés  qui  montrent  combien  M.  Baire  a  réfléchi  aux  fondements 
de  la  science  du  continu  et  avec  quel  art  délicat  il  a  disséqué  cette  notion. 
Attendons  nous  a  retrouver  dans  le  second  volume  qui  sera  consacré  aux 
fonctions  analytiques  toutes  les  qualités  si  heureusement  réunies  dans  le 
premier  quant  aux  fonctions  de  variables  réelles. 

A.  BuHL  (Montpellier). 

P.  DuHRM.  —  Etudes  sur  Léonard  de  Vinci.  Ceux  qu'il  a  lus  et  ceux  qui 

l'ont  lu.  Première  série.  —  1  vol.  in-8«>,  355  p.  ;  12  fr.;  Hermann,  Paris. 

Avant  de  reposer  dans  les  bibliothèques  de  Paris,  de  Milan  ou  de  Wind- 
sor, les  manuscrits  de  Léonard  de  Vinci  ont  éprouvé  des  vicissitudes  sans 
nombre.  Après  la  mort  de  leur  auteur,  dispersés  par  des  héritiers  insou- 
ciants, ils  tombent  entre  des  mains  ignorantes  ou  habiles  ;  les  unes  les  né- 
gligent, les  autres  savent  les  exploiter  au  profit  d'un  nouvel  auteur. 

Les  précieuses  feuilles  voyagent  en  Europe,  d'Italie  en  Espagne  et  en 
Angleterre,  les  collectionneurs  se  les  disputent,  des  Mécènes  en  font  radeau 
aux  bibliothèques  et  aux  musées  tandis  que  les  rois  les  classent  dans  leur 
cabinet  particulier  ;  elles  servent  même  de  trophée  aux  vainqueurs  et  passent 
d'un  pays  à  l'autre  suivant  le  sort  des  armes.  Enfin,  au  moment  où  l'èrç 
des  tribulations  semblait  close,  d'autres  pillards  autrement  plus  dangereux 
que  les  hommes  de  guerre,  arrachaient  des  manusci'its  les  plus  beaux 
feuillets  qu'il  fallut  racheter  à  prix  d'or  quand  le  moment  fut  venu. 

C'est  le  citoyen  Venturi  qui  en  1797,  fit  connaître  par  des  extraits  des 
manuscrits  de  Léonard,  la  valeur  des  trésors  scientifiques  cachés  sous  l'écri- 
ture renversée  lisible  au  miroir.  Venturi  et  plus  tard  Guillaume  Libri  mon- 
trèrent que  beaucoup  de  découvertes  attribuées  à  des  savants  relativement 
modernes,  tels  que  Palissy,  Tartaglia,  Cardan  et  même  Pascal,  se  trou- 
vaient sinon  complètes,  du  moins  en  germe  dans  les  œuvres  de  Vinci.  La 
tradition  semblait  avoir  été  rompue  entre  Léonard  et  ses  successeurs  et  pé- 
niblement, certains  principes  avaient  été  redécouverts  par  la  postérité  igno- 
rante des  œuvres  du  précurseur.  Et  peu  à  peu  l'opinion  se  répandit  que  le 
progrès  des  sciences  en  Europe  avait  été  retardé  de  plusieurs  siècles,  du 
fait  que  les  travaux  de  Léonard  étaient  tombés  dans  l'oubli.  La  méconnais- 
sance de  ses  œuvres  aurait  stérilisé  le  génie  qui  éclate  à  chaque  page  des 
fameux  carnets  et  l'histoire  des  sciences  se  bornerait  à  enregistrer  l'avorte- 
ment  de  cet  effort  colossal. 

C'est  cette  opinion  que  M.  P.  Duhem  s'attache  à  réfuter  dans  une  série 
d'études  parues  dans  le  Bulletin  italien  et  réunies  ici  en  un  fort  volume  de 
350  pages. 

Ces  notices  sont  consacrées  à  l'étude  des  rapports  de  Lécmard  avec  ses 
prédécesseurs,  ses  contemporains  et  ses  successeurs. 

Albert   de   Saxe    d'abord,     puis    l'auteur   du    Tractatus    Ponderibus   que 
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M.  Duhero  appelle  le  Précurseur,  Yilhilpand,  Beruardino  Haldi,  Thémon, 
le  fils  du  Juif,  Cardan,  Roberval  et  Descartes,  Bernard  Palissy  et  tant  d'au- 
tres. Selon  M.  Duhem,  Léonard  n'est  pas  le  grand  solitaire  autodidacte  sans 
relation  avec  la  science  du  Moyen-Age  et  sans  influence  sur  la  postérité. 

(I  Léonard  »  dit  l'auteur  u  ne  nous  apparaît  donc  plus  comme  un  génie 
isolé  dans  le  temps,  sans  lien  avec  le  passé  comme  avec  l'avenir,  sans  an- 
cêtres intellectuels  comme  sans  postérité  scientifique^  nous  voyons  ^a  pen- 
sée se  nourrir  des  sucs  de  la  science  des  siècles  précédents  pour  féconder 
à  son  tour  la  science  des  siècles  futurs  ;  maillon  admirablement  solide 
et  brillant,  il  reprend  sa  place  dans  la  chaîne   de  la  tradition  scientifique.   » 

Certes,  si  ce  résultat  est  intéressant,  la  sagacité  avec  laquelle  l'anteur 
l'établit  est  digne  d'éloge.  On  se  rend  compte  de  la  profondeur  d'érudition 
nécessaire  pour  établir  des  comparaisons  entre  les  auteurs  de  cette  époque 
encore  si  obscure.  Les  belles  publications  de  Ravaisson  Mollien  ou  de  l'Aca- 
démie des  Lyncei  nous  ont  donné  les  manuscrits  de  Vinci  dans  toute  leur 
véracité,  la  correspondance  et  les  œuvres  du  P.  Mersenne  à  l'affût  de  toutes 
les  nouveautés  scientifiques  de  son  temps,  nous  renseignent  il  est  vrai  sur 
beaucoup  d'événement  oubliés  Mais  le  travail  de  M.  Duhem  met  en  évidence 
cette  continuité  latente  qui  existe  dans  le  développement  de  la  science  et 
cet  enchaînement  des  découvertes  scieotiGques.  Un  exemple  des  plus  frap- 
pants est  cité  dans  la  partie  du  volume  consacrée  aux  relations  de  Léonard 
avec  Baldi,  Roberval  et  Descartes.  Des  idées  puisées  par  Léonard  dans  les 
œuvres  d'Aristote,  de  Saint-Thomas  d'Aquin  ou  d'Albert  de  Saxe,  sont  com- 
mentées à  leur  tour  par  Bernardini  Baldi.  Le  P.  Messenne  provoque  les 
efforts  et  les  recherches  de  Roberval  et  de  Descartes  en  leur  faisant  connaî- 
tre les  travaux  de  Baldi  ;  il  attire  l'attention  du  jeune  Huggens  sur  certain 
problème  de  mécanique  que  celui-ci  résoudra  dans  son  célèbre  traité  de 
l'horloge  à  pendule.  Les  travaux  d'Huggens  sont  donc  issus  par  filliation 
directe,  à  deux  siècles  de  distance,  des  pensées  fécondes  de  Léonard. 

Chacune  des  études  fournit  au  lecteur  un  nouvel  exemple  de  cet  enchaîne- 
ment de  théories  et  de  découvertes.  Voici  Cardan,  l'auteur  De  la  Subtilité, 
où  M,  Duhem  découvre  des  analogies  et  rapprochements  avec  les  notes  du 
Vinci  plagiées  effrontément.  Le  livre  de  Cardan  permet  à  Salomon  de  (^;uis 
d'établir  ce  grand  principe  :  en  aucune  machine,  le  travail  résistant  ne  peut 
excéder  le  travail  moteur,  a  Lors  donc  »  dit  M.  Duhem.  ce  que  nous  remon- 
tons jusqu'à  l'origine  des  théories  qui  régissent  la  mécanique  industrielle, 
nous  les  voyons  naître  de  ce  que  Cardan  a  pris  au  Vinci.    . 

En  Paléontologie,  même  enchaînement,  Cardan  démarque  Léonard  et 
Bernard  Palissy  en  polémiquant  contre  Cardan  lui  emprunte  les  principes 
fondamentaux  de  la  Paléontologie. 

Et  voici  la  morale  de  l'histoire.  «  Comme  Villalpand,  comme  Bernardino 
'Baldi,  comme  tant  d'autres  de  nos  conteraporarns,  Cardan  fut  un  plagiaire  ; 
mais  en  plagiant  les  idées  de  Léonard  de  Vinci,  il  les  sauva  de  I  oubli  -, 
grâce  à  la  grande  vogue  de  son  livre  étrange,  il  les  sema  partout  et  son 
manque  de  scrupules  leur  fit  produire  les  découvertes  dont  elles  portaient 
le  germe.  Celui  qui  mène  les  pensées  humaines  fait  servir  au  progrès  de  la 
Science  les  plus  petites  faiblesses  des  savants.  » 

Les  «  Etudes  »  de  M.  Duhem  sont  remplies  de  remarques,  de  faits,  d'ana- 
logies et  constituent  un  document  historique  de  premier  ordre  ;  c'est  un 
manuel  pourrait-on  dire,  aux  fins  de  s'orienter  dans  le  dédale  des  auteurs 
iet  des  plagiaires  de  la   fin  du    moyen-âge  et   du   commencement  des  temps 
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modernes.  Le  lecteur  éprouve  le  délicat  plaisir  de  voir  défiler  les  sophismes, 
paradoxes,  erreurs  et  vérités  que  les  savants  des  temps  passés  ont  manié  et 
se  sont  opposés  les  uns  aux  autres. 

D'un  coup  d'œil  embrassant  plusieurs  siècles  de  recherches,  on  assiste 
au  développement  de  la  théorie  scientifique  ;  renchainement  des  idées,  la 
répercussion  des  œuvres  les  unes  sur  les  autres,  le  triomphe  des  principes 
que  l'expérience  a  établit  provoquent  un  intérêt   croissant  de  page  en  page. 

Au  premier  plan,  apparaît  la  figure  de  Léonard  de  Vinci  et  Ton  admire 
cet  homme  qui  s'est  assimilé  toute  la  science  de  son  époque,  qui  a  contrôlé 
et  développé  les  quelques  expériences  des  anciens  que  la  doctrine  arabe 
avait  sauvé  de  l'oubli,  qui  a  pratiqué  plus  qu'un  autre  la  recherche  expéri> 
mentale  et  l'observation  des  faits  et  dont  le  génie  a  jeté  les  bases  de  plu- 
sieurs sciences  ;  il  se  tient  au  seuil  des  temps  modernes,  pratiquant  la  mé- 
thode scientifique  avant  la  lettre  et  réunissant  dans  son  vaste  cerveau 
comme  dans  une  lentille,  tout  les  rayons  épars,  qu'il  réunit  en  un  puissant 
faisceau  dont  l'éclat  nous  éblouit  encore  à  quatre  siècles  de  dislance. 

Alph.  Bbrnoud,  (Genève). 

P.  Treutleiih.  —  Hathematische  Aufgaben  aus  den  Reifeprùfungen  dcr  ba- 
dischen  Mittelschulen,  Gymnasien.  Realgyranasien,  Oberreaischulen.  L 
Teil  :  Aufgaben.  —  1  vol.  in-8«.  158  p.,  2  M.  80;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Comme  le  titre  l'indique,  ce  livre  est  un  recueil  de  problèmes  ayant  été 
proposés  aux  élèves  des  gymnases  du  Grand  Duché  de  Bade  à  leurs  exa- 
mens de  maturité.  Il  a  été  écrit  à  l'instar  de  ce  qui  s'est  fait  en  Prusse,  en 
Bavière,  en  Wurtemberg  et  en  Autriche  où  des  ouvrages  analogues  ont 
déjà  paru. 

Non  seulement  ce  volume  pourra  rendre  de  réels  services  aux  instituteurs 
et  aux  élèves  des  écoles  supérieures,  par  l'abondance  et  la  variété  des  pro- 
blèmes qu'il  renferme,  mais  encore  son  importance  en  ce  qui  concerne  l'his- 
toire de  l'enseignement  mathématique  dans  les  gymnases  badois  est  mani- 
feste. A  une  époque  où  l'on  parle  tant  de  la  réforme  de  cet  enseignement, 
ce  point  de  vue  là  n'est  certes  pas  l'un  des  moins  essentiels.  En  consultant 
les  plans  d'étude  et  programmes  se  rapportant  à  divers  collèges,  ou  peut 
se  rendre  compte  du  but  qu'on  se  propose  d'atteindre,  et,  jusqu'à  un  certain 
point,  des  méthodes  d'instruction  en  vigueur  ;  mais  c'est  en  examinant  les 
questions  et  problèmes  proposés  aux  examens  que  l'on  saura  si  ce  but  a 
été  réellement  atteint,  et  que  l'on  sera  à  même  de  juger  de  l'efficacité  des 
méthodes  employées. 

Ce  ne  fut  pas  sans  difficultés  que  l'auteur  parvint  à  rassembler  toutes 
ces  questions  proposccb  aux  diverses  épreuves  de  maturité.  Dans  les  autres 
écoles  allemandes,  il  était  d'usage  d'inscrire  ces  questions  dans  les  rapports 
scolaires  annuels  ;  mais  ce  n'était  pas  le  cas  pour  les  établissements  badois. 
Cependant,  après  un  travail  de  plusieurs  années,  l'auteur  parvint  à  réunir 
1663  problèmes  proposés  aux  examens  de  diverses  écoles.  Pour  certaines 
d'entre  elles  ces  problèmes  datent  de  1870,  pour  d'autres  de  1880  et  pour 
d'autres  enfin  de  1890  seulement.  En  tête  de  chacun  se  trouvent  indiqués 
la  date  de  l'examen  et  le  genre  d'école  où  il  a  été  proposé  (Gymnasium, 
Realgymnasium  ou  Oberrealschule). 

Il  est  à  remarquer  qu'avant  1868  on  ne  trouvait  dans  le  Grand  Duché  de 
Bade  que  des  a  Gymnasien  ».  C'est  de  cette  époque  que  datent  les  «  Real- 
gymnasien  »  qui   depuis  1879  sont  devenus  analogues   aux   «  Gymnasien  ». 
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Quant  iiux  «  OberrealschuleD  »  elles  n'apparaissent  qu'en  1893.  Ces  trois 
sortes  d'établissements  ont  à  peu  près  les  mêmes  attributions  et  sont  au 
nombre  de  29  (1906).  Les  personnes  qui  désirent  se  renseigner  au  sujet  des 
programmes  et  plans  d'études  de  ces  écoles  trouveront  des  indications  dé- 
taillées dans  la  préface  du  présent  ouvrage. 

Voici  du  reste  la  matière  sur  laquelle  roulent  les  problèmes  proposés  : 

I.  Arithmétique  et  Algèbre  :  Equations  du  l»'.  2«n«  et  3°»®  degré  ;  Equa- 
tions de  degré  supérieur  au  S'^^  ;  Analyse  indéterminée  ;  Equations  expo- 
nentielles ;  Progressions  arithmétiques  et  géométriques;  Intérêts  composés, 
amortissements,  rentes,  etc.;  Fractions  continues;  Analyse  combinatoire; 
Probabilités  ;  Binôme  de  Newton  ;  Nombres  complexes  ;  Séries  ;  Maxima 
et  minima  ;  Expressions  indéterminées. 

II.  Géométrie  :  Géométrie  plane  ;  Goniométrie  ;  Trigonométrie  plane  ; 
Trigonométrie  spliérique;  Géométrie  de  l'espace;  Géométrie  analytique 
(droite,  cercle,  sections  coniques). 

Les  questions  sont  cataloguées  autant  que  possible  d'après  le  sujet  qu'el- 
les traitent. 

Les  solutions  seront  publiées  en  un  volume  à  part  formant  la  seconde 
partie  de  cet  ouvrage.  ^ 

J.-P.  DuMUK  (Genève). 


BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE 


1.  Sommaires  des  principaux  périodiques: 

Bulletin  de  la  Société  Française  de  Philosophie,  publié  par  X.  Léon  et 
André  Lalande,  7*  année,  1907.  —  Colin,  Paris. 

Jahrbuch  ûher  die  Fortschritte  der  Hathematik  herausgegeben  von  Emii 
Lampe.  Bande  36.  Jahrgang  1905.  —  G.  Reimer,  Berlin. 
Heft  1  (p.  1  à  528).  —  Geschichte,  Philosophie  und  Pâdagogik.  —  Algebra. 
—  Niedere  und  hôhere  Arithnietik.  —  Kombinationslehre  und  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung.  —  Reihen.  —  Differential-  und  Integralrechnung.  — 
FunJctionentheorie.  —  Reine,  elementare  und  synthetische  Géométrie. 

Intermédiaires  des  mathématiciens,  dirigé  par  C.-A.  Laisant,  Em.  Le- 
MOiME.  Ed.  Maillet.  A.  Grevy.  Tome  XIV.  1907.  —  Gauthier- Villars, 
Paris. 

Nieuw  Archief  tôt  Wiskonde,  revue  publiée  par  la  Société  scientifique 
d'Amsterdam  et  dirigée  par  J.-C.  Kluyver.  D.-J.  Korteweg  et  P. -H. 
ScHOUTE.  2in«  série,  VII,  4«  fasc,  1907.  —  Delsman  et  Nolthenius,  Amster- 
dam. 

Nyt  Tidsskrift  for  Hatematik,  revue  dirigée  par  G.  Juel  et  V.  Trier  ;  série 
A,  18""«  année;  série  B,  18™*  année;  1907.  —  Jul.  Gjellerup,  Copenhague. 


Digitized  by 


Google 


504  BULLETIN    BIBLIOGRAPHIQUE 

PœdagogiSChes  ArchiT.  Monatsheft  fur  Erziehung  und  Unterricht  aa  Hoch. 
Mittel-  und  Volksschulen,  herauagegeben  von  Prof.  D*"  L.  Fketta.g,  49. 
Jahrg.,  1907. —  Fr.  Vieweg  und  Sohn,  Braunschweig. 

Revue  de  Métaphysique  et  de  Morale,  dirigée  par  X.  Léon.  —  Arm.  Colin. 
Paris. 

15'  année,  n»»  2  et  3.  —  M.  Wiîiter  :  Sur  l'introdurtion  logique  à  la  théo- 
rie des  foiictious.  —  K.  Borel  :  La  logique  de  l'intuition  en  mathématiques. 
—  P.  BoUTROux  :  La  théorie  physique  de   M.  Duhem  et  les  mathématiques. 

Revue  Scientifique.  —  ^^  série,  T.  VIII.  Paris. 

17  et  24  août  1907.  —  Ch.  Mshay  :  Mes  «nouveaux  Eléments  de  Géomé- 
trie. » 

Revue  semestrielle  des  publications  mathématiques,  dirigée  par  H.  de 
V'ries.  p. -H.  ScHouTE,  D  -J.  KoRTEWEG,  J.-C.  Kluyver,  W.  Kapteyn. 
Tome  XV,  2"»»  partie,  octobre  1906,  avril  1907.  —  Delsman  en  Nohhenius. 
Amsterdam  1906. 

School  Science  aud  Mathematics,  A  Journal  for  Science  and  Mathematics 
TeachersinsecondarySchooIs,  vol. VII,  1907.  —  Smith  aud  Turton,  Chicago. 

Wiskundige  Opgaven  met  de  Oplossingen.  Tome  IX,  fasc.  3  et  5.  —  Dels- 
mann  en  Nolthenius.  Amsterdam. 

WiSkundig  Tijdschrift  onder  Redaotie  van  F.-J.  Vab8,  Chr.  Kredibt,  N. 
Quint.  Derde  Jaargaug,  1907.  —  Blom  &  Olivierse,  Culemborg. 

2*  Liivresi  nouveaux: 

W.  Ahrens.  —  Mathematische  Spiele  (..  Aus  Natur  u.  Geisteswelt  ").  — 
1  vol.  cart.  VI-118  p.  ;  1  m.  25;  B.  G.  Tcubner,  Leipzig. 

P.  BACH.MANN.  —  Grundlehren  der  neueren  Zahlentheorie  (,,SammIung 
Schubert").  —  1  vol.  cari.,  270  p,  ;  6  m.  50  :  G.  J.  Gœschen,  Leipzig. 

R.  Baire.  —  Leçons  sur  les  théories  générales  de  l'Analyse.  Tome  I.  — 
1  vol.  gr.  iu-8«,  232  p.;  Gauthier-Villars,  Paris. 

F.  Bennecke.  —  Eine  konforme  Abbildung  als  sweidimensionale  Logarith- 
mentalelzur  Rechnung  mit  kom^lexen  Zahlen.  —  1  vol.  gr.  in-4o,  7  p.  et 

9  planches  ;  2  marcs  ;  O.  Salle,  Berlin. 
Carlo  BoLRLET.   —  Gours  abrégé  de  Géométrie,  II  :  Géométrie  dans  l'espace. 

—  1  vol.  cart.  in-16,  238  p.  ;  1  fr.  80;  Hachette  et  C*»,  Paris. 

G.  H.  Bryan  and  II.  Pi?(kerton.  —  GeomeU'y  of  the  ConiC.  (Dent's  séries 
of  Mathematical  Text  Books).  —  1  vol.  cart.  200  p.  ;  Dent  &  Co.. 
Londres. 

Alb.  CoNTi.  —  Elementi  di  calcolo  letterale,  con  un'  appendice  suir  estra- 

zione  délia  radice  quadrata  e  cubica,  ad  uso  délia  1«  Normale.  —  1    vol. 
in-16,  120  p.  ;  1  lira  ;  ZanichcUi,  Bologna. 

Alb.  CoNTi.  —  Elementi  di  calcolo  letterale  per  la  3«  classe  tecnica,  —  1  vol. 

in-16,  120  p.  :  1  lira;  Zanichelli,  Bologna. 
Fr.  Daixiëls.  —  Essai  de  Géométrie  sphérique  en  coordonnées  pro}ectives. 

—  I  vol.  gr.   in-8®,  280  p.  ;  (CoUectanea  Friburgensia)  Librairie  de   l'Uni- 
versité, Fribourg,  Suisse. 

H.  Dingler.  —  Grundlinien  einer  Kritik  u.  ezakten  Théorie  der  Wissen- 


Digitized  by 


Google 


BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE  505 

SChaften  insbesondere  der  inathemalischeo.  —  1  broch.  in-8^,  76  p.  ;  Th. 
Ackermann,  Munich. 
Ed.  A.  FouËT.  —  Leçons  élémentaires  sur  la  théorie  des  fonctions  analy- 
tiques. ^^  Edition,  entière  ment  refondue.  Tome  I.  Des  fonctions  en  général. 

—  1  vol.  gr.  in-8o,  3  fr.  50  ;  Gauthier-Villars,  Paris. 

F.  G. -M.  —  Exercices  de  Géométrie  comprenant  l'exposé  des  méthodes  géo- 
métriques et  2000  questions  résolues.  4«  édition.  —  1  vol.  cart.  gr.  in~8o, 
1228  p.;  A.  Marne  et  Gis,  Tours  ;  V«  Ch.  Poussielque,  Paris. 

Z.  G.  de  GA.LDEANO.  —  Alcnnas  Consideraciones  sobre  Filosofla  y  Ensenanza 

de  la  Hatemâtica.  —  1  vol.  in-8o,  115  p.  ;  2  pes.*,  Em.Casanal,  Sarugosse. 

Z.  G.  de  Galdeano.  —  Exposicion  snmaria  de  las  Teorias  matematicas.  — 

1  vol.  in-8<»,  208  p.  ;  2  pes.  ;  Em.  Casanal,  Saragosse. 

S.  £.  GuBLER.  —  Grnndlehren  der  6eometr>e  fur  Seknndarschule  mit  /ahU 
reichen  Konstruktions-  und  Berechnungsaufgaben.  —  1  vol.  cart.  in-8", 
200  p.  ;  Erziehungsdirektion,  Zurich. 

J.  Lange.  —  Synthetische  Géométrie  der  Kegelschnitte  nebst  Uebungs- 
aufgaben  fur  die  Prima  hôherer  Lehranstallen.  3.  Auflage,  von  P.  ZOhlke. 

—  1  vol.  68  p   ;  l  m    50;  H.  W.   iMûller.  Berlin. 

M.  d'OcAGNE.  —  Calcul  graphique  et  nomographie  (Encyclo]>édie  scienti- 

tique,  Bibliothèque  de  Mathématiques  appliquées  dirigée  par  M.  d'Ocagne.) 

—  1  vol.  cart.  in-8«.  40O  p.  et  i4n  fijjr.  ;  5  fr.  ;  O.  Doin,  Paris. 

W.  RouseBall,  —  Histoire  des  mathématiques,  Edition  française,  revue  et 
augmentée,  traduite  sur  la  3<^  Edition  anglaise  par  L.  Freund.  Tome  II  : 
Les  mathématiques  modernes  depuis  Newton  jusqu'à  nos  jours.  —  1  vol. 
gr.  in-8o.  270  p.  ;  8  fr.  ;  Hermann,  Paris. 

W.  RousE  Ball.  —  Récréations  mathématiques  et  problèmes  des  temps 
anciens  et  modernes.  Deuxième  édition  française,  par  Kitz-PATRicK. 
Première  Partiel  Arithmétique  ;  Algèbre;  Théorie  des  nombres.  —  1  vol. 
355  p.  ;  5  fr.  ;  Hermann,  Paris. 

P.  RozÉ.  —  Théorie  et  usage  de  la  Règle  à  Calculs.  Règle  des  écoles ,  règle 

Mannheim.  —  1  vol.  ih-8",  118  p.  ;  3  fr.  50;  Gauthier-Villars,    Paris. 

G. -A.  Scott.  —  Gartesiau  plane  Geometry.  —  Part.  1.  Analylii  al  ronirs. 

(Dent's  séries  of  mathemalical  Text  Books).   —  1  vol.  cart.   428  p.  ;   Dent 

&  Co.,  Londres. 
T.  A.  Serret.  —  Lehrbuch  der  Differential-  u.  Integralrechnnng.  Nach 

Axel  Harnacks  L'eberselzung.  3.  Auflage,  neu  bearbeitet  von  G.  Sciieffkrsî. 

Zweiter  Band  :  Integralrechuung.  —  1  vol.  relié,  585   p.;  13  m.  ;  B.   G. 

Teubner.  Leipzig. 
K.  ScHWERfNG.  —   Handbuch  der  Elementarmathematik  fflr  Lehrer.  — 

1  vol.  relié,  407  p.;  8  m.;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 


Digitized  by 


Google 


'^'^T'"^ 


TABLE  DES  MATIÈRES 


ARTICLES  GÉNÉRAUX 
Méthodologie  et  organiBation  de  renseignement. 

Pages. 
Enquête  sur  la  méthode  de  travail  des  mathématiciens.   Les  résultats 
(suite)  : 

VII  (questions  14  à  17).  Par  H.  Fehr 123 

(questions  18  et  20).  Par  Th.  Flournoy 128 

VIII  (question  19).  Par  Th.  P'lourwoy 204 

IX  (question  21).  Par  H.  Fehr 306 

X  (questions  22  et  23).  Par  Ed.  Claparède 473 

A  propos  de  l'Enquête  sur  la  méthode  de  travail  des  mathématiciens; 

réflexions  sur  les  réponses  aux  questions  4  et  5.  Par  V.  Bobynin.  135 

Id.  ;  réflexions  sur  les  réponses  aux  questions  11. 12etl3.ParV.BoBTNiK.  389 

Théorie  élémentaire  des  résidus  quadratiques.  Par  A.  Aubry.     ...  24 

De  l'exactitude  des  constructions  géométriques.  Par  E.  Haertzschel  .  45 
La  Géométrie  descriptive  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  de  Paris. 

Par  C.  BouRLET 89 

Génération  des  courbes  et  des  surfaces  supérieures.  Par  L.  Crelier  .  107 

Sur  la  démonstration  en  Géométrie  descriptive.  Par  G.  Leur.  119 

Sur  la  détermination  des  métriques.  Par  G.  Combebiac 179 

Table  d'éléments  relatifs  à  la  base  30030  pour  la  recherche  rapide  des 

.facteurs  premiers  des  grands  nombres.  Par  Ernest  Lebon  ....  185 
La  théorie   des   groupes  appliquée  aux  mathématiques  élémentaires. 

Par  G.  A.  Miller 192 

La  notion  de  groupes  et  la  théorie  des  parallèles.  Par  C.  Bourlbt  .     .  198 

Notes  de  stetique.  Par  G. -H.  Bryan 201 

Le  rôle  des  fonctions  multiformes  en  dynamique.  Par  E.  Remoumdos   .  257 

Changement  de  variable  dans  une  intégrale  multiple.  Par  M.-B.  Porter.  272 
Cas  particulier  d'emploi  dissimulé  de  la  méthode  expérimentale  dans 

les  temps  les  plus  récents.  Par  V.  Bobynin 274 

Le  lemmc  fondamental  de  la  théorie  des  nombres.  Par  A.  Aubry      .     .  286 

Etude  élémentaire  sur  le  théorème  de  Fermât.  Par  A.  Aubry.                .  417 
Sur    la   discussion    et    la    résolution    des    équations    simultanées    du 

premier  degré.  Par  Ch.  Méray 337 

Parallélisme  et  translation  rectiligne.  Par  V.  Hioux 367 

Sur  les  congruences  du  3«  degré.  Par  D.  Mirimanoff 381 

Sur  un  théorème  de  M.  Hamel.  Par  U.  Brocgi 385 

Sur  la  polarité  dans  les  complexes  du  second  ordre.  Par  L.  Godeaux  .  387 

Sur  les  projections  de  droites  perpendiculaires.  Par  E.  Majcen  460 


Digitized  by 


Google 


TABLE   DES   MATIÈRES  507 
Philosophie  et  histoire  des  mathématiqnes. 

Pages. 

Ernest  Cesàro.  1859-1906  (avec  un  portrait).  Par  G.  Alabia  .  .  .  ,  5 
Xia  vie   et  les   travaux  d'Améd^  Mannheim    (avec    un    portrait).    Par 

C.-A.  Laisant 169 

Sur  la  logique  et  la  notion  de  nombre  entier.  Par  J.  Richard.  ...  39 
En  quel  sens  et  par  quelles  preuves  valables  pouvons-nous  justifier  le 

système  de  Copernic.  Par  G.  Andrault 51 

Lettre  à  M.  Félix  Le  Dantec.  Par  C.-A.  Laisani  » 58 

Sur   un  paradoxe   de  la  théorie    des  ensembles    et    sur   Taxiome    de 

Zermelo.  Par  J.  Richard 94 

Sur  la  nature  des  axiomes  de  la  Géométrie.  Par  J.  Hichaud    ....  463 

Les  trois  concepts  géométriques.  Par  G.  Combebiac 99 

MÉLANGES 

Vues    stéréoscopiques    pour    l'enseignement    de    la     Géométrie.    Par 

H.  Fehr 61 

Le  stéréoscope  et  ses  applications  scieutiliques.  Par  U.  Fehr      .  142 

Parallaxe  stéréoscopique 480 

Démonstrations  et  explications  dans  renseignement  élémentaire  ...  63 

Questions  d'examens 65 

Le  lieu  de  naissance  de  Legendre  (C.-A,  L. } 218 

Sur  le  cercle  passant  par  les  pieds  des  bissectrices   intérieures.   Par 

E.  Weber .....: 219 

Simple  remarque  sur  un  théorème  de  Géométrie.  Par  E.  Weber     .     .  220 

Sur  la  relation  entre  les  côtés  d'un  triangle  rectiligne.  Par  J.  Malaise  220 

A  propos  de  polynômes  dérivés.  Par  R.  Guimaraès 312 

Pour  l'unification  de  la  méthode  vectorielle  (H.  FJ 314 

CHRONIQUE 

Congrès  et  sociétés  sarantes. 

Académie  des  sciences  de  Paris  ;  prix  décernés  ;  prix  proposés  ...  68 

IV«  Congrès  international  des  mathématiciens,  Rome,  1908  ....  146 
Association    scientifique    internationale    espérantiste  ;     création     d'un 

bureau  permanent 147,  397 

Association  italienne  pour  i'avaucenient  des  sciences.  .  :  .  .  149,  490 
Associations  des  naturalistes  et  médecins  allemands  ;  Association  des 

mathématiciens  allemands 150 

Réunion  des  philologues  et  professeurs  allemands     .....       151,  481 

Articles  dirers. 

!!•  centenaire  d'Euler  (H.  F.) 151,  319,  489 

II®  centenaire  d'Euler  ;  séance  organisée  par  la  Société  mathématique 
de  Berlin  (E.  Jahnke);  séance  organisée    par  l'Université  de  Bâle 

(/?.  Gautier) 221 

II I«  centenaire  de  Torricelli 490 

Prix  des  mathématiques 492 

Un  dîner  mathématique 491 


Digitized  by 


Google 


508  TABLE   DES   MATIÈRES 

Page». 

Monument  Abel 224 

Motuinient  Lsmark 224 

Un  journal  mathématique  en  espéranto 148 

Allkmagne  :  Association  allemande  pour  l'avancement  des  Sciences  ma- 
thématiques et  naturelles.  Dresde,  1907 148,  318.   492 

Nominations  et  distinctions 151,  225,  321,  398 

A^Gl.ËTF.RRE  :  Nominations  et  distinctions 71,  492 

AirnucHK-HoNGRiE  !  NomiuRtions  et  distinctions  .     .71,  152,  320,  399,   492 

HELciiQUE  :  Nominations  et  distinctions 158 

Danf.makck  :  Nominations  et  distinctions 152,   492 

Iviats-Unis  :   L'exposition  mathématique   de  l'Université  Columbia  de 

New- York 150 

Nominations  et  distinctions 151,  225,  321 

France  :  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  thèses  soutenues  en  1906  .     .     149 

L'Ecole  polytechnique  de  Paris.   Ce  qu'on    y  apprend.   Opinion  d'un 

ancien  X •  .     .      .      .     315 

Nominations  et  distinctions 71,152,225,398,492 

Jtai.ie  :  Cercle  mathématique  de  Palermè 71 

Nominations  et  distinctions 71,  225,  321,  398 

SiMssi-:  :  Association  suisse  des  professeurs  de  mathématiques     .       481,  488 

Nominations  et  distinctions 71,  398 

SuÈuE  :  Nominations  et  distinctions 320 

ESPAGNE  :  Nominations  et  distinctions 320 

Rusi^iE  :  Nominations  et  distinctions    ,      .      .      . 152 

Hollande  :  Nominations  et  distinctions 71 

Nécrologie. 

Le  colonel  A.  Mannheim  (A.  Buhl) .     .    66,  152 

E.  Jùr^ens 152 

A.  Oudemans 152 

A.  Sucharda 152 

J.  \.yon  (H.  Fehr) 152 

Marcel  Berthelot.     '. 225 

Colonel  Laussédat 226 

J.  Bebstein.     ,      .     . 4 226 

F.  Aschieri 321 

A.   Fuhrmann 321 

E.   Rilter  von  Oppolzer 321 

K.  Siacci 321 

G.  Sidler 493 

M.  Lœwy 493 

NOTES  ET  DOCUMENTS 

Programme   d'un   cours  d'Histoire  des  sciences  (P.  Tannery).     .     .      .     226 
Franck  :  Circulaire,  adressée  par  M.  le  Vice-Recteur  de  l'Académie  de 
Piiris  à  MM.  les  Inspecteurs  d'Académie,    Proviseurs,  Principaux  et 
Professeurs  de  Mathématiques  et  de  Physique  du  ressort  (Liard)     .     231 
Circulaire  adressée  par  M.  le  Vice-Recteur   de   l'Académie  de  Paris  à 


Digitized  by 


Google 


TABLE  DSS   MAT/ÈHES  50» 

Mesdames    les   Directrices    et    Professeurs   de   M athëins tiques    des 

Lycées  et  Collèges  de  jeunes  filles  du  ressori  \Liardl 32^ 

ArTRicHE  :  Circulaire  du   Conseil   scolaire  de  la   Basse-Autriche   aux 

directeurs  des  Gymnases  et  des  Ecoles  rêales 325 

Cours  universitaires  : 

Allemagne 153.  399 

Angleterre 72.  236.  321,  40^ 

Autriche-Hongrie 157.  236.  405 

Etats-Unis 322.  405 

France 72,  157 

Italie 323 

Suisse 158,  406 


bibliographie: 

Ardoyer  (H.).  —  Cours  d'Astronomie 237 

Annuaire  pour  l'an  1907,  publié  par  le  Bureau  des  Longitudes  .  72 

Arnoux  (G.).  —  Arithmétique  graphique.  {D.  iMirimano/f) 326 

Baire  (R.).  —  Leçons  sur  les  théories  générales  de  l'Analyse  ('ri.  Buhlj  497 

Baker  |W.  M.).—  Algebraic  Geoweiry  fJ.-P.  Dumur) 328 

Baker  (W.  M.).  —  Elementary  Dynamics  1 408 

BiEKMAKPi   (O.).  —  Vorlesungen    ùber  mathemalische     Nftherungsme- 

thoden     ....      ! 159 

BouAssE  (H.).  —  Cours  de  Physique,  lasc.  1   (A.  Buhl) 329 

BouRLET  (Carlo).  —   Cours   abrégé  de   Géométrie   I.   Géométrie  plane 

(L.  Kollros) 73 

BoussiNESQ  (J  ).  —  Théorie  analytique  de  la  chaleur.  Il  {H.  Marcolongo)  237 

Brioschi.  —  Opère  raalhematiche  IV 160 

Chwolson  (O.  D.).  —  Traité  de  Physique,  tome  I  (H.  F.} 409 

CzuBER  (Emra.).  —  Vorlesungen  ùber  Diflerential-u.  Integralroohnung  II  2'»3 

Dassen  (Cl.). —  Tratado  elemental  de  Geometria  euclidea  II  (P.Barharin)  74 
Dassen  (Cl  ).  Tratado  elemental  de  Arilmetica. —  Tratado  elemenlal  do 

Algebra  (M.  Stuyvaertj 160 

Desportes  (E.).  —  Eléments  de  Géométrie  descriptive.     .....  2'i3 

Duhem  (P.).  —  Les  origines  de  la  Statique  (A.  Bernoud) 500 

Ebner  (P.).  —  Leitfadeu  der  lechuisch  wirhtigen  Kurven 331 

Fabre  (Ch.).  —  Traité  pratique  de  ph  >tographie  stéréoscopique.      .     .  'i09 

Fassbinder.  —  Théorie  el  pratique  dos  approximations  mathématiques  159 
Felgentrager  (W.).  —  Théorie,  Konstruktioa  u.Gebrauch  der  foineren 

Hebelwage  (A.  Schidlof) 409 

Foerster  |VV.).  —  Astromtrie,  I  {M.  Godefroy) 75 

Galdeano    (G.   Z.  de).  —    Tratado   de    Analisis    matematico  III,    (M. 

Godefroy) 76 

Gans  (R.).  —  Einfuhrung  in  die  Vektoranalysis  (Fr.  Daniel»)  ...  76 
Gleichen   (Alex.).   —    Vorlesungen    uber    photographische  Optik    (A. 

Schidlof). 331 

GuiLLE.Miî«  (A.).  —  Tableaux    logarithmiques  A  ot  B 244 

Hempel  (J.).  —  Schattenkonstrnktionen   (P.  A.  Mercier) 244 


Digitized  by 


Google 


êm 


i:^'i: 


W:'.: 

#:■: 


•  -^ 


m' 


510  TABLE   DES   MATIÈRES 

Pages. 
HoRif  (J.)  —  GcwOhnliche  Diflerential^leîchungen    beliebiger  Ordnung 

(A.  Buhl) 162 

JouFpRET  (E.).  —  Mélanges  de  Géométrie,  à  4  dimensionufG,  Comhehiac)  163 
Klein  u.    Schimmack.    —    Der  maihematiscbe   Unterricht   an     hôberen 

Schulen  (H.  F.) ' 411 

Laurent  (H.).  —  La  Géométrie  analytique  générale  (G.  Comhehiac)  163 

Lebksgue  (H.).  Leçons  sur  les  séries  trigonométriques  (A.  Buhl)    .     .  77 

Lbbon  (Ernest).  —  Géométrie  cotée  et  Géométrie  descriptive  {H.  F. }  .  410 

Mach  (Ernest).  —  Space  and  Géométrie  (G.  Conibehiac) 246 

Mandart  (H.) —  Cours  de  Géométrie  analytique.  —  Cours  de  Trigo- 
nométrie         246 

NiBLSBN  (Nîels).  —  Handbuch  der   Théorie  der    Gammafunktion  (M. 

Godefroy) 164 

NiEWBNGLowsKi  (E.-H.)  —  Lcs  Mathématiques  et  la  Médecine  .  .  .  246 
Pbtrovitsch  (M.)  —  La  Mécanique    des    phénomènes   fondée   sur  les 

analogies  (B.  Marcolongo) 78 

PiETZKER  (F.)  —  Lehrgang  der  Elementar-Mathematik  (G.  Bertrand)  .  246 
Pinghbrlb  (S.)  —  Lezioni  di  Algebra  complementare  :  analisi  algebrica 

(B  d'Adhémarj 79 

Reidt  (Fr.).  —  Anleitung  zum   mathematischen   Unterricht  an  hôberen 

Schulen  (H.  F.) 411 

RocEL  (Fr.)—  Das  Rechnen  mit  Vorteil  ^/. -P.  Z>umKr) 332 

Saussure  (R.  de).  —  Théorie  géométrique  du   mouvement    des  corps 

(R.  Marcolongo) 79 

ScaouTE  (P. -H.)  —  Mehrdimensionale  Géométrie  II  (P,  Barharin).  .  80 
Schubert  (H.)  —  Auslese  aus  meiner  Unterrichts-u.  Yorlesungspraxis 

(G.  Dumas) 81 

ScHULZE  (Ed.)  U.  Pahl  (F.).  —  Mathematische  Aufgaben  (Ern.  Kallerj.  247 
Simon  (M.)  —  Ueber  die  Entwicklung  der  Elementar-Geometrie  im  XIX 

Jahrhundert 333 

Stern  (H.  A)  and  Topham  (W.  H.)  —  Practical  mathematics     ....  248 

Stutvabrt  (M.) —  Les  nombres  positifs  (L.  KoUrosj 249 

Tarry  (G.)  —  Tablettes  des  cotes  relatives  à  la  base  20.580  des  fac- 
teurs premiers  d  un  nombre  inférieur  à  N 333 

Treutlein.  —  Mathematische  Aufgaben  (J.~P,  Dumur) 502 

VivANTi  (G.)  —  Elementi  délia  Teoria  délie  Funzioni  poliedriche  e  mo- 

dulari  (G.  Dumas) ,  412 

VivANTi   (G.).  —   Théorie   der    eindeutigen    analytischen     Funktionen 

(A.  Buhl) *. 81 

VocT  (H.).  —  Eléments  de  mathématiques  supérieures  (H.  F,).  .     .     .  249 

WiLSON  (Edw.  B.)  —  Seven  Lectures  on  spherical  Geomeir y  ( Fr. Daniels)  165 


BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE 

Sommaire  des  principaux  périodiques. 

Acla  mathematica  (Mittag-Lf.ffler,  Stockholm) 250 

American  Journal  of  Mathematics  (Baltimore) 83,  333 

American  mathematical   Monthly  f  Springfield) 413 

Annaes  Bcieotificos  da   Acadeinia  Polytechnica  do  Porto  (Teixeira)  .     .  334 


Digit-ized  by 


Google 


TABLE    DES    MATIÈRES  511 

Pages 
Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  lUniversité  de  Toulouse.     .     .     250 

Annales  de  la  société  scientifique  de  Bruxelles 83,  250 

Annali    di   matematica  pura  ed   applicata  (Biangbi,  Diki,  Jung,  Secre, 

Milan) 250 

Annals  of  mathematics  (Haward   University,  Cambridge.  Mass.).     .     .     251 
Arcfaiv  der  Mathematik  und    Physik  (Lampe.  Fr.  Meyer,  Jahnke,  Leip- 
zig, Berlin) 251 

Atti  délia  R.  Accademia  dei  Lincei  (Rome) 83,  334 

Bibliotheca  mathematica  (En^strom.  Leipzig) 251,  413 

Bolletino  di  Bibliografia  e  Storia  délie  Science  matbem.  (Loria,  Turin)     252 

Bolletino  di  Matematica  (Conti,    Bologne) 334 

Bulletin  de  la  Société  française  de  Philosophie  (X.  Léon  et  A.  Lalandb, 

Paris) 503 

Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France  [Paris)  ....  252,  414 
Bulletin    des    sciences    mathématiques    (Darboux,    Picard,    Tamnery, 

Paris) 252,  414 

Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society /iVeiv-yoDtj  ....  252 
Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  [Paris),  .  84,  334 
Intermédiaire  des  mathématiciens  (Laisant,  Lemoime,  Maillet,  Grevt, 

Paris) 503 

Jahrbuch  ùber  die  Fortschritte  der  Mathematik  |Ë.  Lampe,  Berlin)  253,  503 
Jahresbericht   der    Deutschen    Mathematiker-Vereinigung  (Gutzmer, 

Leipzig) 253,  414 

Journal  fur  reine  und  angewandte  Mathematik  (Hensel,  Berlin)   .        85,  415 

Mathesis  (Mansion  et  Neubbrg,  Gand) 253,  416 

Mémoires  de  la  Société  royale  de  Liège 416 

Monatshefte  fur  Mathematik  und  Physik  (G.  t.  ëscberich,  Mertbns  u. 

WiRTiNGER,  Wien) \ 86,  253,  416 

Nieuw  Archief  voor    Wiskunde  (Kluyver,    Kortewerg,  Schoutb,  Ant" 

sterdam) 

Nouvelles  annales  des  mathématiques  (Laisant,   Bourlet   et    Bricard, 

Paris] 86,  254 

XytTiddskrift  for  Matematik  (JuEL,  Trier,  £7o/»efiAa^Me) 503 

Paedagogisches  Archiv.   (L.  Freytag,  Leipzig).  504 

Periodico  di  Matematica  (LAZZEHt«  Livourne) 254 

Prace  Malematyczno-Fizycne  (Dickstein,  Varsovie) 87 

Pitagora  II  (G.  Fazzeri,  Palermo) 254 

Proceeding  of  the  Loudon  Mathematical  Society 87,  254 

Rendiconti  det  Circolo  matematico  di  Palermo  (Gugcia,  Palerme)  .  .  165 
Revue  de  Métaphysique  et  de  Morale  (X.  Léon,  Paris)  ....       165,  504 

Revue  du  mois  (E,  Borel,  Paris) 255 

Revue  générale  des  sciences  pures  et  appliquées  (Olivier,  Paris)  255 

Revue  scientifique  (Paris) 504 

Revue  semestrielle  des  publications  mathématiques  (Amsterdam)  255,  504 
School  Science  and  Mathematics  (G.-W.  Myers,  Chicago).  ....  504 
Sitzungsberichte  der  K.  Akademie  der  Wissenschaften  (  ^lefi)  .■    166 

Unterrichtsbliltter  fur  Mathematik  und  Naturwissenschaften  (Pibtzker, 

Berlin) 166 

Wiskundige  Ofgaven  (Amsterdam) 504 

Wiskundig  Tijdschrift  (H.-J.  Yaes,  Rotterdam) 504 


Digitized  by 


Google 


512 


TABLE   DES    MATIÈRES 


Pages. 

Zeitsrhrift  fur  dasRealschulwesenfCzuBEH.  Bechtel,  Gloser,  Wien)  167,  255 

Zeitschrift  fur  Mathematik  und   Physik  (Mehmke,  Rukge,  Leipzig]  .     .      167 

Zeiti^rhrift  fur  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Ûnterricht 

(ScHOTTEN,  Leipzig) 167,   255 

PUBLICATIONS   NOM     PERIODIQUES 

Livres  nouveaux .  88.   168,  256,  336,  504 


TABLE  DES  NOMS  D'AUTEURS 


Cc'tte  table  comprend  les  auteurs  d'articles  généraux  ou  d'articles  de  chronique,  de  lettres 
ou  notes  iasérées  dans  la  correspondance  ou  de  comptes  rendus  bibliographiques. 
Les  numéros  qui  suivent  chaque  nom  renvoient  aux  pages  du  volumes. 


Adhlmar  '(R.  d' 

A  LA  SI  A    (C.)      . 

Andhault  (G.) 

AUBRY     (A.)      . 

Barbarin  (P.) 
Bf.rtrand  (G.) 
Bkrnoud  (Alph 

BOBYMN  (V.) 
BOURLET    (C). 

BBOGr.i   (U.)   . 
Bkyax  (G.  H.) 
BuHL  (A.).  -66,77. 
Claparkde  (Ed.) 

CoMBEBIAC  (G.) 
Ckelidr  (L.)  . 
Damkls  (Fr.) 
Dumas  (G.)     . 

DUMUK  (J.-P.) 

Fkhh  |H.)61.  123. 
314.  409. 
Flournoy  (Th.) . 
Gautier  (R.) 

CiODKAUX   (L.) 
GODEI  ROY   (M.)     . 


81 


99 


142 
410 


24 


135. 


162 


163 


328 
152, 
411, 


75 


Pages. 

.         79 
5 

.       51 

286,  417 

74,  80 

.     246 

.     500 

274,  389 

89,  198 

.     385 

.     201 

329,  497 

.     473 

179,  246 

.     107 

76,  165 

81,  412 

332.  502 

249.  306, 

488.  489 

128,  204 

.     221 

.     387 

.  76.   164 


Pages. 

guimar^s  (r.)    .     .  ...     312 

Haentschel  (E.) 45 

Hioux  (V.) 367 

Jahnke  (E.) 221 

Kaller  (E.) 247 

KoLLRos(L.) 73.  259 

Laisant  (C.-A.).     .     .     58,169.218 

Lebon  (Em.  ) 185 

Leur  (G.) 119 

LiARD 231.  324 

Méray  (Ch.) 337 

Majcen  (G.)        460 

Malaise  (J.)  . 220 

Marcolongo  (R.)    ...  78.  79.  237 

Mercier  (P.  A.) 244 

Miller  (G.  A.)  .....     .      192 

MlRI-MANOFF  (D.)       .      .      .        326.  381 

Porter  (B.) 272 

Rkmoundos  (G.) 257 

Richard  (J.) 39,  94,  463 

ScHiDLOF  (A.)     ....       331,  409 

Stuyvaert  (M.) 160 

Tannery  (P.) 226 

Wkber  (E.) 219,  220 


ERRATA 
p.  201,  ligne  12,  supprimer  le  nom  de  M.  G.  Combebiac. 

Article  de  M.  B.  Porter 
p.  273,  ligne  6,  au  lieu  de  «  point  fixe  »  lire  «  ensemble  de  points  ». 
p.  274,  lignes  4  et  5,  au  lieu  de  «  en  sortir  »  lire  «  s'empiéter  ». 

Article  de  M.  Y.  Hioux: 

p.  369,  ligne  16.  au  lieu  de  a  APB  »   lire   «  APM  ». 
p.  '!"6,  ligne  8,     »        »     »     «  MT)  »       »      «  ND  ». 


W' 


Digitized  by 


Google         i 
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Via  Calais  ou  Boulogne. 
Cinq  services  rapides  quotidiens  dans  cliaque  sens. 

VOIF  LA  PLUS  RAPIDE 


Services  rapides  entre  Paris,  la  Belgique,  la  Hollande»  TAIIemape, 
la  Rossie,:  le  Danemark,  la  Suède  et  la  Norvège. 

5  express  dans  chaque  sens  entre  Paris  et  Bruxelles. 

3  »  »  ]>  »  Paris  et  Amsterdam 
5           »            »            »            »           Paris  et  Cologne    . 

4  »  »  »  »  Paris  et  Francfort 
4           »            »            »            »           Paris  et  Berlin . 
2           »            »            »            »  Paris  et  St-Pétersbourg 

Par  le  Nord-Express  bi-hebdomadaire 

1  express  dans  chaque  sens  entre  Paris  et  Moscou     .     . 

2  »  »  »  »  Paris  et  Copenhague. 
2  »  »  »  »  Paris  et  Stockholm  . 
2           »            »            »            »           Paris  et  Christiania    . 
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»     8  h. 

»    12  h. 

»    18  h. 

»    51  h. 

»    46  h. 

»    62  h. 

»    28  h. 

»    43  h. 

»    49  h. 

Avis  et  recommandations  à  MM.  les  Auteurs. 


Manuscrits  et  figures.  —  Nous  insistons  auprès  de  MM.  les  Collabo- 
rateurs pour  que  leurs  articles  destinés  à  U Enseignement  Mathématique 
soient  écrits  lisiblement  et  d'un  seul  côté  de  la  feuille.  Lorsque  le  mé- 
moire est  accompagné  de  figures,  celles-ci  doivent  être  dessinées  avec 
soin  sur  des  feuilles  séparées. 

Nous  invitons  en  outre  MM.  les  Auteurs  à  rappeler  leur  adresse  en 
tête  de  chaque  lettre  et  de  chaque  article. 

Tirages  à  part.  —  La  Direction  de  L'Enseignement  Mathématique 
remet  gratuitement  à  MM.  les  Auteurs  d'articles  de  fond  çingt^cinq 
tirages  à  part  sous  couverture,  sans  remaniement  de  leur  article.  Les 
Auteurs  pourront  d'ailleurs  obtenir  un  plus  grand  nombre  de  tirages  à 
part  (jusqu'à  concurrence  de  200  exemplaires  supplémentaires)  et  cela 
aux  conditions  fixées  par  un  tarif  spécial  qui  peut  être  demandé  à 
l'Administration  ;  toutefois  la  demande  du  tirage  supplémentaire  devra 
être  faite  en  retournant  l'épreuve  corrigée. 

Pour  tout  ce  qui  concerne  les  tirages  à  part  s'adresser  a  VAdmi^ 
nistration  de  l'Enseignement  Mathématique,  4,  rue  du  Vieux-Collège, 
Genève.  Les  Directeurs. 
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SCIENTIA 

Exposé  et  développement  des  questions  scientifiques  à  l'ordre  du  jour. 
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